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Prólogo 


Hace cinco años, presentamos un programa de Matemáticas básicas que su- 
ponía cierta ruptura con los planteamientos entonces vigentes, porque la 
fiebre rigorista y simbólica, que todavía no había pasado, chocaba con nues- 
tro planteamiento de lograr un libro de Matemáticas que se pudiera leer. Hoy 
el tiempo nos ha dado la razón: hay un camino para aprender Matemáticas 
que no pasa, necesariamente, por estudiar jeroglíficos. 

Pero el espíritu es inquieto y no se conforma con lo logrado. Además, 
siempre hay algo que mejorar y, al pasar el tiempo, el progreso nos obliga a 
contemplar con otra perspectiva la importancia relativa de cada tema. Por 
eso nos hemos vuelto a plantear las pregunta ¿qué Matemáticas son, hoy, 
básicas? y ¿qué fracción de las Matemáticas básicas puede ser comprendida 
en este curso? Este libro revela nuestra respuesta a esas preguntas. 

El enorme esfuerzo que ha supuesto su redacción sólo puede compararse 
con la ilusión que tenemos por conseguir un texto de Matemáticas elemen- 
tales, actual, escrito en un lenguaje sencillo y comprensible. Han sido dos 
años de trabajo intenso, a veces penoso, a veces gratificante. 

En la ponderación de los temas han influido, de manera importante, las 
opiniones recogidas de los profesores tutores, a los que debemos agradecer su 
dedicación. Carmen Herrera, Emilia Carmena y Javier Navarro corrigieron 
las pruebas con un cuidado primoroso. A éllos deberemos que las inevitables 
erratas se hayan reducido al mínimo. Quede aquí constancia de nuestro 
agradecimiento por su esmero en una tarea tan dura. 

Si la redacción ha sido costosa, no lo ha sido menos la composición con 
IATÍX. Los gráficos se hicieron con Harvard Graphics, Emtex, Gnuplot y 
CorelDraw. Los cálculos estadísticos con SAS. 


xi 


Capítulo 1 


Números naturales y 
números enteros 


1.1 Introducción 


Posiblemente en la Edad de las cavernas los hombres no conocieran los núme- 
ros ni los sistemas de numeración. Sin embargo, eran capaces de contar; un 
pastor primitivo podía registrar el número de animales que tenía o el número 
de pieles que quería cambiar, si tenía la precaución de guardar en una bolsa 
un guijarro, o hacer una marca en una tabla de madera, por cada res o por 
cada piel. Cada guijarro o marca representaría a un animal o una piel. 

A fuerza de repetir esta operación muchas veces, el hombre primitivo 
llegó a comprender que la bolsa con guijarros o la tablilla marcada repre- 
sentaban una cualidad del colectivo: el número de animales u objetos que lo 
componían. 

Con otras palabras; desde sus orígenes, el hombre advirtió que una bolsa 
con guijarros podía representar un rebaño de ovejas, una serie de puntas 
de flecha o un montón de pieles de oso. Advirtió que todos los conjuntos 
de objetos o de seres tienen una cualidad común, con independencia de la 
naturaleza de los objetos o de los seres que los componen. Esa cualidad se 
denomina número. 

El número es un concepto que no tiene reflejo en ninguna propiedad 
tangible. No es una cualidad que se aprecie con los sentidos: es abstracta. 
Para reconocerla precisamos de los ojos de la razón. Ante ellos, se presenta 
tan evidente como la forma de los guijarros o el color de las ovejas. 

Es ilustrativo comparar el número con el concepto de color. El color es 
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una abstracción, una cualidad de los objetos que se manifiesta en éllos en 
forma de colores: rojo, verde, etc.; el número es una cualidad de los colectivos 
que tiene también distintas manifestaciones. Para designarlas, a lo largo de 
la Historia, se inventaron símbolos y sonidos muy variados. Así nacieron las 
palabras uno, two, trois etc., y los símbolos I, 2, I11. Si alas manifestaciones 
del color se las llamó colores, a las manifestaciones del número, es decir al 
1,2,..., se las denominó números naturales. 

Desde esa invención, los hombres no necesitaron ya de guijarros ni de 
tablillas para contar. Libres de estorbos, les bastaba guardar en su memoria 
una palabra mágica para saber cuántos objetos componían una colección. 
Con razón puede decirse que los números son algo maravilloso: son los gui- 
jarros más livianos del Universo. 


1.2 Los sistemas de numeración 


Una vez que el hombre reconoce la cualidad del número, cae en la cuenta 
de que sus manifestaciones (los números) son infinitas. Por grande que sea 
un conjunto de objetos, siempre puede imaginarse otro conjunto que tiene 
un elemento más. Luego, para designar los números naturales se precisa 
una serie infinita de símbolos y un sistema que permita saber a qué número 
corresponde cada símbolo. A esos sistemas se les denomina sistemas de 
numeración, 

La elección del sistema de numeración tiene una importancia capital. 
Un sistema que emplee símbolos o palabras arbitrarias, sin ninguna regla o 
sistema de formación, obligará a aprender un símbolo por cada uno de los 
números. Por el contrario, un sistema que permita, a partir de un pequeño 
conjunto de símbolos y de una serie de reglas de formación, representar 
cualquier número es, sin duda, ventajoso . 

Muchos han sido los sistemas de numeración que el hombre ha usado. En 
el transcurso del tiempo unos prevalecieron sobre otros por ser de manejo 
más sencillo y permitir calcular con rapidez. 

De una manera general, los sistemas de numeración pueden clasificarse 
en acumulativos y posicionales, 


1.2.1 Sistemas acumulativos 


En los sistemas de numeración acumulativos, cada símbolo tiene un valor 
único independiente de donde se escriba. El más elemental de estos siste- 
mas consistiría en acumular “palote” tras “palote”, como se muestra en la 
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[| =1 MIT. = 4 
ll. = 2 Md <= 5 
MI = 3 md = 6 


figura 1.1 el sistema de numeración más simple 


figura 1.1. Otro ejemplo de sistema de numeración acumulativo es el que 
emplearon los egipcios hace unos 5000 años. En la figura 1.2 aparecen los 
símbolos elementales que usaron para representar algunos números. Los res- 


CO 14 


1000 


o” mm 4 


10000 100000 1000000 


figura 1.2 símbolos empleados por los egipcios 


tantes números se representan escribiendo varios símbolos elementales, uno 
a continuación del otro, como se muestra en la figura 1.3. 

El sistema de numeración romano es esencialmente acumulativo. Emplea 
los símbolos I, V, X, L, C, D y M, cuya equivalencia es: 


I = 1 V = 5 X= 10 
L = 50 C = 100 D = 500 
M = 1000 


y tiene como reglas de numeración: 


Regla 1. Los símbolos se escriben de izquierda a derecha. Si a la izquierda 
de cada símbolo hay otro mayor o igual, se suman sus valores. 


Ejemplo 1.1 El número romano MDCLXVI es igual a 1666. Como están escritos 
de mayor a menor, se suman sus valores. 


MDCLXVI = 1000 + 500 + 100 +50 + 10+5-+1= 1666 
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10100 1101000 


figura 1.3 números egipcios 


Ejemplo 1.2 Los números romanos XII, LXXI!I, VI! y CCLXXII son iguales a: 
Xll=104+14+1=12 
LXXI11=504+104+1041414+1=73 
VMil=5+1414+1=8 
CCLXXII=100+1004504+10+104141=272 


Regla 2. Cuando un símbolo se coloca a la izquierda de otro que representa 
a un valor mayor, el menor de los valores se resta al mayor. 


Ejemplo 1.3 Los números romanos IV, IX, XC y CD son iguales a: 
IWV=5-1=4 IX=10-1=9 
XC=100—10=90 CD=500-— 100 = 400 


de igual manera, el número CM es igual a 900. 


La regla de sustracción tiene cierto carácter “posicional”, puesto que el 
valor de un símbolo empieza a depender de la posición dónde se escriba y 
permite economizar símbolos, por ejemplo, para escribir el cuatro no hay 
que escribir III (cuatro símbolos) sino IV (dos símbolos). 
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Sin embargo, no siempre puede sustraerse un número menor a otro ma- 
yor; la regla de sustracción tiene sus restricciones, estas son: 


a) Los símbolos V, L y D, que representan números que empiezan por 
cinco no pueden restarse. 


b) Un número puede ser sustraído sólo en los casos siguientes: 


I sólo puede restarse de V y X. 
X sólo puede restarse de L y C. 


C sólo puede restarse de D y M. 


1.2.2 Sistemas posicionales 


En los sistemas de numeración posicionales el valor de un símbolo depende 
de su posición respecto de los demás. Por ejemplo, el sistema indo-arábigo!, 
más conocido como sistema decimal, tiene diez símbolos: los nueve dígitos 
1,2,3,4, 5, 6,7, 8, 9, y el cero 0. El valor que se asigna a cada símbolo 
depende de su posición respecto de los demás. Así, no es lo mismo el número 
12 que el número 21; porque 12 no significa “el valor de 1 más el valor de 2” 
como ocurre en los sistemas acumulativos, sino que es igual a 


12=1x104+2x1 


Esta manera de numerar es bastante natural. Los hombres aprendieron 
pronto que, para contar un conjunto con muchos elementos, es preferible 
agrupar los objetos en conjuntos menores. El sistema decimal de numeración 
está sugerido por una manera de contar que consiste en formar todos los 
grupos posibles de diez en diez unidades. Según esta idea, un conjunto con 
doce objetos, como el que aparece en la figura 1.4, se dividirá en un grupo 
de diez y dos grupos de uno. El símbolo 12 sugiere esa subdivisión. La cifra 
más a la derecha (2) indica el número de grupos de 1 unidad; la siguiente 
cifra a su izquierda, el número de decenas o grupos de diez unidades. Así, el 
significado de 12 es: 


12 = un grupo de 10 unidades y dos de 1 


1Este sistema, introducido en Europa hacia 1200, se ha hecho prácticamente universal 
gracias a su sencillez y eficiencia al realizar las operaciones aritméticas. 
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SS 


figura 1.4 12 = un grupo de 10 y dos de 1 


Cuando es posible formar más de diez grupos de diez unidades, las decenas 
se organizan a su vez en grupos de cien (100 = 10 x 10), así el número 342, 
equivale a 

3x 100+4x10+2x 1 


Lo que puede traducirse: 
342 = tres grupos de 100 unidades, cuatro de 10 y dos de 1 


Así pues, en el sistema decimal, la posición de un símbolo indica el tamaño 
de los grupos: unidades, decenas, centenas, millares, etc., mientras que el 
símbolo colocado en una posición indica el número de grupos de ese tamaño 
que intervienen. 

Queda un problema por resolver; debido a la necesidad de indicar que 
alguno de los grupos (unidades, decenas, centenas, etc.) no aparece. Es pre- 
ciso inventar un símbolo para representar “ninguno” o “nada”. Por ejemplo, 
si los elementos que componen un conjunto se subdividen en un grupo de 
cien unidades y dos grupos de una unidad, escribimos 102. El símbolo 0 
(cero) señala la ausencia de decenas, 

Como consecuencia del convenio de posición, un cero añadido a la iz- 
quierda deja inalterado el número y un cero añadido a la derecha lo multi- 
plica por diez. 


Ejemplo 1.4 El símbolo 046 representa el mismo número que 46, ya que: 
046=0x 1004+4x 104+6x1= 46 


De igual manera, el número 0012 es igual a 12, 
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Ejemplo 1.5 El número 460 es igual a diez veces 46, puesto que: 
460=4x 1004+6x 1040x1=10x(4x 104+6x 1)= 10x 46 


De manera semejante, el número 3100 es igual a cien veces 31. 


El uso del cero, puede hoy parecer banal y evidente, pero exige un grado 
de abstracción mayor que las demás cifras, ¿qué motivo puede existir para 
nombrar lo que no existe? Es por ello que su aparición en la Historia es 
mucho más tardía. Esto evidencia un fenómeno frecuente en el devenir del 
pensamiento: las soluciones más simples y manejables de los problemas sue- 
len estar asociadas a los conceptos más abstractos. 


Ejemplo 1.6 El número decimal 2091 equivale a 


2 x 1000+0x 100+9x 10+1x1 


Por el mismo motivo, el número decimal 103 es igual a un grupo de 100 y tres de 1. 


Los babilonios emplearon un curioso sistema de numeración posicional 
a partir de unos símbolos cuneiformes que grababan en ladrillos de arcilla 
antes de cocerlos. Con dos símbolos escribían, por acumulación, todos los 
números entre 1 y 59. A partir de los 59 primeros números, los demás se 
escribían mediante el convenio posicional. Algunos números del sistema de 


ESAS 
< 


figura 1.5 números del sistema babilónico 


numeración babilónico se muestran en la figura 1.5. 
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1.3 Potencias de base diez 


En el capítulo 4 se estudiarán las propiedades generales de las potencias de un 
número, pero ahora es conveniente introducirlas, ya que permiten simplificar 
las expresiones que aparecen al considerar el sistema de numeración decimal. 

Los números 100, 1000, 10000, etc., pueden escribirse de una manera más 
breve como potencias de diez. En la tabla 1.1 se muestran algunos ejemplos 
de esa escritura reducida, junto con la manera habitual de leerlas. En el 


100 = 10% “diez al cuadrado” 
1000 = 10% “diez al cubo” 
10000 = 10% “diez a la cuarta potencia” 
100000 = 10% “diez a la quinta potencia” 


tabla 1.1 algunas potencias de diez 


habla normal, se suele suprimir la palabra “potencia”, y se lee simplemente 
“diez a la cuarta”, “diez a la quinta”, etc. Observése que las dos primeras 
expresiones, “al cuadrado” y “al cubo”, no siguen la regla general. No es 
incorrecto decir “a la dos” o “a la tres”, aunque es infrecuente. 

Como fácilmente se desprende de la tabla 1.1, un símbolo como 10? se 
dice potencia de diez, y es igual al número que resulta de multiplicar tres 
veces 10. 

10%=10x 10x 10 


Ejemplo 1.7 La potencia 10% es igual a un millón. En efecto; se tiene: 


10% = 10x10x10x10x10x 10 
1000000 


Por un motivo análogo, la potencia 10% es igual a diezmil. 


En una potencia como 10?, el número 10 se denomina base de la potencia, 
mientras que el número 2 se denomina ezxponente. 

Por medio de las potencias de base diez, el sentido de la escritura decimal 
parece simple: 


173=1x1074+7x104+3x1 
4028=4x 100+0x102+2x 104+8x1 
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1.4 Base del sistema de numeración 


En el sistema de numeración decimal se cuenta el número de elementos de 
un conjunto agrupando los objetos en grupos de 1, 10, 100, 1000, etc., esto 
es en potencias de diez. Por ello se dice que 10 es la base del sistema de 
numeración decimal. 

Cabe preguntarse si pueden emplearse otros sistemas de numeración con 
base distinta de 10, la respuesta es sí. Por cada valor de la base, se tiene un 
sistema de numeración distinto. 

Por ejemplo, en la Ciencia de los computadores se emplea el sistema de 
numeración de base dos, también llamado sistema binario. En el sistema 
binario se precisan tan sólo dos cifras O y 1, y los conjuntos a contar se 
agrupan en potencias de 2. En la tabla 1.2 se muestran las primeras potencias 


2=2x2=4 “dos al cuadrado” 
2%=2x2x2=8 “dos al cubo” 
2=2x2x2x2=16 “dos a la cuarta” 
25 = 2 DX 29 XQ =:32 “dos a la quinta” 
2 =2x2x2x2x2x2=64 “dos a la sexta” 


tabla 1.2 primeras potencias de 2 
de base 2. En el sistema de numeración de base 2, para calcular la expresión 
de un número decimal puede emplearse un método gráfico, como se muestra 


en la figura 1.6, donde se representa el cálculo de la escritura en base 2 del 
número decimal 7. Con palabras se dirá: toda colección de 7 objetos puede 


CS Efe 


figura 1.6 7 = un grupo de 4 uno de 2 y uno de 1 


ser subdividida en un grupo de cuatro, otro de dos y otro de uno. Con 
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números: 
7=44+2+1=1-2+1-24+1-+1 


Por ello, en base 2, el número decimal 7 se escribe (111). Luego, cada cifra 
se interpreta igual que en el sistema decimal, sólo que ahora los grupos en 
que se ha subdividido el conjunto son potencias de 2 en vez de potencias de 
10. Así 

(111) =1-224+1.2+1-1 


Esta manera de escribir es semejante a la decimal; el subíndice 2 denota 
la base del sistema de numeración que se emplea. Cuando la base es 10 
(sistema decimal) suele omitirse el subíndice, salvo que pueda dar lugar a 
confusión. 


Ejemplo 1.8 El número (101), es igual al número decimal 5, ya que 


(10)2=1-224+0-24+1-1=5 


Ejemplo 1.9 El número binario (11000), es igual al número decimal 24, ya que: 


1.241.240-22+0-214+0-1 
1648 
24 


(11000)» 


'" 


Un cálculo parecido demuestra que (11)3 es igual al número decimal 4. 


En el sistema de numeración ternario (base 3), se precisan tres cifras 0, 
1 y 2. Las colecciones de objetos a contar se agrupan según las potencias 
de 3. En la tabla 1.3 se muestran las primeras potencias de 3. El mismo 


3=3x3=9 “tres al cuadrado” 
3 =3x3x3=27 “tres al cubo” 
31=3x3x3x3=81 “tres a la cuarta” 
35=3x3x3x3x3= 243 “tres a la quinta” 
30=3x3x3x3x3x3=729 “tresala sexta” 


tabla 1.3 primeras potencias de 3 


razonamiento gráfico que se ha empleado para el sistema binario permite 
escribir un número decimal en base 3. Por ejemplo, el número decimal 7 se 
escribirá (21)3, (ver figura 1.7), ya que toda colección de 7 objetos puede ser 


14. Base del sistema de numeración 11 


figura 1.7 7 = dos grupos de 3 y uno de 1 


descompuesta en dos grupos de tres y un grupo de 1. Recíprocamente, dado 
un número escrito en el sistema de numeración de base 3, su paso al sistema 
decimal requiere interpretar las cifras que aparecen en cada posición, como 
el número de grupos de la potencia correspondiente de 3. Por ejemplo 


(Ql)i=2-341-1=7 


Ejemplo 1.10 El número ternario (210)3 es igual al número decimal 21, puesto 
que 
(210)a=2-32+1-34+0-1=18+3=21 


Ejemplo 1.11 El número (102)3, del sistema de numeración de base 3, es igual al 
número decimal 11, ya que 


(102)3=1-37+0x3+2x1=9+2=11 


El sistema de numeración de base 5 requiere de cinco cifras 0, 1, 2, 3, 
y 4, y la posición de las cifras indica el número de grupos de potencias de 
5 en que ha sido subdividida la colección. En la tabla 1.4 se muestran las 
primeras potencias de 5. Por ejemplo, cualquier conjunto de trece objetos 


$ =5x5= 2D “cinco al cuadrado” 
5%=5x5x5=125 “cinco al cubo” 

5=5x5x5x5= 625 “cinco a la cuarta” 
5%=5x5x5x5x5=3125 “cinco ala quinta” 


tabla 1.4 primeras potencias de 5 


puede ser dividido en dos grupos de cinco y tres de uno, por tanto el número 


12 Capítulo 1. Números naturales y números enteros 


decimal 13 se escribe en el sistema de base 5 como (23)5. Esto se muestra, 
de manera gráfica, en la figura 1.8. Al revés, el número (431)5, del sistema 


= +|0 |+[0] +[e] +[e] 


figura 1.8 13 = dos grupos de 5 y tres de 1 
de numeración de base 5, es igual al número decimal 116, puesto que 


(4310)5=4-52+3-54+1-1=1004+ 15+1=116 


1.4.1 Resumen 


Cualquier número natural b puede ser base de un sistema de numeración. 
El sistema que comúnmente se emplea tiene base diez y, por ello, se dice 
decimal. 

Un sistema de numeración de base b exige disponer de b símbolos que 
hagan el papel de las diez cifras 0, 1, 2, ..., 9. Esos símbolos pueden ser 
arbitrarios, pero es ventajoso usar los derivados del sistema decimal. Así, 
el sistema binario, precisa dos símbolos, que suelen ser 0 y 1. El sistema 
ternario, (de base 3), precisa tres símbolos que suelen ser 0, 1 y 2. El 
sistema de base 12 necesita doce símbolos, que pueden ser 


0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, (10), (11) 


Los dos últimos se indican con un paréntesis para hacer patente que es un 
símbolo único. Téngase presente que, en el sistema de base 12, el símbolo 
(11) significa 

11-1 


mientras que 11 es el número 1+124+ 1-1. 


Ejemplo 1.12 En ocasiones, se emplean letras para designar a los símbolos mayores 
que 9. Por ejemplo, en el sistema de base 16 o hezadecimal, que se emplea en 
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Informática, precisa de 16 símbolos. Lo habitual es elegir: 
0 1, 2.3, 4. 5 6, 7, 8, 9, 4, B, €, D E, F 
así, el símbolo (1F),5 representa al número decimal: 
1-164+15=31 


De igual manera, el símbolo (6A)16 es igual al número decimal 106. 


Al escribir un número en el sistema de numeración de base b, la posición 
de cada cifra indica el tamaño de cada grupo (potencia de b) en que ha sido 
subdividido el conjunto que contamos. 

La base del sistema de numeración se indica con un subíndice. Por 
ejemplo (101)2 es un número del sistema binario, (5043)5 es un número del 
sistema de base 6, etc. 


Ejemplo 1.13 Cualquier conjunto de 13 objetos se puede dividir en tres grupos 
de 4 y un grupo de 1. Por ello el número decimal 13 se representa por (31)a, en el 
sistema de numeración de base 4. 


E 


Ejemplo 1.14 Cualquier conjunto de 13 objetos se puede dividir en un grupo de 
11 y dos grupos de 1. Por ello el número decimal 13 se representa por (12),1, en el 
sistema de numeración de base 11, 


1.4.2 Comentario sobre la historia de los números 


Parece indudable que la elección de un sistema de numeración en el que los 
números se agrupan de diez en diez proviene de la costumbre de contar con 
los dedos de las dos manos. 

Son raras las culturas que han empleado el sistema de numeración de base 
5, consecuencia de contar con una sola mano. Se sabe que algunas tribus 
de esquimales lo emplean; lo que parece justificado, pues en las latitudes 
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en que viven no es aconsejable hacer tratos con las dos manos fuera de las 
manoplas. 

Sin embargo, todavía hoy es frecuente contar por veintenas, herencia 
del uso anterior del sistema de numeración de base 20. El contar de veinte 
en veinte puede atribuirse a la costumbre de contar con pies y manos. El 
sistema de numeración maya tenía base 20. Contar por veintenas es una 
costumbre extendida en los países germánicos o de influencia germánica. En 
Francia se da la peculiaridad de la cuenta de 80 a 100. 


80=quatre-vingts (cuatro veintenas) 
90=quatre-vingts-diz (cuatro veintenas y diez) 
91=quatre-vingts-onze (cuatro veintenas y once) 


En Dinamarca se cuenta: 


60=!tred-sind-styve (tres veces veinte) 
80=fir-sind-styve (cuatro veces veinte) 


Está tan arraigada la costumbre de contar por veintenas que, en danés, 
el número 70 en lugar de entenderlo como “tres veces veinte y diez” (al estilo 
del quatrevingts diz francés) se dice: 


70=halv- fir-sind-styve (media veintena para cuatro veces veinte) 


Los babilonios usaron el sistema sexagesimal, de base 60, que han usado 
los astrónomos desde la antigiiedad hasta nuestros días. Este sistema se 
conserva en las medidas del tiempo y de los ángulos: 


1 minuto = 60 segundos 
1 hora = 60 minutos 


1.5 Cambio de base del sistema de numeración 


En la sección anterior se ha mostrado la posibilidad de escoger la base del 
sistema de numeración. 

El problema de calcular la expresión de un número en un sistema de 
numeración, a partir de su expresión en otro sistema, se denomina cambio 
de base del sistema de numeración. 

Para cambiar de base decimal a base cualquiera, en la sección anterior 
se han empleado un procedimiento gráfico. También, para cambiar de base 
cualquiera a base decimal se empleó un procedimiento aritmético. 
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Ambos procedimientos muestran bien la esencia de los problemas, pero 
conviene tener alternativas de cálculo más simples y automáticas. Estos 
automatismos se llaman algoritmos. 


1.5.1 Cambio a base decimal 


Para escribir un número dado en base b, en el sistema decimal, basta seguir 
la definición de sistema de numeración. Por ejemplo: 


(110101) = 1-2%4+1-2140-2241.224+0-24+1-1=(53)0 
(3241), = 3-774+2-7244-7+4+1-1= (1156)0 
(1(10)0(11)2 = 1-12%410-1224+0-124+11-1=(3179)0 


Este proceso de cálculo puede hacerse más cómodo y simple si se ordenan 
las operaciones. Por ejemplo, para escribir el número 


(110101)2 
en base 10 es preciso calcular 
1-24+1-2140-241-240-241-1 


pero las operaciones son más fáciles si, en lugar de calcular cada producto y 
sumar, se realiza en el orden que marcan los paréntesis de la expresión 


14+2-(042-(1+2-(042-(142-1)))) 


Esto es, se calcula de dentro a fuera como sigue 


2.1=2 
14+2-1= 
2-(142-1)=6 


0+2-(142-1)=6 
2-(04+2-(14+2-1)) = 12 
14+2-(042-(142-1))=13 
2-(142-(042-(142-1))) =26 
0+2-(14+2-(0+2-(1+2-1))) = 26 
ed teca: (142-1)) 
14+2-(042-(14+2-(042-(14+2- 


= 52 
))) = 53 


En la práctica, el cálculo anterior se ordena del siguiente modo: 
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Se escribe en una línea la expresión del 
número cuya forma decimal se quiere ha- yo 150 001 
llar, en este caso (110101). 


En la línea siguiente se escribe la base del 10101 
sistema de numeración en que viene expre- 
sado el número. 2 


y se baja la primera cifra del número. 


2 
1 
En el primer paso se multiplica la base (2) 
por el número que se ha bajado. El resul- 110101 
tado de la multiplicación se escribe en la 
segunda línea. Este paso es equivalente al 2 2 
cálculo del producto del primer paréntesis 1 
interior. 
2:.1=2 
En el segundo paso se suman los números 
de la segunda columna, el resultado (3) se 110101 
escribe en la misma columna, por debajo 
de la línea. Este paso es equivalente al 2 2 
cálculo de la suma 13 
14+2.1=3 
A partir de aquí se repiten los pasos an- 
teriores: se multiplica la base (2) por la 110101 
última suma obtenida (3), y el resultado 
se escribe en la segunda línea. Esto equi- 2 26 
vale a calcular . 13 


2-(14+2-1)=6 


1.5._ Cambio de base del sistema de numeración 


Luego, se suman los números de la tercera 
A 3 110.101 
columna. El resultado se escribe bajo la 
línea. Esta operación equivale a calcular 2 26 
13.56 


0+2-(142-1)=6 


Los últimos pasos serán: 


1101 001 11.0. 1 01 
2 2 6 12 2 2.6 12 
13.56 13.6 13 
110.1. 01 1101 0/1 
2 2 6 12 26 2 26 12 26 
1.3.6 13 3.6 13 26 
1101-01 CN 
2 2 6 12 26 52 2 2 6 12 26 52 
13.6 13 26 53 


13 6 13 26 


La última suma es igual al resultado: el número binario (110101) tiene 


como expresión decimal 53. 


Ejemplo 1.15 Hallar la expresión decimal del número (1201)3. 


12 0 1 
3 3115 45 
15 15 46 


Luego la expresión decimal de (1201)3 es 46. 


Ejemplo 1.16 Hallar la expresión decimal del número (106)7. 


Por tanto (106)7 = 55. 
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Ejemplo 1.17 Hallar la expresión decimal del número (10(10))11. Observése que 
(10(10))11 significa “un grupo de tamaño 11?, ningún grupo de tamaño 11 y diez 
grupos de tamaño 1”. 


1.0 10 
11 11 121 
1 11 131 


La expresión decimal del número (10(10)),1 es 131. 


1.5.2 Cambio a base cualquiera 


Para hallar la expresión de un número decimal en el sistema de numeración 
de base b, puede emplearse el método gráfico. Por ejemplo, para hallar la 
expresión del número decimal 14 en el sistema de base 11, una descomposi- 
ción como la de la figura 1.9 resuelve la cuestión. Pero no es difícil entender 


CE) Eneas 


figura 1.9 un grupo de 11 y tres de 1 


que, si el número decimal es grande, este procedimiento es largo y tedioso. 
Un procedimiento más efectivo es realizar divisiones sucesivas por la base 
del nuevo sistema de numeración. 
Por ejemplo, para hallar la expresión del número decimal 14 en el sistema 
de base 11, basta dividir 14 entre 11. 
ala 
3 1 
El cociente de la división (1) indica cuántos grupos de tamaño 11 pode- 
mos formar, el resto de la división (3) muestra cuántos grupos de unidades 
quedan después de formar los grupos de tamaño 11. Se tiene así 


14=1-114+3-1 
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luego 14 = (13)11. 


Ejemplo 1.18 El número decimal 9 se expresa en el sistema de numeración de 
base cinco como (14)5. En efecto, basta dividir 9 entre 5 para tener: 


Ls 


9 
4 1 
luego 9 = (14)s. 


Cuando el cociente de la primera división por la base b del sistema de 
numeración es mayor que ésta, cabe la posibilidad de formar grupos de 
tamaño b?, Hay que volver a dividir el cociente por b. Con un ejemplo 
se entenderá mejor; para escribir el número decimal 15 en el sistema de 
numeración de base 3, se comienza por dividir 15 entre 3. 


El cociente de esta división es 5 mayor que la base 3. Esto indica que los 
cinco grupos de 3 que se han formado pueden, a su vez, agruparse en uno 
de nueve (3?) y un resto. 


qa 


2 1 


Las dos divisiones sucesivas se pueden ordenar en una única expresión: 


153. 


0 


29 


EA 
1 


ea 


Operaciones que se resumen en la igualdad: 
15=1-37+2-3+0-1 


Luego el número decimal 15 es igual a (120)a, en el sistema de base 3. 
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Ejemplo 1.19 El número decimal (432)10, en el sistema de base 2 se escribe 
(110110000)», ya que 


432 |2 
0 216|2 


Oo  108]2 
0  54]|2 
o 27 
1 13/2 
1 6]2 
o sl2 
L 4 


es decir: 
432=1-284+1-240-241-241-2140-240-224+0-24+0-1 
Por lo que 432 = (110110000). 


Ejemplo 1.20 El número decimal 432, en el sistema de base 5 se escribe (3212)5, 
puesto que 


432 [5 
2 8015 
1 1715 
23 


luego 
432=3-542-5%4+1-54+2%-1 


Por lo cual (432)10 = (3212)5. 


Ejemplo 1.21 El decimal 432, en el sistema de base 11 se escribe (363)11, puesto 


que 
432 | 11 
3 39|11 
6.3 
Es decir 


432=3-1124+6-114+3-1 
Por tanto 432 = (363)11. 


Ejemplo 1.22 Para cambiar de base diez a base 17 el número decimal 432, se 


opera: 
432 | 17 


7 25|17 


8 1 
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Luego 
432=1-1774+8-17+7-1 


De donde 432 = (187)17. 


Ejercicios 

1.1 Hallar la expresión decimal del número (1011). 

1.2 Hallar la expresión decimal del número (2401)s. 

1.3 Hallar la expresión en el sistema de base 4 del número decimal 367. 


1.4 Hallar la expresión en el sistema de numeración de base 12 del número decimal 
139. 


1.5 Hallar la expresión en el sistema de numeración de base 7 del número (10210)3. 


1.6 Las operaciones con números naturales 


Con los números naturales 1, 2,..., y el O se pueden realizar cuatro opera- 
ciones aritméticas: sumar, restar, multiplicar y dividir. 

De las cuatro operaciones tan sólo dos, sumar y multiplicar, pueden 
realizarse con cualquier par de números. Esto es así porque la suma y el 
producto de dos números naturales es siempre un número natural. Las otras 
dos operaciones, restar y dividir, pueden hacerse unas veces sí y otras no. 
Por ejemplo, puede restarse 3 de 7 y el resultado es el número natural 4. 


71-3=4 


pero, si no hubiera más números que los naturales, no podría restarse 8 de 
5. De igual manera puede dividirse 16 entre 8, y el resultado es el número 
natural 2, pero no puede dividirse 3 entre 2. Para poder realizar siempre esas 
operaciones es preciso inventar más números. Así se inventaron los números 
negativos 


y los fraccionarios 


Los números naturales negativos se estudian en la sección 1.11 y los fraccio- 
narios en el capítulo 2, pero antes se analizará la relación que hay entre dos 
números naturales cuando uno divide al otro de manera exacta. 
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1.7 Divisibilidad 


Cuando un número natural c puede dividirse de manera exacta por otro 
número natural a, decimos que c es divisible por a. 


Ejemplo 1.23 El número natural 14 es divisible por 7, ya que 14; 7 = 2, pero no 


es divisible por 3. 


Ejemplo 1.24 El número natural 26 es divisible por 2 y también es divisible por 
13, pero no es divisible por 4. 


Un número natural e se dice divisible por otro a si al dividir c entre 
a la división es exacta. 


El concepto de divisibilidad puede entenderse de otra manera. Si e es di- 
visible por a y llamamos b al cociente exacto de la división de c entre a, 
resulta 

=a:b 


Es decir, cuando un número natural e puede escribirse como producto de dos 
números naturales a y b, e = a -b, decimos que e es divisible por a (también 
lo será por b). Se dice también que a y bson factores o divisores de c, y que 
ces múltiplo de a y de b. 


En resumen, las tres expresiones: 


a divide a c 
a es un divisor de e 
c es múltiplo de a 


son equivalentes a decir que la división de c entre a es exacta. 


Si c=a-b, el producto a - b se denomina una factorización o descompo- 
sición en factores de c. 
Todo número se puede factorizar, al menos, de las maneras siguientes: 


por ello se llaman factorizaciones triviales y 1 y e divisores triviales. 
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Ejemplo 1.25 Los números 8 y 75 pueden factorizarse de maneras distintas de las 
triviales: 
8 


2.4 
75 1 


"mu 


= 3-25 


Ejemplo 1.26 Los números 5, 13 y 29 no admiten más factorizaciones que las 
triviales: 


== lab 5-1 
13 = 1-13 13.1 
29 = 1-29 = 29.1 


Cuando un número mayor que 1 admite factorizaciones distintas de las tri- 
viales se dice compuesto. Cuando un número mayor que 1 no tiene más 
factorizaciones que las triviales se dice primo. 


Ejemplo 1.27 Los números 8, 12, 15, 42, 75, son compuestos. 


Ejemplo 1.28 Los números 2, 3, 5, 7, 11, son primos. 


Un número que tiene alguna factorización, además de las triviales, 
se dice compuesto. 


Un número que no tiene más factorizaciones que las triviales se 
dice primo. Con otras palabras: un número mayor que uno es 
primo si no tiene más divisores que 1 y él mismo. 


Entre los 100 primeros números naturales hay 25 números primos que son: 


2335 74 13 17 
19 23 29 31 37 41 43 
47 53 59 61 67 71 73 
79 83 89 97 


Todos los demás excepto 1 son compuestos. El número 1 no es ni primo ni 
compuesto. 
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1.7.1 Tres viejas reglas de divisibilidad 

No cuesta mucho recordar tres reglas muy sencillas que anticipan cuándo un 

número es divisible por 2, 3 ó por 5. 

Divisibilidad por 2: Un número es divisible por 2 si termina en una cifra par, 
esto es en 0, 2, 4,66 8. 
Según esta regla los números 30, 32, 14, 26 y 58 son divisibles por 2, 
mientras que 31, 53, 75, 87 y 99 no son divisibles por 2. 

Divisibilidad por 3: Un número es divisible por 3 si la suma de sus cifras es 
divisible por 3. 
Así, el número 102 es divisible por 3, ya que la suma de sus cifras, 
14+0+2= 3, es divisible por tres, mientras que el número 215 no 
es divisible por 3, ya que la suma de sus cifras, 2 + 1+5 = 8, no es 
divisible por 3. 

Divisibilidad por 5: Un número es divisible por 5 si termina en 0 ó en 5. 


De acuerdo con esta regla los números 15, 70 y 105 son divisibles por 
5, mientras que 14, 27 y 38 no lo son. 


Ejercicios 

1.6 Averiguar si el número 132 es divisible por 3. 

1.7 Averiguar si el número 239 es múltiplo de 13. 

1.8' Averiguar si el número 143 es primo o compuesto. 

1.9 Averiguar si el número 111 es primo o compuesto. 

1.10 Hallar una factorización distinta de las triviales del número 91. 


1.11 Averiguar, de los números siguientes, cuáles son divisibles por 2. 
126 1035 764 919 538 123 59 
210 476 68 101 231 125 63 

1.12 Averiguar, de los números siguientes, cuáles son divisibles por 3. 


129 1035 201 219 38 126 49 
210 476 68 101 231 125 63 
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1.13 Averiguar, de los números siguientes, cuáles son divisibles por 5. 


129 1035 201 219 38 126 49 
210 476 68 101 231 125 63 


1.14 Averiguar, de los números siguientes, cuáles son divisibles por 4. 


129 560 200 212 38 126 48 
210 80 68 102 238 125 62 


1.15 Averiguar, de los números siguientes, cuáles son divisibles por 6. 


129 560 200 212 38 126 48 
210 80 68 102 238 125 62 


1.8 Descomposición en factores primos 


Como hemos visto, todo número compuesto c puede escribirse como producto 
de dos factores que no son ni 1 ni c. 


c=a:b 


Ahora, si alguno de los factores es compuesto puede otra vez factorizarse, 
por ejemplo: 


24 = 


= 2.2-2-3 


Este proceso puede repetirse hasta que todos los factores sean primos. Por 
tanto: 


Cada número natural mayor que 1 o es primo o es producto de 
primos. 


Ejemplo 1.29 Como 
66=2-3-11 


El número 66 se descompone en producto de los factores primos 2, 3 y 11. 
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Ejemplo 1.30 Dado que 


60 2-2-3-5 


2.3.5 


El número 60 se descompone en producto de factores primos 2 (dos veces), 3 y 5. 


Para hallar la descomposición en factores primos de un número, conviene 
ordenar los cálculos. Un buen procedimiento es hacer divisiones sucesivas 
por los números primos, de menor a mayor, hasta agotar cada factor. Con 
un ejemplo se entenderá mejor. 

Si se quiere calcular la decomposición en factores primos del número 84, 
se comienza por probar si es divisible por 2. 


sl 
84 42 


0 


Como la división es exacta, es divisible por 2. Ahora, el cociente 42 de la 
división puede contener algún otro factor 2, por ello se prueba a dividir por 
2 los cocientes sucesivos hasta que la división resulte inexacta. 


ela ap 


42 21 20 10 
0 1 


Luego se prueba el siguiente factor primo, en este caso 3. El resultado será 


213 
27 


0 


El cociente de esta división es primo, luego el único factor restante es 7. Las 
divisiones sucesivas, se resumen en: 


84 = 2-42 
2-2-21 
= 2:2:-3-7 


Así la descomposición en factores primos de 84 es 2-2-3-7, 0 bien 2?-3-7. 
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A menudo, los cálculos anteriores se ordenan en una tabla que hace más 
breve la escritura. En el caso del número 84 la tabla será 


84|2  (84:2=42) 
4212 
213 
7|7 
1 


Como puede verse, la tabla tiene dos columnas. En la columna de la izquierda 
se escribe el número cuya descomposición queremos hallar y los cocientes 
sucesivos, En la columna de la derecha se escriben los factores primos. El 
proceso termina cuando en la columna de la izquierda aparece un 1. La 
descomposición en factores primos es igual al producto de los números de la 
columna de la derecha, 


Ejemplo 1.31 Hallar la descomposición en factores primos del número 350. Los 
cálculos se resumen en la tabla: 


3502 (350:2= 175) 
175 |5  (175:5=35) 
3515  (35:5=7) 
77 (7:7=1) 

1 


Por tanto 350 se descompone en el producto de los factores primos 2-5:5-7 = 2:5?-7, 


Ejemplo 1.32 Hallar la descomposición en factores primos del número 120. Los 
cálculos se resumen en la tabla: 


Por tanto 120 se descompone en el producto de los factores primos 2-2-2-3-5 = 23.3-5, 
Ejercicios 
1.16 Hallar la descomposición en factores primos del número 126. 


1.17 Hallar la descomposición en factores primos del número 1001. 
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1.18 Hallar la descomposición en factores primos del número 323. 
1.19 Hallar la descomposición en factores primos del número 336. 


1.20 Hallar la descomposición en factores primos del número 605. 


1.9 Máximo común divisor 


Un número a se dice divisor común de los números b y e si divide 
a ambos números, esto es 


b=a-b,, ec=a-cj 


Ejemplo 1.33 El número 6 es un divisor común de los números 36 y 42 ya que 
divide a ambos. 


Ejemplo 1.34 Los números 18 y 48 tienen cuatro, y sólo cuatro, divisores comunes: 
1,2,3 y 6. 


Ejemplo 1.35 Los números 21 y 14 tienen sólo dos divisores comunes: 1 y 7. 


Dos números naturales cualesquiera b y c, siempre tienen algún divisor co- 
mún, puesto que al menos 1 divide a ambos. Al mayor de los divisores 
comunes se le denomina máximo común divisor y se representa así: 


m.c.d.(b, c) 


Se llama mázimo común divisor de dos números a y b al mayor 
de los divisores comunes. El máximo común divisor de a y b se 
representa por 

m.c.d.(a,b) 


Ejemplo 1.36 Los números 124 y 16 tienen los divisores comunes: 1, 2 y 4. El 
mayor de ellos es 4, luego m.c.d.(124, 16) = 4. 
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Ejemplo 1.37 Los divisores comunes de los números 60 y 75 son: 1, 3, 5 y 15. 
Por lo tanto, m.c.d.(60,75) = 15. 


Si se conoce la descomposición en factores primos de bh y c, el cálculo del 
máximo común divisor es muy simple. Por ejemplo, si b = 84 y c = 360, 
entonces 


1=2.3.7, 0=2%.38.1 
los divisores comunes no pueden tener otros factores primos que 2 y 3, serán 
por tanto de la forma: 


gmu,gn 


El más grande de los divisores comunes será aquel que tenga los mayores 
exponentes posibles, pero el exponente n, no puede ser mayor que 2 a fin de 
que divida a 84 ni mayor que 3 para que sea divisor de 360. Por consiguiente 
la mayor elección posible para n, es 2. De igual modo se llega a la conclusión 
de que la mayor elección posible para nz es 1. Luego 


m.c.d.(84,360)= 2-3 = 12 


Ejemplo 1.38 Hallar m.c.d.(225, 90). 
La descomposición en factores primos de ambos números es: 


225 = 5.32 
90 = 2:32.5 


luego m.c.d.(225,90) = 32.5 =45. 


Ejemplo 1.39 Hallar m.c.d.(84,70). La descomposición en factores primos de 
ambos números es: 


70 = 2:5:7 
luego m.c.d.(84,70) =2+7= 14. 


En ocasiones, el cálculo de la descomposición en factores primos de un 
número puede resultar trabajosa, sobre todo cuando ese número tiene fac- 
tores primos mayores que 2, 3, 5 6 7. Un procedimiento mecánico para 
calcular el máximo común divisor, basado en el algoritmo de la división, es 
el siguiente: 

Supóngase que a y b son los números cuyo máximo común divisor se 
quiere calcular y que b < a, se divide a entre b y resulta: 


a=b-c+r 
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donde c es el cociente de la división y r el resto; el resto debe cumplir 
0<r< b. Ahora, si el resto es cero (r = 0) entonces b divide a a, luego 


m.c.d.(a,b) =b 


En otro caso puede escribirse r = a —b+c, luego todo número que divide 
aa y b divide a r. Resulta así que a, b y b, r tienen los mismos divisores 
comunes. Por consiguiente 


m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r) 


Gracias a esta igualdad el problema se simplifica, puesto que ahora basta 
calcular m.c.d.(b,r) y los números que aparecen son más pequeños que los 
iniciales. Además este razonamiento se puede aplicar una y otra vez. 


Ejemplo 1.40 Hallar el máximo común divisor de los números 258 y 78. 


Primero se divide el mayor 258 entre el menor 78. 


78 
34 3 
24 es decir: 234 = 78 -3 +24 


Después se divide el divisor 78 por el resto 24. 
78 | 24 
n.3 
6 es decir: 78 = 24-346 
El procedimiento se repite; otra vez se divide el divisor 24 por el resto 6. 
alo 
24 4 
0 es decir: 24=6-4 
Como 6 es divisor de 24 se tendrá m.c.d.(24,6) = 6, por lo tanto: 
m.c.d.(258,78) = m.c.d.(78, 24) = m.c.d(24,6) = 6 


El máximo común divisor de 258 y 78 es 6. 


Ejemplo 1.41 Calcular m.c.d.(8296,732). 


8296 | 732 


8052 11 
244 


1.9. Mázimo común divisor 31 


732 | 244 
732 3 
0 


luego: m.c.d.(8296, 732) = 244. 


Ejemplo 1.42 Calcular m.c.d.(371, 428). 


Primero se divide 428 entre 371: 


428 | 371 
3711 


57 es decir: 428 = 371-1457 
Ahora, como m.c.d.(371,428) = m.c.d.(371,57), se divide 371 entre 57 
371 
342 6 
29 es decir: 371 =57-6 429 


y también m.c.d.(371,57) = m.c.d.(57, 29), luego ahora se divide 57 entre 29. 


57 | 29 
29 1 
28 es decir: 57 =29-1+28 


De nuevo m.c.d.(57,29) = m.c.d.(29, 28); ahora se divide 29 entre 28. 


29 | 28 
28 1 
1 es decir 29 = 28-141 


y m.c.d.(29,28) = m.c.d.(28, 1). Como m.c.d.(28,1) = 1, si se vuelve atrás en la 
cadena de igualdades, se tendrá 


m.c.d.(371, 428) m.c.d.(371, 57) 
= m.c.d.(57, 29) 
= m.c.d.(29, 28) 
= m.cd.(28,1) 
=1 


En el ejemplo 1.42 resultó que el máximo divisor de dos números era 
1. Cuando esto sucede los números en cuestión no tienen divisores comunes 
salvo 1, se dice entonces que son primos entre sí. 


32 Capítulo 1. Números naturales y números enteros 


Dos números naturales a, b se dicen primos entre sí, si se verifica 
m.c.d.(a,b)= 1. 


Ejemplo 1.43 Los números 39 y 22 son primos entre sí. En efecto; la descompo- 
sición en factores primos de cada uno de los números es 


39=3-13 22=2-11 


Por lo tanto, los dos números no tienen factores primos comunes: el único divisor 
común es l. 


Ejemplo 1.44 Los números 17 y 51 no son primos entre sí. En efecto; su descom- 
posición en factores primos es 


17=1-17 51=3.17 


Por tanto, tienen un factor primo común: 17. Obsérvese que 17 es un número 
primo, pero 17 y 51 no son primos entre sí. 


Ejemplo 1.45 Los números 150 y 221 son primos entre sí puesto que su máximo 
común divisores 1. En efecto, si se calcula el máximo común divisor por el algoritmo 
de la división, resulta: 


221 | 150 50 [71 Ti[8  s8l7 


150 1 142 2 64 8 E E 
71 8 if 1 


Como m.c.d.(7, 1) = 1, se tiene m.c.d.(150,221) = 1, por tanto 150 y 221 son primos 
entre sí. 


Ejercicios 

1.21 Hallar el máximo común divisor de los números 34 y 51. 
1.22 Hallar el máximo común divisor de los números 242 y 110. 
1.23 Hallar el máximo común divisor de los números 126 y 306. 
1.24 Hallar el máximo común divisor de los números 65 y 25. 


1.25 Hallar el máximo común divisor de los números 32 y 64. 
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1.10 Mínimo común múltiplo 


Dos números naturales dados, a y b, tienen siempre múltiplos comunes. Sin ir 
más lejos, el producto de los dos números es múltiplo de ambos. Al menor de 
los múltiplos comunes se le denomina mínimo común múltiplo se representa 
por: 

m.c.m.(a, b) 


Se llama mínimo común múltiplo de dos números naturales a y b 
al menor de sus múltiplos comunes. El mínimo común múltiplo se 
representa por 

m.c.m.(a, b) 


Cuando se conoce la descomposición en factores primos de los dos números, 
hallar el mínimo común múltiplo es fácil. Para que un número sea múltiplo 
común debe contener todos los factores primos de cada número elevados a 
un exponente mayor o igual que cualquiera de los exponentes que aparecen 
en ambas descomposiciones. Para que sea el menor de los múltiplos comu- 
nes, el exponente debe ser el mayor de los exponentes del factor en las dos 
descomposiciones. 


Ejemplo 1.46 Los números 12 y 15 tienen muchos (infinitos) múltiplos comunes, 
Así 180, 60 y 300 son múltiplos comunes ya que 


180 = 12-15 180 = 15-12 
60 = 12-5 60 = 15-4 
300 = 12-25 300 = 15-20 


Ahora bien, la descomposición en factores primos de los dos números es: 


El menor de los múltiplos comunes tendrá como factores primos todos los que apa- 
rezcan en alguna de las descomposiciones, esto es 2, 3 y 5. El menor de los múltiplos 
comunes será 2? -3-5= 60. 


Ejemplo 1.47 Los números 8 y 24 tienen infinitos múltiplos comunes, por ejemplo: 
24, 48,72 y 96. Como 24 es múltiplo de 8, el mismo número 24 es un múltiplo común. 
No puede haber un múltiplo común más pequeño; por lo tanto, m.c.m.(8, 24) = 24. 
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Ejemplo 1.48 Los números 52 y 32 se descomponen en factores primos como 
sigue: 
=P. 3=% 


Por lo tanto m.c.m.(32,52) = 2% . 13. 
Ejemplo 1.49 Si a y b son los números: 
a= 2.3.5.7, b=2-3-55.71 
Entonces m.c.m.(a,b) =2%.32.53.7%, 
De los procedimientos para calcular el máximo común divisor (m.c.d.) y 


el mínimo común múltiplo (m.c.m.) de dos números a partir de su descom- 
posición en factores primos, se sigue la importante relación: 


m.c.m.(a,b) x m.c.d.(a,b)=axb 


Por ello, cuando el cálculo de la descomposición en factores primos de los 
números a y b no es fácil, para hallar el mínimo común múltiplo, es preferible 
calcular primero el máximo común divisor por el algoritmo de la división y, 
a continuación, emplear la relación: 


a-b 


m.c.m.(a, b) = metan 


Ejemplo 1.50 Para hallar m.c.m.(1455, 1164) se calcula primero m.c.d.(1455, 1164) 
mediante el algoritmo de la división. 


1455 | 1164 
1164 1 
291 


1164 | 291 


1164 4 
0 
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Luego 
m.c.d.(1455, 1164) = m.c.d.(1164, 291) = 291 


Ahora 
1455 - 1164 


m.cm(1455, 1164) = 55, 1169) 


Por lo tanto m.c.m.(1455, 1164) = 5820. 


Ejemplo 1.51 Hallar el mínimo común múltiplo de los números 242 y 110. Se 
calcula primero el máximo común divisor por el algoritmo de la división. 


242 | 110 


20 2 
a 
110 | 22 
105 
0 
Como 
m.c.d.(242, 110) = m.c.d.(110, 22) = 22 
resulta ió 
-cm.(242, 110) = LE 
m.c.m.(242, 110) 2 


de donde m.c.m.(242, 110) = 1210. 

Ejercicios 

1.26 Hallar mínimo común múltiplo de los números 6 y 21. 
1.27 Hallar el mínimo común múltiplo de los números 24 y 42. 


1.28 Si el producto de dos números es 104 y su máximo común divisor es 2, ¿cuál 
es su mínimo común múltiplo? 


1.29 Hallar el mínimo común múltiplo de los números 63 y 25. 


1.30 Hallar el mínimo común múltiplo de los números 32 y 64. 


1.11 Números enteros 


Entre las necesidades del pastor cavernícola que descubrió los números na- 
turales y las del hombre actual hay diferencias radicales. 
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El hombre rupestre vivía sometido a la Naturaleza; sus necesidades eran 
elementales, mientras que el hombre de hoy vive en un mundo dominado por 
las creaciones del propio hombre; su mundo está gobernado por conceptos y 
abstracciones. 

No es difícil imaginar cómo, en algún momento del discurrir de la Histo- 
ria, el hombre descubrió que para medir ciertas magnitudes es conveniente 
considerar su variación en un sentido y otro, por encima y por debajo de un 
origen prefijado. Por ejemplo; 


= Los bloques de viviendas tienen pisos por encima y por debajo del nivel 
del suelo. Si se pretende numerar esos pisos, parece natural denominar 
piso 0 al que se encuentra al nivel del suelo, y llamar 1 al primero sobre 
ese nivel, 2 al segundo sobre el nivel, etc., entonces se precisan otros 
números menores que cero, para designar a los pisos por debajo del 
suelo. 


- Si la temperatura desciende 10%C a partir de una temperatura de 5C, 
se alcanzan los 5%C bajo cero. Ello nos informa de cuanto tiene que 
volver a subir para alcanzar el punto de fusión del hielo, Si no se 
contanse “por debajo de cero” se carecería de tal información. 


- Si los reintegros son superiores a los ingresos, una cuenta corriente 
tendrá saldo negativo y el banco seguirá calculando en dichas canti- 
dades, incluso intereses negativos en (“números rojos”) para controlar 
exactamente la deuda. 


Las Matemáticas proporcionan una manera unificada de tratar las cantidades 
como 5%C bajo cero o 15000 pesetas en números rojos. Todo consiste en 
anteponer al número el signo menos e interpretarlo como la cantidad que 
falta para alcanzar el origen de la escala de que se trate; así se dice que la 
temperatura es de —5*C o que el saldo de una cuenta es de —15000 pesetas. 
Estos números se llaman negativos. 

Por cada número natural, como 1, 2, o 304, hay uno negativo, —1, —2, 
—304. En ocasiones, al hablar de un número natural, se insiste en su carácter 
positivo y se escribe +3 en lugar de 3. 

A los números naturales, sus negativos y el cero se les denomina números 
enteros. Resulta así que los números enteros provienen de incorporar a los 
números ya conocidos (los naturales y el cero), otros números que permiten 
expresar unas cantidades un tanto extrañas (las negativas) pero imprescin- 
dibles a partir de cierta complicación del modo de vida. 
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Por su origen, los números —7 y 7 suman cero, esto es —7 + 7 = 0, por 
ello se dice que —7 es el opuesto del 7. 


El opuesto de un número es el número que tenemos que añadirle 
para que la suma sea cero. Por ello el opuesto del número a es 
—-0. 


En particular, el opuesto del número —4, que se debería representar por 
—(-4), es 4 (4 es lo que es preciso añadir a —4 para que la suma sea cero). 
De esta observación se siguen las igualdades: 


(28) = +8 
-(-6) =6 
-(-14) = 14 


Las cantidades negativas pueden representarse gráficamente, como se mues- 
tra en la figura 1.10. Imagínese una carretera recta; se considera como punto 


figura 1.10 representación gráfica de los números enteros 


de referencia 0 la posición de cierto vehículo; los que le precedan a una cierta 
distancia d tendrán una ventaja respecto al vehículo prefijado de +d, y los 
que vayan rezagados a una distancia d, ocuparán la posición —d. 

Así, si sólo se considera el número entero de kilómetros que separan dos 
puntos, las posiciones de un móvil respecto de un punto fijo pueden ser 


, 5, 4, -3, -2, 1,0, +1, +2, +43, 44, +45, +0,....-- 


, 


o bien, simplemente 


Escritos en ambos casos en orden creciente. Nótese que —11 es menor que 
10 (-11 < —10) por ejemplo. 

Según esta imagen de los jalones kilométricos de la carretera, la posición 
—4 puede entenderse: el signo — (menos) indica que la posición es a la 
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izquierda del punto de referencia y la cifra 4 señala la distancia al punto de 
referencia, Al revés, un punto designado por +5 se encontrará a la derecha 
(+) del punto cero, a una distancia de 5 kilómetros. 

El gráfico de la carretera sirve también para interpretar otra vez los 
números opuestos: dos números son opuestos si identifican a puntos simétri- 
cos respecto del punto de referencia esto es, puntos que se encuentran a igual 
distancia pero en sentidos contrarios. 

Cuando se quiere prescindir del signo y considerar exclusivamente la 
distancia que separa el origen de otra posición sin tener en cuenta si us a 
favor o en contra, se habla de valor absoluto del número entero. Así: 


el valor absoluto de —3 es 3 
el valor absoluto de —4 es 4 
el valor absoluto de 6 es 6 
el valor absoluto de 0 es 0 


El valor absoluto de un número entero se indica encerrando en dos barras 
verticales al número. Así | — 3| es el valor absoluto del número 3 y 15] es 
el valor absoluto de 5. 


Ejemplo 1.52 El saldo de una cuenta corriente puede ser positivo o negativo. Por 
lo tanto se mide con números enteros. Si un saldo es de —12000 pesetas, el signo 
menos (—) indica que el cliente tiene una deuda con el banco por un importe de 
12000 pesetas. Si un saldo es de +12000 pesetas, entonces el banco tiene una deuda 
con el cliente por 12000 pesetas. En ambos casos el valor absoluto del saldo es igual 


| - 12000] = |12000| = 12000 


El valor absoluto del saldo señala el importe de la deuda. El signo del saldo indica 
a favor de quién es ese importe. 


Ejemplo 1.53 Para aprender a calcular los valores absolutos no hay nada mejor 
que unos pocos ejemplos: 


| - 356] = 356 

[+ 1256| = 1256 

| — 104] =|-+ 104] = 104 
[+ 378| = 378 


Aunque tampoco está de más dar una norma general de cálculo, como la que sigue. 
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El valor absoluto de un número entero a se representa por la] y es 
igual a: 


a siaes un entero positivo 
laj=4 0  sia=0 
=a si aes un número entero negativo 


Ejemplo 1.54 Como aplicación de la regla general, se tienen las igualdades si- 
guientes: 


| — 356| = —(-356) = 356 
| + 1256| = 1256 
| — 104] =| + 104] = 104 


| - 378] = —-(-378) = 378 


donde se ha empleado la observación acerca de los números opuestos de los negati- 
vOS. 


1.12 Operaciones con los números enteros 


1.12.1 Suma y resta de enteros 


La suma de números enteros puede razonarse sin dificultad si interpretamos 
los números a sumar como temperaturas o saldos de una cuenta corriente, 
por ejemplo: la suma 

-74+5 


puede interpretarse como el resultado de una subida de 5 grados (+5) a 
partir de una temperatura de —7 grados. Por lo tanto 


-74+5=-2 
Otros ejemplos de sumas son: 
54+2=7, 4+9= 13 
(+5) + (12) =7 (+4) + (-6) = -10 
5+(-2)= 4+(-=5)=-1 
(5) +2= (-4)+7=+3 


Dicho con palabras: 
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1. Si ambos números tienen el mismo signo, se suman sus valores abso- 
lutos y se antepone el signo común. Por ejemplo: 


5+19=24 
-12 + (-16) = -(12+ 16) = 28 


2. Si tiene signos distintos, se restan sus valores absolutos (en el orden 
en que sea posible, esto es quitando el más pequeño al más grande) y se 
antepone el signo del que tenga mayor valor absoluto: ¡Vaya lío para decir 
una cosa tan simple! 


(2)+9=9-2=7 
(28) +3 =-(8-3)=-5 
8+(-11) =-(11-8)=-=3 
12 + (-10) = 12 10=2 


Con ello la resta o diferencia de dos números enteros se reduce a sumar 
al primero (minuendo) el opuesto del segundo (sustraendo): 


La diferencia a—b de dos números enteros a y bes igual a la suma 
de a y el opuesto de b. 


a—=b=a+(-b) 


Ejemplo 1.55 Las restas o diferencias de números enteros se reducen a sumas: 


71-(3)=74+3=10 
(24) -8 = (-4) + (8) = -12 
(1) - (2) = (-0)+2=1 
() E) =()+1=-1 


1.12.2 Multiplicación y división de números enteros 


Entre números naturales el producto es suma repetida. Este principio per- 
mite deducir cuál será el resultado de multiplicar un número positivo por 
otro positivo o negativo. Por ejemplo, 5 x 4 significa “cinco veces cuatro”, es 
decir: 

5x4= 5 veces 4 = 444444 44+4=20 
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De la misma manera 5 x (-4) se interpreta también como “cinco veces menos 
cuatro”, por ejemplo: 


5 x (-4) = 5 veces —4 = (-4) + (-4) + (-4) + (-4) + (-4) = -20 


Ejemplo 1.56 Si la temperatura está subiendo a razón de 2 grados cada hora, 
dentro de 5 horas habrá subido 5x (+2) = 10 grados. Mientras que si la temperatura 
está bajando a razón de 3 grados cada hora, dentro de 2 horas la variación será de 
2 x (-3) = -6 grados. 


Ejemplo 1.57 Si en una cuenta corriente se ingresan 3 talones de 12500 pesetas, 
la variación del saldo será de 3 x 12500 = 37500 pesetas, mientras que si se cargan 
4 recibos de 6500 pesetas, la variación del saldo será de 4 x (6500) = —26000 
pesetas. 


Pero también puede darse una interpretación al producto por un número 
negativo. Si de una suma se quitan tres sumandos iguales a 4, la suma 
disminuirá en 12. Puede pensarse que se ha puesto —3 veces el número 4. 
Así, se tiene: 

(-3) x 4 = —3 veces 4 = —12 


Mientras que si de una suma se quitan tres sumandos —4, la suma aumentará 
en 12, es decir: 

(=3) x (-4) = -3 veces —4 = 12 
En resumen, para multiplicar dos números enteros basta multiplicar los va- 
lores absolutos de los factores y al resultado darle un signo que se obtiene, 
a partir de los signos de los factores, según una regla denominada “de los 
signos”. 


Regla de los signos para la multiplicación: 


+ por + es igual a: + 
+ por — es igual a: — 
— por + es igual a: — 
= por — es igual a: + 


Ejemplo 1.58 Para multiplicar (-3) x 5 se hace: 


3x5=15, y — por + es — 
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luego (-3) x 5= —15, 


Ejemplo 1.59 Para multiplicar (-6) x (-7) se hace: 
6x7= 42, y — por — es + 
luego (—6) x (-7) = 42. 


Ejemplo 1.60 En este momento la temperatura es de 0%C y lleva todo el día 
subiendo a razón de 4%C cada hora. Dentro de 5 horas la temperatura será de 
5-4 = 20*C, mientras que hace 3 horas —es decir, en la hora —3 contada desde 
este instante— la temperatura era de (-3) -4 = —12%C. 


Ejemplo 1.61 En este momento la temperatura es de 0%C y lleva todo el día 
bajando a razón de 4%C cada hora. Dentro de 5 horas la temperatura será de 
5 - (-4) = —-20*C, mientras que hace 3 horas —es decir, en la hora —3 contada 
desde este instante— la temperatura era de (-3) - (-4) = 12%C. 


Con los números enteros sucede como con los naturales: no es posible, en 
general, dividir de manera exacta dos enteros. Sin embargo, cuando la ope- 
ración puede llevarse a cabo la misma regla de los signos de la multiplicación 
permite tener el signo del cociente. Es decir: 


Si un número entero a es divisible por otro entero b, el cociente es 
igual al cociente de los valores absolutos con el signo dado por la 
“regla de los signos”. 


Ejemplo 1.62 
(12) :3=-4 15: (-3)=-5 
(8) : (=2) = (-36) :6=-6 
(-128) : (32) =4- (-26) : (-13) =2 


Regla de los signos para la división: 


+ dividido por + es igual a:+ 
+ dividido por — es igual a:— 
= dividido por + es igual a:— 
= dividido por — es igual a:+ 
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1.13 Cálculos con expresiones literales 


Una de las grandes virtudes de la Matemática es su capacidad de hacer afir- 
maciones generales, es decir universalmente ciertas. En buena medida, esta 
capacidad se potencia con el uso de un lenguaje particular, donde los cálculos 
no se realizan mediante números sino con letras u otros símbolos. La idea 
es sutil; la letra no es ningún número particular pero representa a cualquier 
número. Este ser y no ser se entenderá mejor con algunas aplicaciones. 


1.13.1 Propiedades de las operaciones con números 


Es bien sabido que tanto da sumar un número a otro que el otro al uno. 
Esta es una propiedad de la suma de los números que se dice propiedad 
conmutativa puesto que asegura que en una suma se puede alterar el orden 
(conmutar) de los sumandos sin que cambie el resultado. Así, expresada con 
palabras, la propiedad es general ya que hace referencia a cualquier par de 
números. Pero si se quiere expresar la propiedad conmutativa de manera 
simbólica no basta con decir 


346=6+3 


(-8) +9 =9+(-8) 


puesto que cuando se afirma 3 + 6 = 6 +3 se dice exactamente eso: que es 
igual sumar 6 a 3 que sumar 3 a 6 y esa igualdad no implica que cuando 
la pareja de números elegidos sea otra la igualdad se mantenga. Por ello se 
recurre a las letras y se afirma 


(Propiedad conmutativa, de la suma) Si a y bson números enteros, 
se cumple 
a+b=b+a 


En el enunciado anterior a y b son letras que representan a cualquier 
par de números enteros. Lo que se afirma es que cualesquiera que sean los 
números enteros que sustituyan a a y a b, la igualdad se cumple. 

Con este lenguaje resulta fácil expresar las restantes propiedades de las 
operaciones con números. 
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(Propiedad conmutativa del producto) Si a y bson números enteros, 
se cumple 
a-b=b-a 


Ejemplo 1.63 5-6=6-5, (-15)-18=18-(-15). 


5-6 = 6:5 
(-15)-18 = 18-(-15) 
(3) (2) = (-2)-(-3) 


(Propiedad asociativa de la suma) Si a, b y c son números enteros, 
se cumple 
(a+b)+c=a+(b+c) 


Ejemplo 1.64 
(23— 14) +4=23+(-14+4) 


(21+9)-7=21+(9-7) 


(Propiedad asociativa del producto) Si a, b y c son números enteros, 
se cumple 


(a-b)-c=a-(b-c) 


Ejemplo 1.65 
(14 - (=5)) -2= 14 - (5) -2) 


(E) (56) -9 = (11) - (56) -9) 
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(Propiedad distributiva del producto respecto de la suma) Si a, b y 
c son números enteros, se cumple 


a-(b4c)=(a-b)+(a-c) 


Ejemplo 1.66 Por la porpiedad distributiva, el producto 14- (5 — 9) es igual a: 
14-(5-9)=(14-5)-(14-9) 
De manera semejante se tiene: 
(7) - (16 + 29) = ((-7) - 16) + ((-7) - 29) 
Por la misma razón a - (a — b) = (a - a) — (ab). 

Algunas personas encuentran dificultades en calcular con expresiones li- 
terales, como se ha hecho en la última parte del ejemplo anterior. No es 
raro que sepan realizar las operaciones cuando intervienen números y que 
se equivoquen cuando éstos son sustituídos por letras. ¡No hay que temer 
a los cálculos con expresiones literales!, las reglas que los gobiernan son las 


mismas que a los números. Los ejemplos que siguen muestran el cálculo de 
algunas expresiones literales que se presentan con bastante frecuencia. 


Ejemplo 1.67 La expresión (3a + 6b) es igual a 3 - (a +20). 
En efecto, por la propiedad distributiva se cumple: 
3-(a+2b)=(3-a+3-20) = (3a +65) 


De manera análoga, se tiene a - (2 —b) = 2a — ab. 


Ejemplo 1.68 La expresión (a + b)(a — b) es igual a (a? — b?) (recuérdese que a? 
significa a - a). 
En efecto, por la propiedad distributiva se tiene: 
(a+bla—0)=(0+0)-a+(a+0) (0) 


De la regla de los signos, se sigue: 


(a+b)-a+(a+b)-(—b) = (a+b)-a—(a+b)-b 


46 Capítulo 1. Números naturales y números enteros 


y, otra vez por la propiedad distributiva, se tiene: 
(a+b)-a—(a+b)-b=a-a+b:a—a:b—b:b 
pero, por la propiedad conmutativa, ba = ab, se tiene así 
b.-a=-a-b=a-b-a-b=0 
Resulta así 
(a+b)-a—(a+b)-b=a-a+b.a—a-:b=b-b=a 0? 


Este resultado se lee: la suma por la diferencia de dos números es igual a la diferencia 
de los cuadrados. 


Ejemplo 1.69 La expresión (a+b)? es igual a a? +2ab40* (recuérdese que (a+b)? 
se lee: “a más b al cuadrado”). 


Como se ha visto, el exponente ? indica que el número de la base se multiplica 
por sí mismo. Esto vale también para el cálculo con letras, 


(a+)? (a+b)-(a+0) 

= (a+b)-a+(a+b)-b (prop. distributiva) 

= (a.a+b.a)+(a-0+b-b) 

= dCebarab4b? 
Pero, por la propiedad conmutativa del producto, ba = ab, y además ab + ab = 2ab. 
Luego 

(a+b)?=a?4+ba+ ab4+b?= a? + 2ab + b? 
o bien 
(a+)? = a? +0? 4 2ab 


Con palabras, esta igualdad se lee: el cuadrado de la suma de dos números es igual 
al cuadrado del primero, más el cuadrado del segundo, más el doble producto del 
primero por el segundo. 


Ejemplo 1.70 La expresión (a — b)? es igual a a? — 2ab+ b?. 


Para demostrarlo basta tener en cuenta el resultado del ejemplo anterior. Si se 
aplica el ejemplo 1.69 a la expresión 


(a+ (0) 


resultará: 
(a+(—b))? = a? + 2a(—b) + (—b)? 
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Pero 2a(—b) = —2ab y (—b)? = b?, luego 
(ab)? = (a+ (0)? = 02200 +0? 


También puede demostrarse directamente, como se hizo en el ejemplo 1.69; así, 
resulta: 


(a — by? (a—b)-(a—b) 
(a—b).a—(a—b)-b (prop. distributiva) 
(a.a—b-a)-(a-b—b-b) 


a? —ba— ab +0? 


Pero, por la propiedad conmutativa del producto, ba = ab, y además ab + ab = 2ab, 
Luego 
(ab)? = 0 —ba—ab+b?*= a? —2ab +0? 


o bien 

(a+b) = a? +0? — 2ab 
Con palabras, esta igualdad se lee: el cuadrado de la diferencia de dos números 
es igual al cuadrado del primero, más el cuadrado del segundo, menos el doble 
producto del primero por el segundo. 


Cuestiones de repaso 


1.1 El símbolo (23); representa al número decimal: 
a) 14 
b) 17 
e) 13 


1.2 El símbolo (101) representa al número decimal: 
a) 3 
b)5 
c) 9 


1.3 La expresión decimal del número (1022)a es: 
a) 35 
b) 53 
c) 15 


1.4 El símbolo (2103); representa al número decimal: 
a) 265 
b) 278 
e) 203 

1.5 El símbolo (1(10)),1 representa al número decimal: 
a) 12 
b) Ninguno. 
2 
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1.6 Si b es un número natural mayor que 1, el símbolo (1), representa al número 
decimal: 


a) 1 

b) b 

e) Ninguno. 
1.7 Sib es un número natural mayor que 1, el símbolo (10), representa al número 
decimal: 

a) 1 

b)b 

e) b? 
1.8 Si b es un número natural mayor que 1, el símbolo (100), representa al número 
decimal: 

a) l 

b)b 

c) 1? 
1.9 El número decimal 806 se representa en el sistema de numeración de base 3 
por: 

a) (12212)a 

b) (2122001)3 

e) (1002212)y 
1.10 La expresión del número decimal 106, en el sistema de numeración de base 9, 
es: 

a) (7219 

5) (127)o 

c) (117) 


1.11 La expresión, en el sistema de numeración de base 5, del número (113)4 es: 
a) (23)s 
D) (34)5 
c) (43)5 
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1.12 En el sistema de numeración de base 6, un número se representa por (113)6. 
¿Cuál será su representación en el sistema de numeración de base 7? 


a) 63 
b) 53 
c) 43 


1.13 El número (120) es igual a: 
a) Diez veces el número (12)3. 
b) Tres veces el número (12)3. 
e) (12)3. 


1.14 El número (012)3 es igual a: 
a) diez veces el número (12)3. 
b) tres veces el número (12)a. 
c) (12)3. 


1.15 El número 25% + 3 se representa en el sistema de numeración de base 5 por: 
a) (23)s 
b) (203)s 
e) (2003)s 


1.16 El número decimal que resulta de efectuar la suma 21 +2? + 1 se representa, 
en el sistema de numeración de base 2, por: 


a) (10101) 
b) (111) 
c) (21) 


1.17 El número decimal que resulta de efectuar la suma 2? + 1 se representa, en el 
sistema de numeración de base 2, por: 


a) (101)2 
b) (12) 
c) (1011) 
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1.18 El número (111), se representa en el sistema de numeración de base 3 por: 
a) (23 
D) (7) 
c) (13 


1.19 El número (11), se representa en el sistema de numeración de base 2 por: 
3) (22 
b) (1010)2 
<) (101), 


1.20 El número decimal 704 es igual al resultado de efectuar la suma: 
a) 7-104+4 
b) 7-10?+4-10 
e) 7-10744 


1.21 Si se cumple la igualdad (23), = (17)10, el número natural z debe ser igual 
a: 


a) 5 
b) 9 
c) 7 


1.22 Una granja vende huevos en cajas de 6, 12 y 24 unidades. ¿Cuál es el menor 
número de cajas que se precisa para transportar 90 huevos?: 


a) 7 
b) 6 
c)5 


1.23 ¿En qué sistema de numeración el número decimal 63 se expresa con 3 cifras 
iguales? 


a) En el de base 5. 
b) En el de base 4. 
e) En el de base 7. 
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1.24 Si un número natural se representa por el símbolo 12 en el sistema decimal, 
¿cuál será su representación en el sistema binario? 


a) (1100) 
b) (1110) 
c) (220)2 


1.25 Los números 7 y 20 son: 
a) Dos números compuestos. 
b) Primos entre sí. 


c) Dos números primos. 


1.26 Sia, b y c son números naturales tales que c = a+ b, se dice que: 
a) ces divisor de a y de b, 
b) ces múltiplo de a y de b. 


€) a y b son múltiplos de c. 


1.27 Sia ,b y cson números naturales tales que c=a- b, se dice que: 
a) ces un factor de a y b. 
b) a y b son factores de c. 


€) ces un divisor de a y b. 


1.28 Si el producto de dos números naturales es múltiplo de 4, siempre se cumple 
que: 


a) Alguno de los números es par. 
b) Alguno de los números es múltiplo de 4. 


c) Los dos números son múltiplos de 2. 


1.29 La descomposición en factores primos de 54 igual a: 
a) 6-9 
b) 3-6-3 
c) 2.3% 
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1.30 Si el producto de dos números es divisible por 7, siempre se puede asegurar 
que: 


a) Ambos son divisibles por 7. 
b) Alguno es divisible por 7. 


c) La suma de los números es divisible por 7. 


1.31 Se sabe que un número natural tiene 3 divisores, entonces se puede asegurar 
que: 


a) es primo. 
b) es el cuadrado de un primo. 


e) es imposible. 


1.32 Se dispone de sellos de 1, 5 y 25 pesetas. ¿Cuál es el menor número de sellos 
preciso para pagar un franqueo de 46 pesetas? 


a) 4 sellos. 
b) 5 sellos. 


e) 6 sellos. 


1.33 Los números 23 y 115 son: 
a) Primos entre sí. 
b) Dos números primos. 


6 


Múltiplo uno del otro. 


1,34 Si m.c.d.(a,b) =2, entonces: 
a) a y b son pares. 
b) a y b son múltiplos. 


€) a divide a b. 


1.35 El máximo común divisor de 70 y 196 es: 
a) 7 
b) 14 
e) 21 
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1.36 Sia es un número natural cuyo resto al dividirlo por 36 es 11, entonces el 
máximo común divisor de a y 36 es: 


a) 1 
b) 6 
1 


1.37 Los números 13 y 27 cumplen: 
a) Su máximo común divisor es 13. 
b) Son primos entre sí. 


e) Son primos los dos. 


1.38 Si p y g son números primos y a = p?+q ,b= p+q?, el máximo común divisor 
de a y bes: 


a) pg 
br 
Jr 


1.39 Para que dos números naturales a y b se denominen primos entre sí debe 
cumplirse que: 


a) Al menos uno sea primo. 
b) Su máximo común divisor sea 1. 


c) Ninguno sea múltiplo del otro. 


1,40 Sia y b son primos entre sí, se cumplirá: 
a) a y b son primos. 
b) a-b es primo. 


c) m.c.d.(a,b)= 1. 


1.41 Sia y b son dos números naturales, el simbolo m.c.m.(a, b) representa: 
a) Al mayor de los divisores comunes de a y b. 
b) Al menor de los múltiplos comunes de a y b. 


€) Al producto de los factores primos comunes de a y b. 
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1.42 El mínimo común múltiplo de los números 9 y 12 es: 
a) 27 
b) 36 
ce) 3 


1.43 Si a y b son dos números naturales tales que m.c.d.(a,b) = m.c.m.(a, b), 
entonces se cumple: 


a) Son primos entre sí. 

b) a=b 

e) Es imposible. 
1.44 Si el producto de dos números naturales es 144 y su máximo común divisor 
es 12, su mínimo común múltiplo será: 

a) 48 

b) 16 

e) 12 


1.45 El producto de dos números naturales a y b es 180 y su máximo común divisor 
es 3, entonces: 


a) m.c.m.(a,b) = 60 
b) m.c.m.(a,b) = 180 
c) m.c.m.(a, b) = 30 
1.46 Si a y b son dos números naturales, el producto m.c.m.(a, b) - m.c.d.(a, b) es 
igual a: 
a) El producto de todos los factores primos comunes y no comunes de a y b. 
b) El producto de los factores primos comunes de a y b. 


e) El producto de a y b. 


1.47 Si m.c.m.(a,b) =a -b, entonces: 
a) a y b son primos. 
b) a y b son múltiplos. 


€) a y b son primos entre sí. 
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1.48 Si m.c.m.(a, b) = a, se cumple: 
a) bes múltiplo de a. 
b) a divide a b. 
c) m.c.d.(a, b) =b. 


1.49 El mínimo común múltiplo de los números naturales 39 y 52 es: 
a) 216 
b) 156 
e) 194 


1.50 Si a y b son dos números primos entre sí, su mínimo común múltiplo será 
igual al número: 


a) 1 
b) ab 


c) a? 


3N8 
1.51 En la multiplicación: 4_ en lugar de N debe ir el número: 
1312 


a) 2 
b) 4 
c) 5 


1.52 Si el producto de dos números enteros es positivo, entonces se cumple que: 
a) Los dos números son positivos. 
b) Los dos números son naturales. 


c) Los dos números tienen el mismo signo. 


1.53 Si a es un número entero y a3= 1 , entonces: 
aJ)a=1 
b)a=-lóa=1 


c) a es primo 
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1.54 Sia y b son números enteros negativos. 
a) a-b es positivo. 
b) a+ b es positivo. 


e) ad +1% es positivo. 


1.55 Si el producto de tres números enteros es positivo, con seguridad se cumple 
que: 


a) Los tres números son positivos. 
b) Alguno de los números es negativo. 


c) Alguno de los números es positivo. 


1.56 Estamos a 5%C y la temperatura lleva todo el día subiendo a razón de 39C 
cada hora. Hace tres horas estábamos a: 


a) -4C 
b) 14% 
ce) 4%C 


1.57 Viajamos de Madrid a Burgos a velocidad constante de 90 km. por hora. Si 
estamos en el kilómetro 190, hace 90 minutos estábamos en el kilómetro: 


a) 55 
b) 65 
e) 10 


1.58 Si a es un número negativo, —a? es: 
a) Un número negativo. 
b) Un número positivo. 


c) Su signo depende del valor absoluto de a. 


1.59 (a+06?)? es igual a: 
a) a? +0? 42ab? 

a? 4014 2ab? 

a? + py 


oz 
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1.60 La expresión (a? — b?)? es igual a: 
a) a?+b?— 2ab 
b) at +6%—2ab 
E) at+ bt 2020? 


1.61 Si a y b son números enteros , (a+ 3b)? es igual a: 
a) a? +90? 
b) a? +90? + 3ab 
c) a? + 90? + Gab 
1.62 2a+4b es igual a: 
a) 2-(a+2b) 
b) 2- (a +4b) 
c) 2-(a+b)-4 


1.63 Si a y b son números enteros, la expresión b(b — a) + (-1)(—a)b es igual a: 
a) 1? 


b) 0? — 2ab 
c) b(b+ a) 
1.64 El producto (a + b)(a — b) es igual a: 
a) a?-6? 
b) a7?—b7? 
c) 0?—a? 


1.65 El ascensor de un edificio con varios sótanos, se encuentra en el piso tercero, 
baja 5 pisos, luego sube 7 pisos y por último baja dos veces consecutivas 3 pisos. 
¿Dónde se encuentra ahora?. 


a) En el segundo sótano. 
b) En el primer sótano. 


c) En la planta baja. 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 
Ejercicio 1.1 (1011) =1-2%+0-224+1.24+1=11. 
Ejercicio 1.2 (2401)5 =2-5%4+4-524+0:5+1= 351. 


Ejercicio 1.3 Si se divide 367 por 4 sucesivas veces, resulta: 


luego (367)10 = (11233)a. 


Ejercicio 1.4 Puesto que: 


se tiene (139)10 = ((11)7)12. 


Ejercicio 1.5 Primero se calcula la expresión decimal del número. 
(10210) =1-314+0-394+2-324+1-3+4+0= 102 


61 
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Luego la expresión en el sistema de base 7. 


102 
4 14|7 


0 2 


Por lo tanto (10210)3 = (204)7. 


Ejercicio 1.6 El número 132 es divisible por 3 ya que 14+3+2 = 6 es 
divisible por 3. 


Ejercicio 1.7 No es divisible; al dividir 239 entre 13 la división no es exacta 
239 = 18-1345. 


Ejercicio 1.8 El número 143 es compuesto; en efecto, 143 = 11 x 13. 
Ejercicio 1.9 El número 111 es compuesto; en efecto, 111 = 3 x 37. 
Ejercicio 1.10 Una factorización no trivial de 91 es 7-13. 


Ejercicio 1.11 Un número es divisible por 2 si la última cifra es par; por lo 
tanto, son divisibles por 2 los números 126, 210, 476, 764, 68 y 538. 


Ejercicio 1.12 Para que un número sea divisible por 3 la suma de sus cifras 
debe ser divisible por 3; por lo tanto, son divisibles por 3 los números 129, 
210, 1035, 201, 219, 231, 126 y 63. 


Ejercicio 1.13 Para que un número sea divisible por 5 la última cifra debe 
ser 0 ó 5; por lo tanto, son divisibles por 5 los números 210, 1035 y 125. 


Ejercicio 1.14 Son divisibles por 4 los números 560, 80, 200, 68, 212 y 48. 


Ejercicio 1.15 Son divisibles por 6 los números 126, 210, 102, 48. 
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Ejercicio 1.16 Los factores primos de 126 son 2, 3 (dos veces) y 7, 


126|2  (126:2=63) 
6313 : 

2113 

717 

1 


luego la descomposición es 126 = 2-3? +7. 


Ejercicio 1.17 Los factores primos de 1001 son 7, 11 y 13, 


1001 |7. —— (1001:7= 143) 
143 [11 (143: 11=13) 
13113 (13:13 =1) 


luego la descomposición es 1001 =7-+11- 13, 


Ejercicio 1.18 Los factores primos de 323 son 17 y 19, 
323 |17 — (323:17=19) 
19/19 — (19:19=1) 
il 


luego la descomposición es 323 = 17-19. 


Ejercicio 1.19 Los factores primos de 336 son 2 (cuatro veces), 3 y 7, 


336|2  (336:2= 168) 
168 |2 — (168:2=84) 
842 (84:2= 
4212 (42: 

2113 (21: 

717 (7:7=1) 
1 


luego la descomposición es 336 =2*.3-7. 
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Ejercicio 1.20 Los factores primos de 605 son 5 y 11 (dos veces), 
605|5  (605:5=121) 
121/11 (121:11=11) 


ufa. (1:11=1) 
1 


luego la descomposición es 605 = 5-11?. 


Ejercicio 1.21 Si se aplica el algoritmo de la división 


51/34 34|17 
34 1 34 2 
17 0 


se tiene m.c.d.(51,34) = m.c.d.(34,17) = 17. 


Ejercicio 1.22 Como: 


242 | 110 110 [22 
220. 2 110 5 
22 0 


se tiene m.c.d.(242, 110) = m.c.d.(110, 22) = 22. 


Ejercicio 1.23 Como: 


306 | 126 126 | 54 54 | 18 
252 2 108 2 54 3 
54 18 0 


se tiene m.c.d.(306, 126) = m.c.d.(126,54) = m.c.d.(54, 18) = 18. 


Ejercicio 1.24 Como: 


65 [25 25 15. 15 [10 105. 


50 2 15 1 10 1 10 2 
15 10 5 
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se tiene m.c.d.(65, 25) = m.c.d.(25, 15) = m.c.d.(15, 10) = m.c.d.(10,5)= 5. 


Ejercicio 1.25 Como: 


64 [32 
542 


0 
se tiene m.c.d.(64,32) = 32. 


Ejercicio 1.26 Como 6 = 2-3 y 21 = 3-7, se tiene m.c.m.(6,21) = 2-3-7 = 42, 


Ejercicio 1.27 Puesto que 24 = 22-3 y 42 = 2-3-7, se tiene m.c.m.(24, 42) = 
2.3.7= 168. 


Ejercicio 1.28 Dado que: 
a-b 
m.c.d.(a, b) 


si el producto de dos números es 104 y su máximo común divisor es 2, el 
mínimo común múltiplo será 52. 


m.c.m.(a,b) = 


Ejercicio 1.29 Primero se calcula el máximo común divisor. 


63 | 25 25 | 13 13 [12 121. 


50 2 13 1 12 1 12 12 
13 12 


luego m.c.d.(63,25) = 1 y, por lo tanto, m.c.m.(63,25) = 63 x 25 = 1575. 


Ejercicio 1.30 Primero se calcula el máximo común divisor. 
64 132 
64 2 
0 


luego m.c.d.(64,32) = 32 y, por lo tanto, m.c.m.(64,32) = eLo = 64. 
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Soluciones de las cuestiones 
Cuestión 1.1 La respuesta correcta es c. (23)5 =3-5%4+2-5= 13. 
Cuestión 1.2 La respuesta correcta es b. (101), =1-2%4+ 1-2? =5, 


Cuestión 1.3 La respuesta correcta es a. 2-14+3-24+32.04+3%.-1 = 
24+6427= 35. 


Cuestión 1.4 La respuesta correcta es b. (2103); =3-5%4+ 1-54 2.5% = 
34254250 = 278. 


Cuestión 1.5 La respuesta correcta es c. 10-14 11-1=21. 


Cuestión 1.6 La respuesta correcta es a. Cualquiera que sea la base bh del 
sistema de numeración, el símbolo (1), = 1-b% = 1 representa al número 1. 


Cuestión 1.7 La respuesta correcta es b. (10), =1-b4+0-1=0. 
Cuestión 1.8 La respuesta correcta es c. (100), =1-0?+0-b4+0-1=0?, 


Cuestión 1.9 La respuesta correcta es c. Como: 


806 [3 

20 26813 
26 
2 


se tiene 806 = (1002212)3. 
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Cuestión 1.10 La respuesta correcta es b. Como: 
106 | 9 
16 11/9 
e “21 


resulta 106 = (127)o. 


Cuestión 1.11 La respuesta correcta es c. Primero se pasa de base 4 a base 
10. 
(113)4 =3 4444? = 23 


luego, de base 10 a base 5. 
als 
3514 


Por lo tanto (113)4 = (43)5. 


Cuestión 1.12 La respuesta correcta es a. Primero se cambia de base 6a 
base 10. 


(113)6 =3-6%+1-641-6?=45 
luego, de base 10 a base 7. 
sr 


356 
Por lo tanto (113)6 = (63). 


Cuestión 1.13 La respuesta correcta es b. Como: 
(1203 =3?*-143-24+1-0=3-(3-141-2) 


resulta (120)3 = 3 - (12). 


Cuestión 1.14 La respuesta correcta es c. Como: 
32.043-14+1-2=3-14+1-2 


se tiene (012)3 = (12)a. 
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Cuestión 1.15 La respuesta correcta es c. Por la definición de sistema de 
numeración de base 5, se tiene 


2:543=2-54+0-574+0-543-1 


luego 2 - 5% + 3 = (2003)s. 


Cuestión 1.16 La respuesta correcta es a. 
1-214+0-2241-22.40-24+1-1= (10101) 


(ver el concepto de base del sistema de numeración en la sección 1.4). 


Cuestión 1.17 La respuesta correcta es a. 
1.24+0-24+1-1= (101) 


(ver el concepto de base del sistema de numeración en la sección 1.4). 


Cuestión 1.18 La respuesta correcta es a. Primero se pasa de base 2 a base 
10; 
1-142-142%.1=7 


luego, de base 10 a base 3. 
la 
Por lo tanto (111), = (21)a. 


Cuestión 1.19 La respuesta correcta es c. Primero se pasa de base 4 a base 
10; 
1-144-1=5 


luego, de base 10 a base 2. 


Por lo tanto (11)4 = (101)2. 
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Cuestión 1.20 La respuesta correcta es c. 704 =7-1024+ 0-104+4-1. 


Cuestión 1.21 La respuesta correcta es c. El número (23), es igual a 34+2-x, 
luego 2x = 14; por lo cual x= 7. 


Cuestión 1.22 La respuesta correcta es c. El menor número de cajas se 
tendrá si se emplean todas las cajas de 24 huevos que sea posible, esto es 3; 
luego, los 18 huevos restantes deben colocarse en tantas cajas de 12 huevos 
como sea posible, esto es 1; por último, los 6 huevos restantes se colocarán 
en una caja de 6. 


Cuestión 1.23 La respuesta correcta es b. Como: 
63/15 
3 12|5 
2 2 
se tiene 63 = (223)5. Por otra parte 
63/|7 
0 9/17 
8 


luego 63 = (120)7. Por último 


luego 63 = (333)4. En el sistema de base 4, el número decimal 63 se expresa 
con tres cifras iguales. 


Cuestión 1.24 La respuesta correcta es a. Como: 
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resulta 12 = (1100)2. 


Cuestión 1.25 La respuesta correcta es b. No son dos números compuestos 
porque 7 no es compuesto. No son dos números primos porque 20 no es 
primo. Son primos entre sí porque no tienen factores comunes. 


Cuestión 1.26 La respuesta correcta es b. Si c= a-b, c es múltiplo de a y 
de b (ver sección 1.7). 


Cuestión 1.27 La respuesta correcta es b. Sic = a-b, a y b son factores de 
e (ver sección 1.7). 


Cuestión 1.28 La respuesta correcta es a. Si el producto de dos números 
es múltiplo de 4 no puede asegurarse que, siempre, uno de los factores sea 
múltiplo de 4; por ejemplo, 2-6 = 12 es múltiplo de 4, pero ni 2 ni 6 son 
múltiplos de 4. Tampoco puede asegurarse que, siempre, los dos factores 
sean pares; por ejemplo, 3 x 8 = 24 es múltiplo de 4, pero 3 no es múltiplo 
de 4. Sin embargo, es seguro que al menos uno de los factores será par. 


Cuestión 1.29 La respuesta correcta es c. Las descomposiciones 54 = 6 - 9 
y 54 =3-6-3 no son en factores primos, puesto que 6 no es primo. 


Cuestión 1.30 La respuesta correcta es b. Si el producto de dos números 
es divisible por 7, por ser 7 primo, alguno de los números le contendrá como 
factor. Si el producto es divisible por 7, no puede asegurarse que, siempre, 
los dos números sean divisibles por 7; por ejemplo, 42 - 5 = 210 es divisible 
por 7 y sólo uno de los factores lo es. Tampoco puede asegurarse que la suma 
de los factores sea divisible por 7, el ejemplo anterior lo muestra: el producto 
42-5 = 210 es divisible por 7, pero la suma de los factores 42+ 5 = 47 no es 
divisible por 7. 


Cuestión 1.31 La respuesta correcta es b. Si el número es cuadrado de un 
primo p, tendrá tres divisores: 1, p y p?. El recíproco también es cierto, 
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puesto que si tuviera dos factores primos distintos, admitiría al menos 4 
divisores, 


Cuestión 1.32 La respuesta correcta es c. Primero se pegan todos los sellos 
de 25 pesetas que sea posible, luego todos los de 5 y, por último, el resto 
se añade en sellos de peseta. Estas operaciones coinciden con las divisiones 
sucesivas para calcular la expresión, en el sistema de base 5, del número 46. 


46 = (141)s 
El mínimo número de sellos es 14-44 1= 6. 
Cuestión 1.33 La respuesta correcta es c. No son primos entre sí porque 


tienen factores comunes. No son primos porque 115 no es primo. Uno es 
múltiplo del otro porque 23 divide a 115. 


Cuestión 1.34 La respuesta correcta es a. Si m.c.d.(a,b) 
números son pares ya que tienen a 2 como divisor. 


2, los dos 


Cuestión 1.35 La respuesta correcta es b. Puesto que 70 = 2-5-7 y 
196 = 2? . 7?, se tiene m.c.d.(70,196)=2-7= 14. 


Cuestión 1.36 La respuesta correcta es a. Por el algoritmo de cálculo del 
máximo común divisor (ver sección 1.9), se tiene 


m.c.d.(a, 36) = m.c.d.(36, 11) 


Pero 36 y 11 son primos entre sí, por lo tanto m.c.d.(a, 36) = 1. 


Cuestión 1.37 La respuesta correcta es b. Son primos entre sí ya que el 
máximo común divisor de 13 y 27 es 1. 


Cuestión 1.38 La respuesta correcta es a. El máximo común divisor es 
el producto de todos los factores primos comunes, elevados al menor expo- 
nente con que aparecen en las descomposiciones de cada número. Por tanto 
m.c.d.(a,b) =p-q. 
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Cuestión 1.39 La respuesta correcta es b. Dos números naturales se dicen 
primos entre sísi no tienen más divisor común que 1. Por lo tanto su máximo 
común divisor es 1. 


Cuestión 1.40 La respuesta correcta es c. Ver la respuesta a la cuestión 39. 


Cuestión 1.41 La respuesta correcta es b. El mínimo común múltiplo de 
dos números es el menor de los múltiplos comunes. 


Cuestión 1.42 La respuesta correcta es b. Como 9 = 3? y 12 =3-2?, se 
tiene m.c.m.(9, 12) = 32.4 = 36. 


Cuestión 1.43 La respuesta correcta es b. Si el mínimo común múltiplo de 
dos números es igual al máximo común divisor, los dos números tendrán los 
mismos factores primos elevados a la misma potencia, luego son iguales. 


Cuestión 1.44 La respuesta correcta es c. Como 


a-b 


m.c.m.(a, b) = een) 


Se tiene m.c.m.(a,b) = 144/12 = 12. 


Cuestión 1.45 La respuesta correcta es a. Como 


a-b 


m.c.m.(a,b) = m.cd(a,b) 


Se tiene m.c.m.(a,b) = 180/3 = 60. 
Cuestión 1.46 La respuesta correcta es c. Ver sección 1.10. 


Cuestión 1.47 La respuesta correcta es c. Si m.c.m.(a,b) = a » b, entonces 
m.c.d.(a,b)= 1. Por lo tanto, son primos entre sí. 
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Cuestión 1.48 La respuesta correcta es c. Como 


a-b 


m.c.d.(a, b) = mc (a,b) 


Si m.c.m.(a,b) = a, se tiene m.c.d.(a,b) = b. 


Cuestión 1.49 La respuesta correcta es b. Como 39 = 3-13 y 52=2*.13, 
luego m.c.m.(39,52) = 22.3 -13 = 156. 


Cuestión 1.50 La respuesta correcta es b. Si son primos entre sí, el máximo 
común divisor será 1. Por lo tanto su mínimo común múltiplo será el pro- 
ducto a - b. 


Cuestión 1.51 La respuesta correcta es a. Como 1312/4 = 328, el número 
N será 2. 


Cuestión 1.52 La respuesta correcta es c. Si el producto es positivo, los 
dos factores serán positivos o los dos factores serán negativos; luego tienen 
el mismo signo. 


Cuestión 1.53 La respuesta correcta es a. Si a? = 1, el número a no puede 
tener más factor que 1. 


Cuestión 1.54 La respuesta correcta es a. Si a y b son negativos, a + b será 
negativo; a? + 5? será negativo y a - b será positivo. 


Cuestión 1.55 La respuesta correcta es c. Si el producto de tres números 
enteros es positivo, no puede asegurarse que los tres números sean positivos 
(puede ser (-2) - (-5) - 6); tampoco puede asegurarse que alguno de los 
números sea negativo (puede ser 2-3-4). Lo único que siempre se cumplirá 
es que alguno de los números será positivo; en caso contrario, los tres números 
serían negativos y el producto también. 


74 Capítulo 1. Números naturales y números enteros 


Cuestión 1.56 La respuesta correcta es a. Hace tres horas la temperatura 
era 3 x 3 más baja; luego estábamos a 5% — 9% = -4*. 


Cuestión 1.57 La respuesta correcta es a. En los últimos 90 minutos (=1.5 
horas) hemos recorrido 1.5 x 90 = 135 km.; por lo tanto, hace 90 minutos 
estábamos en el kilómetro 190 — 135 = 55. 


Cuestión 1.58 La respuesta correcta es a. Tanto si a es un número negativo, 
como si es positivo, se cumple que a? es positivo; luego —a? es negativo. No 


debe confundirse —a? = —(a - a) con (-a)? = (-a) -(-a) = ?. 


Cuestión 1.59 La respuesta correcta es b. Si se multiplica de manera 
ordenada, resultará 


(a+?) 


J 


(a +0?)(a + b?) 

= a(a+0?)40b*(a +0?) 

= ea jad? bt 

= A44+2ar+ bt 
Es un caso particular de la fórmula del cuadrado de un binomio, ver el 
ejemplo 1.68). 


Cuestión 1.60 La respuesta correcta es c. Es análogo al anterior. 
(2-8)? = (2-PIla-6) 
= Ma —%)-Pa 1?) 
= d“-e-an40t 
= 20040" 


Es otro caso particular del cuadrado de un binomio. 


Cuestión 1.61 La respuesta correcta es c. 


(a+3b)? = (a+3b)(a + 3b) 
= a(a+3b) + 3b(a + 3b) 
= 434 3ab + 90? 
= a? 46ab +90? 
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Es un caso particular del cuadrado del binomio. 


Cuestión 1.62 La respuesta correcta es a. 


2a+4b = 2-a4+2-2b 
2-(a+2b) 


Obsérvese que un factor que multiplica a una suma multiplica a cada su- 
mando. 
Cuestión 1.63 La respuesta correcta es a. 


b?— ba + ab 
= b? 


'" 


b(b— a) + (-1)(=a)o 


Obsérvese que (-1)(-a) = a. 


Cuestión 1.64 La respuesta correcta es a. 
(a+b)la—b) = a(a—b)+b(a—b) 


a —ab+ba—b? 
ay 


$" 


Este resultado se lee: la suma de dos números por su diferencia es igual a 
la diferencia de los cuadrados. 


Cuestión 1.65 La respuesta correcta es b. En efecto, se cumple: 


3-54+7-3-3=-1 


Capítulo 2 


Números racionales 


2.1 Introducción 


Con los números naturales y enteros es imposible resolver cuestiones tan 
simples como “hallar un número que multiplicado por 5 resulte igual a 12”. 

Esa imposibilidad es razonable cuando la unidad de las magnitudes consi- 
deradas tiene un carácter indivisible. Por ejemplo, si se pretende repartir, en 
partes iguales, 12 balones entre 5 equipos, parece natural llegar a la conclu- 
sión de que no hay solución, pues ninguno de los repartos posibles merece el 
calificativo de “equitativo”. Sin embargo, si se trata de repartir 12 hectáreas 
de tierra entre 5 agricultores, parece que será posible hallar una solución. 
Lo primero que llama la atención es lo arbitrario de la unidad de medida 
empleada. Si en lugar de la hectárea se empleara el metro cuadrado, como 
una hectárea es igual a 10000 metros cuadrados, el problema sería repartir 
120 000 metros cuadrados entre cinco agricultores y la solución es dar 24 000 
metros cuadrados a cada agricultor. 


12 hectáreas = 120 000 metros cuadrados 


120000 | 5 
120000 24000 
0 


De igual manera, para repartir 3 litros de leche entre cinco personas, basta 
considerar una nueva unidad de capacidad tal que un litro sea igual a 5 
nuevas unidades. Llamemos un quinto de litro a esa nueva unidad. Entonces, 
el problema propuesto equivale a repartir 15 quintos de litro entre 5 personas, 
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y la solución es simple: hay que dar 
15:5= 3 quintos de litro 


a cada persona. 

En resumen; las unidades de medida de algunas magnitudes como la lon- 
gitud, superficie, masa, capacidad, etc., pueden subdividirse en tantas partes 
iguales como se desee. Entonces, el problema de repartir cierta cantidad de 
manera equitativa se resuelve tomando como nueva unidad de medida una 
parte o fracción de la unidad inicial. A los números que representan esas 
cantidades fraccionarias se les denomina números racionales. 


Ejemplo 2.1 Si se quiere dividir una cuerda de 2 metros de longitud en tres 
partes iguales, se tomará una nueva unidad de longitud que se denomina un tercio 
de metro, de modo que 3 tercios de metro sea igual a 1 metro. Cada uno de los tres 
trozos tendrá una longitud igual a un número que se representa por: 


5 de metro 


y se lee: 2 tercios de metro. Esta cantidad equivale a dividir la unidad en 3 partes 
iguales y tomar 2. 


Ejemplo 2.2 Al repartir, en partes iguales, tres kilos de miel entre cuatro personas, 
cada una de ellas recibe una cantidad igual a: 


Sa de kilo 
4 


Esto es 3 cuartos de kilo. 


La cantidad que resulta de dividir una unidad en b fracciones igua- 
les y tomar a de estas fracciones se representa por: 


a 
b 


El símbolo: 


ja 
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se denomina fracción o quebrado, Una fracción representa un número que se 
denomina racional. 

El número b, que aparece en la parte inferior, se llama denominador de 
la fracción ya que denomina la unidad fraccionaria que se emplea. 

El número a, que aparece en la parte superior, numera cuántas unidades 
fraccionarias se toman y se llama numerador de la fracción. 

Una misma cantidad (un mismo número racional) puede expresarse por 
muchas fracciones distintas. Por ejemplo, resulta evidente que las fracciones 


3.56 9.12 
5 10 15 20 


representan la misma cantidad. 


Si el numerador y el denominador de una fracción se multiplican 
por un mismo número, la fracción que resulta representa la misma 
cantidad o, lo que es igual, el mismo número racional. 


Cuando dos fracciones representan la misma cantidad se dice que son equi- 
valentes. 


Ejemplo 2.3 Las fracciones: 


5,1 
72 
son equivalentes ya que l5=3x5y21=3x7. 
15_3x5 
21 3x7 


Cuando dos fracciones son equivalentes, por abuso del lenguaje, se acostumbra a 
decir que son iguales, por lo que se escribe: 


5_15_3x5 
121 37 


Un criterio bien simple para averiguar si dos fracciones son equivalen- 
tes consiste en multiplicar el numerador de la primera por el denominador 
de la segunda y, al revés, el denominador de la primera por el numerador 
de la segunda. Si ambos números son iguales, entonces las fracciones son 
equivalentes. 
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Dos fracciones: 
a e 


y%3 
son equivalentes si y solamente si se cumple: 


Ejemplo 2.4 Para averiguar si las fracciones 


15 EN 
17 Y 102 


son equivalentes, mediante el criterio anterior, se calculan los productos 


a-d=15x 102= 1530 


b.-e=17x90= 1530 


Como son iguales, las fracciones son equivalentes. 


Ejemplo 2.5 Las fracciones: 
12 83 


m Y 15 
no son equivalentes, ya que los productos 


12 x 119 = 1428 


17x 83 = 1411 


no son iguales, 


Al igual que sucede con los números naturales, tiene interés considerar 
la existencia de fracciones negativas. Dos pueden ser las razones prácticas 
para tenerlas en cuenta. Por una parte, una fracción como 


-a 


b 


puede entenderse como el resultado de dividir una unidad en b partes iguales 
y quitar a partes. Por otra parte, no es extraño encontrarse con la necesidad 
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de fraccionar una magnitud negativa; por ejemplo: una deuda. Entonces 
el empleo de fracciones negativas es natural: pueden interpretarse como la 
parte de la deuda total que se ven obligadas a pagar cada una de las personas 
entre las que se divide. 

En este punto se puede contemplar cómo los conceptos matemáticos van 
encajando uno en otro de manera natural, sin que la adquisición de una 
nueva idea suponga gran esfuerzo adicional. Así, la regla de los signos para 
la división de los enteros sigue siendo plenamente válida, de suerte que se 
tiene: 


Ejercicios 
2.1 ¿Son equivalentes las fracciones 4/7 y 28/49? 


2.2 ¿Son equivalentes las fracciones —9/5 y 63/ — 35? 


2.3 ¿Son equivalentes las fracciones —15/— 21 y 3/7? 
2.4 ¿Son equivalentes las fracciones 5/36 y 60/4317? 


2.5” ¿Son equivalentes las fracciones 866/1488 y 217/3727? 


,2 Operaciones con fracciones 


2.1 Suma y resta de fracciones 


do dos fracciones tienen el mismo denominador, su suma o resta tiene 
sentido evidente y la operación es inmediata. 

Por ejemplo, la fracción 3/4 representa tomar tres cuartas partes de una 
lad y la fracción 5/4 representa tomar cinco cuartas partes de la unidad, 
la suma de ambas cantidades contendrá ocho cuartas partes, así 


3 


3,5. 
44 
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La suma de dos fracciones con igual denominador es igual a otra 
fracción que tiene como numerador la suma de los numeradores y, 
como denominador, el común. 


Ejemplo 2.6 La suma de las fracciones 2/7 y 4/7 es igual a 6/7. 


2,4-244_0 
iS 


Por lo que a la diferencia de fracciones se refiere, el razonamiento es 
análogo: 


La diferencia de dos fracciones con igual denominador es otra frac- 
ción que tiene como numerador la diferencia de los numeradores 
y, como denominador, el común. 


Ejemplo 2.7 La diferencia de las fracciones 3/10 y 1/10 es igual a 2/10, ya que: 
3 1_3-1 


O A PA 
1010 10 10 
Ejemplo 2.8 La diferencia de las fracciones 17/5 y 23/5 es igual a —6/5. 


17 28_17-23_-6 


5 E 5 5 


Cuando dos fracciones no tienen el mismo denominador, se hallará una 
fracción equivalente a cada una de ellas, que tengan igual denominador. 
Luego se suman o restan según lo dicho. 
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Se advierte así la utilidad son dos conceptos ya manejados: las fracciones 
equivalentes y los múltiplos comunes. 

Por ejemplo, para sumar dos fracciones a/b y c/d que no tienen deno- 
minador común, esto es b X d, se halla una fracción equivalente a a/b y 
otra equivalente a c/d que tengan el mismo denominador. Esto siempre es 
posible, ya que dos números enteros b y d tienen infinitos múltiplos comu- 
nes. Por ejemplo, basta tomar como denominador común el producto de los 
denominadores. 


Ejemplo 2.9 Para sumar las fracciones 2/3 y 5/6, se hallan otras equivalentes con 
denominador común. Por ejemplo 12/18 es equivalente a 2/3 y 15/18 es equivalente 
a 5/6, puesto que 


262 
3 6-3 
y 
5235 
67 3-6 
Entonces 
2,52,5_7 
36 18% 18 18 


En el ejemplo anterior se transformaron las fracciones al denominador 
común 18, pero pueden elegirse otros muchos denominadores comunes, así: 


2,5_16,20_36 
3"6 2” 2 2 


Cualquier número que sea múltiplo común de los denominadores puede servir 
como denominador común. 


Ejemplo 2.10 Los cálculos que siguen son equivalentes, 


2 15 _ 27 
3 

2 2036 
3 24 24 
2 5-45 
3 30 30 
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Desde luego, cuanto menor sea el denominador común elegido, más sim- 
ples serán los cálculos y las fracciones resultantes. Resulta pues de interés 
elegir como denominador común un número tan pequeño como sea posible. 
Ese número será el mínimo común múltiplo de los denominadores. 


Ejemplo 2.11 En el caso de las fracciones 2/3 y 5/6, el mínimo común múltiplo 
de los denominadores 3 y 6 es 6. El cálculo más sencillo de la suma es: 


4.5 
pea 


Ejemplo 2.12 Para calcular la suma de las fracciones: 


se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores 
m.c.m.(15, 6) = 30 


y se buscan dos fracciones, una equivalente a 2/15 y otra equivalente a 7/6, que 
tengan como denominador 30: 


£_ 1.38 
1530 6 30 
ahora 
II E 
156 3030 30 


Ejemplo 2.13 Para calcular la diferencia de las fracciones: 


se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores 
m.c.m.(25, 30) = 150 


ahora 
17 26_ 102 130 _ -28 


25 30 150 150 150 


Cuando se trata de sumar o restar varias fracciones, el procedimiento a 
seguir es el mismo: reducir a denominador común todas las fracciones que 
aparecen en la expresión. 
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Ejemplo 2.14 Para calcular la suma 
2,5,7 
3+5t12 

se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores 


m.c.m.(3, 6,12) = 12 


did 2,5,7_8 10, 7 841047 25 
+104+ 
3titeontr+te= 


se halla el mínimo común múltiplo de los denominadores 
m.c.m.(9, 12,4) = 36 


luego 
7_21_3_28_3_27_28-3-27_-—2 
9 4 36 36 36 36 36 


2.2.2 Producto y división de fracciones 


El producto de un número entero por una fracción tiene el mismo sentido 
que el producto de números enteros: es una suma repetida. Así, por ejemplo: 


3.3.3 3 6-3 
cda: AE 
Id SAGA 
seis veces 


De manera semejante, dividir una fracción por un número entero, por ejem- 


plo: 

3 

8 

7 
significa dividir la unidad en siete partes iguales, tomar tres y dividir por 
cinco la cantidad que resulta. Claramente, la operación anterior equivale a 
dividir la unidad en siete partes iguales, volver a dividir cada una de esas 


séptimas partes en cinco partes y tomar tres. Por lo tanto, se tiene: 
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Cuando se multiplica una fracción por otra, por ejemplo: 

6.3 

57 
puede interpretarse ese producto como multiplicar por 6 y dividir por 5, 
luego: 


Se razona así la regla del producto de dos fracciones: 


El producto de dos fracciones es otra fracción que tiene como nu- 
merador el producto de los numeradores y como denominador el 
producto de los denominadores. 


Ejemplo 2.16 El producto de las fracciones 3/8 y 4/5 será igual a: 
314_34_B_3 
85 8-5 40 10 


Ejemplo 2.17 El producto de fracciones: 


será igual a: 
3 15 22_3-15-22_9 


14 05 11.452 
Debe observarse que la división de una fracción por un número. Por 
ejemplo: 


equivale al producto de las fracciones: 


a 1l_ a 

be bee 
El número c y la fracción 1/c guardan entre sí una relación particular: su 
producto es igual a 1. Esta misma relación se mantiene entre las fracciones 
a/b y b/a, cualesquiera que sean a y b. Se dice entonces que las fracciones 
son recíprocas O inversas. 
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Dos fracciones se dicen recíprocas o inversas si su producto es 
igual a 1. Todas las fracciones o números racionales, menos el 


: , .. A a 
cero, tienen un recíproco. La fracción recíproca de > es —. 
a 


Ejemplo 2.18 Dividir una fracción por un número es igual que multiplicar la 


fracción por el recíproco del número. 


1 aia 


3 1 
45 15 


Las observaciones anteriores conducen de manera natural a la división de 
fracciones. Dividir una fracción a/b por otra c/d será lo mismo que dividir 


a/b entre c y multiplicar el resultado por d, es decir: 


ee ga o a só € . ss 
Dividir la fracción 7 entre la fracción < es equivalente a multiplicar 


a/b por el recíproco de c/d. Esto es: 


Además del signo (:), a menudo se emplea la misma notación de fracción 
para expresar la división de dos fracciones. Así, son iguales las expresiones 


siguientes: 
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2.2.3 Resumen 


Los números enteros no bastan para satisfacer todas las necesidades de 
cálculo. Es preciso inventar otros números que permitan medir partes de 
la unidad. Esos números se llaman racionales. 

La primera forma en que puede expresarse un número racional es por 
medio de las fracciones. Una fracción se escribe: 


b 
donde a y b son números enteros, a se dice numerador y b se llama denomi- 
nador. 
Un mismo número racional puede ser representado por muchas (infinitas) 
fracciones. Por ejemplo, todas las fracciones: 


1.2.3 4 

24.56 8 
representan al mismo número racional, un número que mide la cantidad que 
resulta de dividir una unidad en dos partes iguales. 

Cuando dos fracciones representan al mismo número se dicen equivalen- 
tes. 

Si bien todo número racional puede escribirse como fracción, no todos los 
símbolos que resultan de escribir un número encima de otro con una rayita 
en medio representan números. En concreto, los símbolos de la forma: 

23. 

0.0.0.0 
que tienen un cero en el denominador, no representan a ningún número. 
Esto es así porque la división por cero no tiene sentido. 


Ejercicios 
2.6 Calcular 
41 1 
5.3 15 
2.7 Calcular 
1019 7 
1 2 33 
2.8 Calcul 
aid 12 24 25 


2.3. Expresión decimal de los números racionales 89 


2.9 Calcular 


22.2 
168 
2.10 Calcular 
¿1,20 
2 8 
2.11 Calcular é 8 7 
4 
Gr + 
2.12 Calcular ES a 
4 
Gp G+3 
2.13 Calcular 
3,1 
412 
EE 
16 12 


2.14 ¿Son equivalentes las fracciones 7/13 y 1491/2769? 


2.15 ¿Son equivalentes las fracciones 211/143 y 3587/2433? 


2.3 Expresión decimal de los números racionales 


Además de las fracciones hay otras formas de representar un número racio- 
nal. La más importante es la decimal que consiste en una extensión de la ya 
vista para los números enteros. 

Los números enteros se miden conforme a unos patrones que contienen 
1, 10, 100, etc., unidades. Su escritura decimal consiste en decir cuántos 
grupos de cada clase caben en un conjunto dado. Pero esos patrones son 
muy grandes para medir porciones de la unidad. Por ello se han inventado 
otros patrones más pequeños que siguen la misma regla. Si se divide la 
unidad en diez partes iguales, se puede tomar como patrón la décima parte 
de la unidad. Si se divide la unidad en cien partes iguales, se puede tomar 
como patrón la centésima parte y así sucesivamente. 

Por ejemplo, la fracción 2/5 representa la misma cantidad que 4/10. Por 
lo tanto, se tendrá: 

4 1 


17% 


4 grupos de una décima 
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De igual manera, la fracción 17/25 equivale a 68/100, lo que puede interpre- 
tarse como 


68 _ 6048 
100 — 100 
CEA 
100 * 100 
1 1 
= 6-3 +S-709 


= 6 grupos de una décima y 8 de una centésima 


Estas interpretaciones son semejantes a las del sistema decimal. La seme- 
janza es todavía mayor si se adopta la notación siguiente: 


La fracción 1/10 se representa por 107! 
La fracción 1/100 se representa por 107? 
La fracción 1/1000 se representa por 107% 
etc. 


Con esta notación se escribirán: 


2 
2=4-10 
5 


17 -1 2 

rá 6-10 +8-10 

Este sistema resulta completamente análogo al decimal para magnitudes 
enteras. Resta tan sólo elegir un símbolo que permita saber qué parte co- 
rresponde a los enteros y cuál a la parte fraccionaria. Nosotros emplearemos 
el punto decimal (.) para lograr esta separación. Así el número 23.41 tiene 


una parte entera (23), cuyo significado ya se conoce 
23=2-1014+3-1 

y una parte fraccionaria (.41), que significa: 

4. cl +1-107? 


1 
4305+* 10 


0.41 
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La suma de ambas partes es el número 


23.41 = 2-100+3-144-107741-107? 
1 1 
= . 1 . — _— 
= 2:1004+3-14+4 10+! 100 
Con palabras se diría: 23.41 es la cantidad que resulta de tomar 2 grupos de 
diez unidades, 3 grupos de una unidad, 4 grupos de una décima de unidad 
y 1 grupo de una centésima de unidad. 


Ejemplo 2.20 El símbolo 278.9 representa la cantidad: 
278.9=2-1074+7-1014+8-149-107 
Ejemplo 2.21 El símbolo 1.254 es igual a: 


1.254 = 14+2-10714+5-10?44-1073 
1 1 1 
SS Ti o 


En particular, las primeras cantidades patrón se escriben: 


Se lee Escritura Escritura 
fraccionaria decimal 
una décima 1/10 0.1 
una centésima 1/100 0.01 
una milésima 1/1000 0.001 


El algoritmo de cálculo de la expresión decimal de una fracción no es 
otro que el algoritmo de la división ya conocido. Así, los cálculos anteriores 
se reducen a; 

205 
20 0.4 


vn aula y 
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Sin embargo, no todas las expresiones decimales de las fracciones son tan 
simples como los ejemplos anteriores pueden dar a entender. Si se calcula 
la expresión decimal de la fracción 1/3, resulta que la división anterior no 


acaba nunca. 
10 3 


0.333... 


-o 


Es decir, la representación decimal de la fracción 1/3 exige emplear infinitos 
decimales. Una solución es escribir: 


1 
q 0.33333... 


donde los puntos suspensivos dan a entender que el número 3 se repite in- 
finitas veces. Otra solución mejor es emplear un rasgo especial, el acento 
circunflejo, para determinar la parte decimal que se repite indefinidas veces. 
Así se escribirá: 


5 = 0.33333....=03 


La parte decimal que se repite indefinidas veces se denomina período. Una 
fracción que requiera del período para ser representada en el sistema decimal 
se dice periódica. 

Algo semejante ocurre con la fracción 1031/330. Al dividir resulta 


1031 330 
41.0 3.12424... 
800 
1400 


Este ejemplo muestra el caso más complicado que puede darse: una fracción 
cuya expresión decimal tiene parte entera, parte decimal no periódica y parte 
decimal periódica. Se escribirá 

1031 


0 = 3 24242A....= 3.124 


Todo número racional puede escribirse en forma decimal. La parte 
decimal puede ser finita o infinita periódica. El período es la se- 
cuencia de cifras que se repiten indefinidas veces, se indica con un 
acento circunflejo. 
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2.3.1 Paso de la expresión fraccionaria a la decimal 


Como acaba de razonarse, para hallar la expresión decimal de un número 
racional dado por una fracción basta dividir el númerador de la fracción por 
el denominador de la misma. 


Ejemplo 2.22 La fracción 10/6 se escribe en forma decimal como 18. En efecto; 
al efectuar la división, resulta: 


10 6 
4.0 1.666... 
40 
Ejemplo 2.23 Se tiene: Hi 
90 = 3.01 
En efecto 
2271 90 
0.1.0 3.011 
100 
100 
Ejemplo 2.24 Se cumple: 
2-3 
30” 
ya que 
239 33 
08.0 7.2424... 
140 
080 
14.0 


2.3.2 Paso de la expresión decimal a la fraccionaria 


Para hallar la expresión fraccionaria de un número dado por su expresión 
decimal se deben distinguir dos casos: 


a) Si la parte decimal del número es finita basta multiplicar y dividir por 
10, 100, 1000, etc., según que la parte decimal tenga una, dos, tres, etc., 
cifras. 
Por ejemplo, el número 56.97 significa 
d 


bl 
A 
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luego, si se multiplica y divide por 100, resulta: 


100-(5-1046-149- 47-75) 


56.97 100 


5697 
100 


Este procedimiento es general. 


Ejemplo 2.25 Los cálculos siguientes ilustran el paso de la forma decimal a la 
fraccionaria, cuando el número de decimales es finito. 


100 123 

1.23:= 123-106 = 100 
10 18 9 
da 


1000 _ 1168 _ 146 


1.168 = A] 000 125 


b) Si la expresión decimal es periódica el problema es algo más complicado, 
a cambio su solución sirve de introducción en los métodos de las ecuaciones. 

Sin duda, la dificultad está en manejar la parte decimal infinita del 
número. La clave de la solución está en combatir el fuego con el fuego, 
se entenderá mejor con un ejemplo. Para hallar la expresión fraccionaria 
del número 1.3 puede razonarse así: llamemos x a la expresión desconocida, 
esto es: 

z=1.3333... 


Entonces diez veces el número será 
107 = 13.3333... 


Si se resta a 10z el número z el resultado será 9x por una parte y, por otra, 
desaparecerá la parte decimal infinita. 


l0z = 13.3333... 
z 1.3333... 
9 = 12 


Puesto que nueve veces z es igual a 12 


97 =12 
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se tiene 


Así pues 
=13 


CES 


Unos pocos ejemplos servirán para mostrar cómo deben tratarse otros casos. 


Ejemplo 2.26 Para hallar la expresión fraccionaria del número 1.23 se hace z = 
1.23, esto es 
z =1.232323... 


Si se multiplica z por 100 resulta 
1007 = 123.232323.... 


luego al restar z a 100z desaparece la parte decimal infinita, es decir: 


100 = 123.232323... 
z 1.232323... 
997 122 
Por lo tanto 122 
*= 99 


Ejemplo 2.27 Para hallar la expresión fraccionaria del número 0.135 se hace 
z = 0.135; esto es 
z=0.1353535... 


si se multiplica z por 1000 resulta 
1000z = 135.353535... 


pero ahora no basta restar z para eliminar la parte decimal, ya que no son iguales 
los decimales de 1000x y de x. Lo más conveniente es restar a 1000z el número 10z 
que si tiene su misma parte decimal. 


107 =1.353535... 
se tendrá 
10007 135.353535 ... 
102 1.353535... 
9907 134 
luego 
i 134 _ 67 


2= 990 — 495 
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2.3.3 Una pequeña complicación 


La expresión decimal de los números racionales tiene una mínima complica- 
ción que debe tenerse en cuenta. Otra vez conviene insistir en la diferencia 
que hay entre un número y el símbolo que se emplea para representarlo. Un 
número racional es una manifestación del concepto de número o de cantidad, 
es algo esencialmente único. Por ejemplo, tres es el número de elementos de 
cualquier conjunto de tres objetos, un metro y medio es la longitud de cual- 
quier varilla de esa medida, independientemente del material de que esté 
hecha. Pero una misma cantidad puede simbolizarse de muy distintas ma- 
neras. En este capítulo se ha estudiado cómo los símbolos 


3 12 
1.5. 5 — 
* 2Y E 
son maneras distintas de representar la misma cantidad. Pues bien, siempre 
cabe la posibilidad de escribir los números fraccionarios con parte decimal 
finita como números con parte decimal periódica. El ejemplo más simple se 
encuentra en la igualdad: 


1=09 


La prueba de que ambos símbolos representan al mismo número es bien 
simple: si z = 0.9, se tiene 


10z = 9.3 
luego al restar, resulta: 
l0z-x = 92 
= 93-09 
= 9 
Por lo cual 9 
=08=>=1 
z=0.9 3 
Por el mismo motivo, pueden probarse las igualdades siguientes: 
1.2=1.19 
3=29 
2.25 = 2.249 


7.8 = 7.79 
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2.16 
2.17 
2.18 
2.19 
2.20 
2.21 
2.22 
2.23 
2.24 
2.25 
2.26 
2.27 
2.28 
2.29 


2.30 


2.4 


Hallar la expresión decimal de la fracción 2/5. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 25/4. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 70/15. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 6/11. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 226/495. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 1/55. 
Hallar la expresión decimal de la fracción 29/9. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 1.73. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 41.7. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 0.1701. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 3.7. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 15.4. 
Hallar una expresión fraccionaria del número 5.13 
Hallar una expresión fraccionaria del número 8.912 


Hallar una expresión fraccionaria del número 0.056. 


Otros modos de definir una fracción 


2.4.1 Porcentajes 


Una manera frecuente de definir una fracción es mediante porcentajes o 
tantos por ciento. 

Una expresión como “el alumno ha contestado al sesenta por ciento de 
las cuestiones” significa que ha contestado a una fracción igual a 


so 
100 
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del total de cuestiones. 


La expresión por ciento se representa por el símbolo %. Así, en lugar de 
sesenta por ciento, se acostumbra a escribir 60%. 


El porcentaje c% equivale a la fracción c/100. 


= 100 


Para expresar la fracción 
a 
b 


como porcentaje, basta hallar la expresión decimal de la fracción 
y multiplicar por cien. 


Ejemplo 2.28 Las igualdades que siguen muestran la equivalencia entre fracciones, 
decimales y porcentajes. 


$ =0.24= 24% 
8) = 1.05 = 105% 
$ =03 = 333% 


Los porcentajes se emplean a menudo para dar razón de los aumentos o 
disminuciones de una cantidad. Esto es así porque, en numerosas ocasiones, 
importa más el aumento relativo que el aumento absoluto. Así, si el barril de 
petróleo aumenta su precio en 1$ y pasa de costar 20$ a costar 21$, el efecto 
que tal subida produce en la economía será menor que si pasa de costar 2$ 
a costar 3$, siendo en ambos casos el aumento absoluto igual. 
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El porcentaje de aumento o disminución de una cantidad es igual 
a: 
medida actual — medida anterior 


z 100 
medida anterior AS 


Si la diferencia 
medida actual — medida anterior 


es positiva, el porcentaje será de aumento, si es negativa será de 
disminución. 


Ejemplo 2.29 Si el barril de petróleo pasa de costar 20$ a costar 21$, el porcentaje 
de aumento es 


precio actual — precio anterior. q) _ 21-20. 09 59 
precio anterior 20 


Ejemplo 2.30 Si el valor de una acción pasa de 500 pesetas a 400 pesetas, el 
porcentaje de disminución es del 20% ya que: 
precio actual — precio anterior 400 — 500 


precio anterior x 100= A 100 = -20% 


Ejemplo 2.31 Si un producto que costaba 140 pesetas pasa a valer 161 pesetas, 
el porcentaje de aumento de precio es del 
incremento de precio _ 161 — 140 


precio antiguo 10 7 0:19=10% 


Ejemplo 2.32 Cuando el barril de petróleo pasó de costar 2% a costar 5$, el 
porcentaje de aumento fue del 


5-2_3 
== 3=15= 150% 


Ejemplo 2.33 Si al lavar un hilo de algodón de 10 metros de longitud se encoge 
y pasa a medir 8.5 metros, el porcentaje de disminución será del 15%, ya que 


medida actual - medida anterior x 100= 8.510 x 100 = 15% 
medida anterior 10 


Con frecuencia los impuestos que pagamos son porcentajes fijos de ciertas 
cantidades denominadas “bases imponibles”; por ejemplo, el impuesto sobre 
el valor añadido conocido como IVA. 
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Ejemplo 2.34 Si en la carta de un restaurante de postín, se lee el alarmante 
mensaje: 
Estos precios no incluyen el impuesto IVA del 6% 


debe entenderse que por la reseca platija que sirven, además de las 1200 pesetas 
que marca la carta, se pagará un 6% más. Esto hace un total de 


1200 + 1200 x Le = 1.06 x 1200 = 1272 pesetas 


Ejemplo 2.35 Por el contrario, si en la mugrienta lista de precios de la taberna 
del puerto, aparece el reconfortante aviso: 


IVA incluído 


debe entenderse que por los frescos y jugosos boquerones que sirven no se pagará 
más que las 265 pesetas que aparecen en la lista, pesetas que se repartirán del 
siguiente modo: 250 son al precio que cobra el tabernero por los boquerones y 15 
corresponden al 6% de impuesto sobre las 250 pesetas. 


En todo caso, al hablar de porcentajes se está haciendo referencia a una 
fracción respecto de un total. Cuando se desea conocer una cantidad definida 
por un porcentaje, es preciso conocer la cantidad total de la que es una parte. 


Ejemplo 2.36 Si el porcentaje de declaraciones de renta positivas es del 47%, para 
conocer el número de declaraciones positivas será preciso saber el número total de 
declaraciones. Así, si hay 8545 000 declaraciones, habrá 


0.47-8545000 declaraciones positivas 


Ejemplo 2.37 Si un zumo envasado tiene un porcentaje del 88% de agua, en 400 
litros de zumo habrá 0.88 - 400 = 352 litros de agua. 


Al ser los porcentajes fracciones de un total, el cálculo del porcentaje de 
un porcentaje es inmediato. El a% del b% es igual a una fracción del total 


equivalente a: 
a b a-b 


Por lo tanto, el a% del 5% es igual al 


a-b a-b 


10000 190% = pp % 
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El a% del 5% es igual al a -b/100% 


Ejemplo 2.38 Si el 87% de los trabajadores son asalariados por cuenta ajena, y 
el 60% de los asalariados por cuenta ajena son mujeres, el porcentaje de mujeres 
asalariadas por cuenta ajena, del total de los trabajadores, es igual al 


87 60 
100 100 100% = 52.2% 


Ejemplo 2.39 Si el 12% del peso de un alimento son azúcares, y el 30% de los 


azúcares es glucosa, el porcentaje de glucosa respecto del peso total es igual al 


12 30 
100 * 100 100% = 3.6% 


Ejemplo 2.40 Una fábrica produce dos tipos de productos, digamos A y B. El 
60% de la producción es de tipo A y el 40% restante de tipo B. El 2% de los 
productos A y el 5% de los productos B son defectuosos. Entonces el porcentaje de 
la producción total que es defectuosa será: 


(0.60 - 0.02 + 0.4 - 0.05) - 100% 


El razonamiento es simple, el porcentaje de productos A defectuosos respecto del 


total es: a 
100 * 100 100% = 0.6 - 0.02 - 100% = 1.2% 
Por otra parte, el porcentaje de productos B defectuosos respecto del total es: 
40 


5 
100 * 100 * 100% = 0.4 - 0.05 - 100% = 2% 


luego el porcentaje total de productos defectuosos será: 


(0.60 - 0.02 + 0.4 - 0.05) - 100% = (1.2+ 2)% = 3.2% 


Ejemplo 2.41 Si una bebida consiste en un 70% de zumo y el resto es licor, y el 
90% del zumo y el 20% del licor son agua, el porcentaje de agua en la bebida es: 


(0.7 -0.9 + 0.3 - 0.2) - 100% = 69% 


Ejemplo 2.42 Si una persona tiene colocada la tercera parte de su capital a un 
interés del 12% y el resto a un interés del 13.5%, por la totalidad del capital obtiene 
un interés del 1 2 


(510-124 3 +0.135)- 100% = 13% 
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2.4.2 Expresiones literales 


Hay dos expresiones de uso muy común, que sirven también para definir 
fracciones. La primera expresión es: 


Por cada b individuos (u objetos) de cierto colectivo, hay a que 
tienen una cualidad. 


Si se supone que el total ha sido dividido en grupos de b individuos u objetos, 
cada uno de esos grupos se entiende compuesto de a que cumplen la propie- 
dad y b— a que no la cumplen. Así, esta oración expresa que la fracción del 
total de los individuos (u objetos) que tienen la cualidad es 7 


Ejemplo 2.43 Si por cada diez españoles hay cuatro que han viajado al extranjero, 
la fracción del total de españoles que ha viajado al extranjero es 4/10. 


Ejemplo 2.44 Si por cada siete cerdos de una granja hay cuatro enfermos de peste 
porcina, la fracción del total de guarros que están enfermos es 4/7. 


Ejemplo 2.45 Si de cada cien coches en circulación hay cuarenta con más de cinco 
años de antigiiedad, la fracción de coches en circulación con más de cinco años de 


antigiledad es 40/100. 


La otra clase de expresiones es de la forma: 


Por cada a individuos u objetos que tienen cierta cualidad, hay b 
que no la tienen. 


Estas oraciones indican la posibilidad de subdividir el total en grupos de 
tamaño a + b compuestos de a individuos u objetos con la propiedad y b sin 
la propiedad. Por lo tanto indican que la fracción del total que cumple la 


propiedad es: 
a 


a+b 


Ejemplo 2.46 Si por cada tres hogares que tienen teléfono hay catorce que no lo 
tienen, la fracción del total de hogares que tienen teléfono es: 
3 3 
3414 17 
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Ejemplo 2.47 Si por cada cuatro alumnos de Matemáticas básicas que aprueban 
el examen hay uno que suspende, la fracción de alumnos examinados que aprueba 
es 4/5. 

Ejercicios 

2.31 Expresar en forma de fracción los porcentajes: 30%, 55%, 26%, 75%, 230%. 
2.32 Expresar en forma de porcentaje las fracciones: 7/10, 2/3, 9/16, 3/5. 


2.33 Si uno de cada cuatro niños tienen caries, ¿cuál es el porcentaje de niños con 
caries? 


2.34 Si por cada accidente de automóvil con muertos hay veinte accidentes sin 
muertos, ¿cuál es el porcentaje de accidentes de automóvil con muertos? 


2.35 Si por cada seis declaraciones de renta positivas hay siete negativas, ¿cuál es 
el porcentaje de declaraciones positivas? 


2.36 En una elección se dieron los resultados que muestra la tabla, donde aparece 
el candidato elegido en función del sexo del elector: 


Fulanítez | Menganítez | En blanco 
Hombres 120 140 40 
Mujeres 60 80 10 


¿Cuál es el porcentaje de los hombres entre los votantes”, ¿cuál es el porcentaje 
de votos en blanco respecto de los votos emitidos”, ¿cuál es el porcentaje de votos 
al señor Fulanítez entre los hombres que votaron?, ¿cuál es el porcentaje de mujeres 
que votan al señor Menganítez entre las votantes? 


2.37 Si el 80% de los alumnos matriculados en Matemáticas básicas se presentan 
al examen de Junio y por cada tres alumnos que aprueban hay uno que suspende, 
¿cuál es el porcentaje de alumnos aprobados respecto del total de matriculados? 


2.38 Si una persona tiene el 25% de su capital colocado al 11% de interés, el 35% 
al 12.5% y el resto al 15%, ¿cuál es la tasa de interés que recibe por la totalidad de 
su capital? 


2.39 La Caja de ahorros de los Filibusteros ofrece una libreta al 11% de interés . 
Si el interés ofrecido por la Banca Sanguijuela es un 0.5% mayor que el ofrecido por 
la Caja de los Filibusteros, ¿qué interés ofrece la Banca Sanguijuela? 
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2.40 En cierto país, el porcentaje de mujeres sobre el total de la población es del 
57%. Si el 25% de las mujeres, y el 45% de los hombres son fumadores, ¿cuál es el 
porcentaje de fumadores respecto del total de la población? 


2.5 Ordenación de los números racionales 


Los números racionales se ordenan de acuerdo al tamaño de la magnitud que 
representan. 

Es evidente que, si se trata de la misma unidad de medida, 1.5 unidades 
representa una cantidad menor que 2.5 unidades, pero no resulta tan evidente 
saber si 2/5 es mayor o menor que 1/3. 

El criterio para averiguar cuándo una fracción representa una cantidad 
mayor que otra es simple: 


La fracción a/b es mayor que c/d si la diferencia 


E 
d 


=l8 


es positiva (mayor que cero), es decir 


a e 
¿o 


Esta condición se resume en la siguiente: 


La fracción a/b es mayor que c/d si se cumple: 


ad—bc>0 


Si los números están escritos en forma decimal la regla no es tan fácil como 
puede suponerse. Sin duda se tienen: 


1.43 > 1.42 
53.12 > 52.12 
1.231 > 1.230 
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Pero de lo anterior no debe deducirse que, siempre, el número mayor será 
aquél que tenga, contada de izquierda a derecha, la primera cifra mayor ya 
que, según se ha visto, se cumple 


1=03 
Sin embargo, si la parte decimal es finita, la comparación anterior es válida. 


Ejemplo 2.48 La fracción 2/5 es mayor que 1/3 ya que 
2 1 _2:3-541_1 


503.0 53 15 
Ejemplo 2.49 De las fracciones 12/13 y 13/14 la mayor es 13/14 ya que 


13.13-12-14>0 
Ejemplo 2.50 La fracción 1/25 es mayor que 1/50, en efecto: 


1 1 
» = 0.04 > 0.02= 30 


Aquí la comparación de cifras decimales no ofrece ninguna duda ya que la parte 
decimal es finita. 


Cuestiones de repaso 


2.1 Si z es un número racional, se cumple: 


a) Existen infinitas fracciones que representan a z. 


b) Existe una única fracción que representa a z. 


c) Puede ser que ninguna fracción represente a z. 


2.2 La fracción 117/63 representa al mismo número decimal que la fracción: 


a) 13/7 
b) 13/9 
€) 9/7 

2.3 El cociente 2 : $ es igual a: 
a) 
b) 
e) 


ale Sle op 


2.4 El resultado de la suma ¿+ $ es igual a: 


y se 
» 8 
ys 

2.5 El producto 3 - 2 es igual a: 
a) E 


b) 
e) 


Sl al 


cura 
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2.6 El cociente 1: $ es igual a: 
a) 
b) 
e) 


ap sie oia 


2.7 El resultado de sumar 2 a la fracción $ es igual a: 
a) E 
») + 
c)a 
2.8 El resultado de la operación 1.5 +3 - (1/2— 1/6), es igual a: 
a) 2.5 


2.9 La diferencia Í — 2 es igual a: 


a) -9/8 
b) 5/8 
e) -1/4 


2.10 Dos fracciones se dicen equivalentes si: 
a) Tienen el mismo denominador. 
b) Son semejantes. 


c) Representan al mismo número racional. 


2.11 E + y es igual a: 


1 1 
data 
a? +b? 

») ab 


(a+)? 
) a 
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2.12 Un vaso se llena hasta los 2/3 de su capacidad con zumo de naranja. ¿Si las 
nueve décimas partes del zumo son agua, ¿qué fracción del vaso ocupa el agua? 


a) 16/30 
b) 20/27 
e) 3/5 
2.13 Del precio de un artículo, los 2/9 corresponden al coste de planificación, 2/5 


al coste de producción, y el resto al coste de comercialización. ¿Qué fracción del 
precio se destina a pagar la comercialización? 


a) 17/45 
b) 10/14 
e) 1/3 


2.14 La fracción 75/6 representa al número decimal: 

a) 113 

b) 12.5 

e) 12.05 
2.15 Repartimos un pastel entre tres niños, si el primero recibe la mitad del pastel, 
y el segundo la mitad que el primero ¿qué parte del pastel recibe el tercero? 

a) Nada. 

b) 1/4 de pastel. 

c) 3/8 de pastel. 


2.16 La fracción 7/5 representa al mismo número decimal que la fracción: 
a) 42/35 
b) 35/30 
e) 91/65 


2.17 El número 0.23 es igual a: 
a) 2/9 
b) 21/99 
e) 7/30 
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2.18 El veinte por ciento de 10000 pesetas es: 
a) 200 pesetas. 
b) 2000 pesetas. 
c) 20000 pesetas. 


2.19 Una dieta alimenticia se compone de 2/3 de proteínas, 1/6 de lípidos y el 
resto hidratos de carbono. ¿Qué fracción de la dieta está compuesta de hidratos de 
carbono? 


a) 8/11 
b) 1/15 
c) 3/18 


2.20 Un abogado recupera el 90% de una demanda de 200000 pesetas y cobra, en 
concepto de servicios, el 20% de la cantidad recuperada. ¿Cuánto dinero recibe su 
cliente? 


a) 180000 pesetas. 
b) 36000 pesetas. 
€) 144000 pesetas. 


2.21 Un plano está hecho en una escala tal que una distancia de 1 milímetro sobre 
el plano, equivale a 2 metros en la realidad. ¿Qué área tiene una parcela que sobre 
el plano mide 5 centímetros cuadrados? 


a) 200 metros cuadrados. 
b) 2000 metros cuadrados. 


c) 20000 metros cuadrados. 


2.22 Si por cada tres españoles que han leído El Quijote hay doce que no lo han 
leído, y cinco de cada seis españoles que han leído El Quijote usan gafas. ¿Qué 
fracción de los españoles usan gafas y han leído El Quijote? 


a) 1/12 
b) 5/24 
e) 1/6 
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2.23 Si cuatro de cada cinco españoles se declaran partidarios de la conservación 
de la naturaleza. ¿Qué porcentaje de españoles son partidarios de conservar la 
naturaleza? 


a) El 40% 
b) El 60% 
e) El 80% 


2.24 Al examen de Junio de Matemáticas básicas se presentan 3 de cada 5 alumnos 
matriculados, y por cada 5 alumnos que aprueban hay 2 que suspenden. ¿Qué 
fracción de los alumnos matriculados aprueban en Junio? 


a) 3/7 
b) 10/15 
<) 6/25 


2.25 Una persona invierte 150 000 pesetas en acciones de Hidroeléctrica del Eresma. 
Al cabo de un año vende las acciones y recibe 180 000 pesetas. ¿Qué tanto por ciento 
de beneficio ha obtenido? 


a) 20% 
b) 16.66% 
<) 30% 


2.26 La banca Alibabá ofrece una cuenta que se remunera del modo siguiente: Por 
las primeras 100000 pesetas de saldo se paga un 2% de interés anual, por el resto 
del saldo un interés del 9% anual. Si un señor tiene un millón de pesetas durante 
un año en dicha cuenta, ¿qué interés recibe por todo su capital? 


a) El 11% 
b) El 7% 
c) El 8.3% 


2.27 Una botella contiene medio litro de zumo de limón. El 80% del zumo de 
limón es agua. Si añado medio litro de agua, ¿cuál es el porcentaje de agua en la 
mezcla? 


a) 160% 
b) 90% 
c) 40% 
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2.28 Una empresa gasta 147 000 pesetas en gasóleo de calefacción a un precio de 
14 pesetas el litro de gasóleo. ¿Cuánto gastaría si comprase la misma cantidad de 
gasóleo a 16 pesetas el litro? 


a) 149000 
b) 147000 
e) 168000 


2.29 Si por cada siete españoles que trabajan hay tres que no trabajan, ¿cuál es 
la fracción de los españoles que no trabajan? 


a) 3/7 
b) 7/10 
€) 3/10 


2.30 Un padre reparte su herencia entre sus tres hijos. Si deja las 4/9 partes al 
mayor y las 2/7 partes al mediano, ¿qué proporción recibió el menor? 


a) 1/2 
b) 17/63 
c) 3/8 


2.31 Si un dólar pasa de valer 126 pesetas a valer 112 pesetas (se devalúa el dólar 
frente a la peseta). ¿Qué tanto por ciento se ha revaluado la peseta frente al dólar? 


a) UT% 
b) 12.5% 
c) 14% 


2.32 D. Juan Tarambana recibió hace tres meses una cuantiosa herencia. El primer 
mes gastó el 40% de la herencia. El segundo mes gastó la quinta parte de la herencia, 
y el tercer mes gastó la mitad de lo que le quedaba. ¿Qué fracción de la herencia 
conserva? 


a) 3/10 
b) 1/5 
c) 1/10 
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2.33 ¿Qué cantidad pagamos en concepto de IVA por 3500 gramos de una mer- 
cancía, si por un kilo pagamos 120 pesetas? 


a) 420 pesetas. 
b) 42 pesetas. 
c) 4200 pesetas. 


2.34 Un avión de la compañía aérea Empicado tiene un quinto de los asientos 
de clase preferente y el resto de clase turista. Si el 75% de los asientos de clase 
preferente están vacíos y el 85% de los de clase turista están ocupados, ¿cuál es el 
porcentaje de asientos ocupados en el avión? 


a) 73% 
b) 55% 
c) 70% 


2.35 Si compro cuatro ruedas por el precio de tres, ¿cuál es el tanto por ciento de 
rebaja en el precio de cada rueda? 


a) 30% 
b) 20% 
c) 25% 


2.36 Un cine sube el precio de la entrada en un 10%, como consecuencia disminuye 
el número de entradas vendidas en un 5%, ¿cuál es el porcentaje de aumento de la 
recaudación? 


a) 5% 
b) 4.5% 
c) 15% 


2.37 Entro en un comercio a comprar un artículo. Regateo y el comerciante me 
ofrece una rebaja del 10% sobre el precio marcado. Me pongo pesado y me hace 
otra rebaja del 2% sobre el precio ya rebajado. ¿Cuál es la rebaja que he conseguido 
sobre el precio marcado? 


a) 12% 
b) 8% 
e) 11.8% 


114 Capítulo 2. Números racionales 


2.38 Un equipo de trabajadores tarda 10/3 de hora en realizar un trabajo, y todos 
trabajan por igual. ¿Cuánto tardarán si sólo están presentes 5/6 de los componentes 
del equipo? 


a) 25/9 de hora. 
b) 15/4 de hora. 


e) 4 horas, 


2.39 Un grifo completamente abierto tarda 9/2 de hora en llenar un depósito. 
¿Cuánto tardará en llenarlo si sólo se abre hasta los 3/4 de su máximo caudal? 


a) 6 horas. 
b) 27/8 de hora. 
c) 15/2 de hora. 


2.40 Un vaso tiene sus 4/5 partes ocupadas con zumo de limón y el resto con 
vodka. Si el 90% del zumo y el 40% del vodka es agua, ¿qué fracción del vaso ocupa 
el agua? 


a) Las 17/50 partes. 
b) El 80%. 
c) El 65%. 


2.41 Si la producción española de miel durante 1990 fue 1.5 veces la de 1989, ¿cuál 
ha sido el porcentaje de incremento de la producción de miel de 1990 respecto de 
1989? 


a) 150% 
b) 15% 
€) 50% 


2.42 ¿Cómo se gana más: trabajando 25 horas a razón de 1500 pesetas la hora o 
trabajando 30 horas y cobrando un 10% menos la hora trabajada? 


a) Trabajando 25 horas a 1500 la hora. 
b) Trabajando 30 horas y cobrando un 10% menos la hora. 


c) Se gana igual en ambos casos. 
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2.43 Juanito Calavera es un majo de buena facha y algo achulado. Hace unos 
meses compró un potente coche extranjero porque quería presumir de buga ante sus 
amistades. De entrada, pagó la tercera parte del precio del coche y el primer mes el 
30% de la cantidad que le restaba por pagar. Desde entonces no ha vuelto a pagar 
nada. ¿Cuál es la fracción del precio del coche que adeuda? 


a) 7/15 
b) 8/15 
e) 1/3 


2.44 Leo que durante 1989 fallecieron en España 3500 personas a causa de ac- 
cidentes de motocicleta, y que el número de fallecidos por esta causa en 1990 se 
incrementó en un 20% respecto de 1989. Según estos datos, ¿cuántas personas 
murieron por accidentes de motocicleta en España durante 1990? 


a) 4200 personas. 
b) 3520 personas. 
e) 7000 personas. 


2.45 En una clase el 40% de los colegiales son niños. Si el 70% de las niñas y el 
20% de los niños votan a Pepito Labia para delegado, que porcentaje de votos sobre 
el total de alumnos recibe el tal Pepito Labia? 


a) 90% 
b) 50% 


c) Faltan datos para calcularlo. 


2.46 ¿Cuál de las desigualdades siguientes es la correcta? 
a) -6/11 < -7/13 < 2/3 
b) -7/13< -6/11 < 2/3 
e) -7/13<2/3< -6/11 


2.47 Si una persona gasta 1/3 de lo que gana en el alquiler de su vivienda, y las 
3/4 partes del dinero restante las emplea en su manutención, ¿a qué dedica más 
dinero? 


a) A su manutención. 
b) Al alquiler de la vivienda. 


c) Gasta lo mismo en manutención que en alquiler. 
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2.48 En una finca 2/5 de su superficie se dedican al cultivo de cereales, 3/11 a 
girasol y el resto a pastos. ¿Cómo se ordenan las tres actividades por la superficie 
dedicada a cada una? 


a) Cereales > Girasol > Pastos 
b) Girasol < Pastos < Cereales 


c) Pastos > Cereales > Girasol 


2.49 ¿Qué pesa más, el 15% de un queso de 2.5 kilos , la tercera parte de un queso 
de 2.1 kilos ó las cuatro quintas partes de un queso de 750 gramos. 


a) El 15% del queso de 2.5 kilos. 
b) La tercera parte del queso de 2.1 kilos. 


c) Las cuatro quintas partes del queso de 750 gramos. 


2.50 ¿Qué contiene más cerveza, cuatro botellas de 1/3 de litro cada una, o nueve 
botellines de 1/5 de litro cada uno? 


a) Las cuatro botellas. 
b) Los nueve botellines. 


c) Tienen la misma capacidad. 


2.51 Si el kilo de cebada sube en 1990 un 1% respecto de 1989, y en 1991 sube 
un 2% respecto de 1990, ¿cuál es el porcentaje de incremento del precio de 1991 
respecto de 1989? 


a) 3% 
b) 2.5% 
c) 3.02% 


2.52 Los gemelos Cástor y Póluz reciben dos pasteles iguales, uno para cada uno, 
el día de su cumpleaños. Por la tarde, Cástor se come la mitad de su pastel y Póluz 
la tercera parte del suyo. Por la noche, Cástor se come la tercera parte de lo que le 
queda y Póluz la mitad de lo que le queda. ¿Cuál de los dos conserva más pastel? 


a) Cástor. 
b) Póluz. 


c) Tienen la misma cantidad de pastel. 
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2.53 Dos toneles están llenos de agua y de vino, respectivamente. Se llena un cazo 
en el tonel del agua y se vierte en el del vino. Luego, se llena el mismo cazo en el 
tonel del vino y se vierte en del del agua. ¿Que hay más, agua en el tonel del vino 
o vino en el tonel del agua? 


a) Agua en el tonel del vino. 

b) Vino en el tonel del agua. 

c) Hay tanta agua en el tonel del vino como vino en el tonel del agua, 
2.54 Isabel y Diego son dos enamorados que quieren sellar su pasión con dos anillos, 
que se fabricarán fundiendo sus anillos actuales. El anillo de Isabel pesa 10 gramos 


y tiene una riqueza de oro del 60%, el anillo de Diego pesa 15 gramos y tiene una 
riqueza de oro del 50%, ¿cuál será el porcentaje de oro de los nuevos anillos? 


a) 55% 

b) 54% 

c) 56% 
2.55 D. Silvestre Retama ha heredado de sus padres 10 hectáreas de tierra de 
secano, cuatro hectáreas de monte y una hectárea de tierra de regadío. Si sólo 6000 
metros cuadrados de la tierra de regadío están plantados de alfalfa, ¿Qué porcentaje 


de la superficie total de sus fincas está plantada de alfalfa? (1 hectárea = 10 000 
metros cuadrados.) 


a) el 4% 
b) el 6% 
c) el 2% 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 2.1 Se cumplen: 


4x49 = 196 
7x28 = 196 


luego las fracciones 4/7 y 28/49 son equivalentes. 


Ejercicio 2.2 Como: 


(9) x (-35) 315 
5x63 = 315 


las fracciones —9/5 y 63/(-35) son equivalentes. 


Ejercicio 2.3 Como: 


-15x7 = -105 
-21x3 = -63 


las fracciones (-15)/(-21) y 3/7 no son equivalentes. 


Ejercicio 2.4 Como: 


5x431 
60 x 36 


2155 
2160 
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y 2155 4 2160, las fracciones 5/36 y 60/431 no son equivalentes. 


Ejercicio 2.5 Como: 


866 x 372 
1488 x 217 


322152 
322896 


las fracciones 886/1488 y 217/372 no son equivalentes. 


Ejercicio 2.6 El mínimo común múltiplo de los denominadores es 15; por 


lo tant: 
LE asa 7 LA, 7_0.2 


15 15 715715415" 151573 
Luego 4/5+ 1/3—7/15 =2/3. 


Ejercicio 2.7 El mínimo común múltiplo de los denominadores es 66; 


6x 10 _3x19 2x7 _60-57-14_-11_-1 
66 66 66 66 =.6. 6 
luego 10/11 — 19/22 — 7/33 = —1/6. 


Ejercicio 2.8 El producto es igual a: 
12x24x 25 _ 7200 _90_10 
16x5x8l1 — 6480 81 9 
luego 12/16-24/5-25/81 = 10/9. 


Ejercicio 2.9 El cociente es igual a: 


luego 21/16 : 9/8 = 7/6. 


Ejercicio 2.10 Primero se calcula la expresión entre paréntesis, 


1_1,_1x3_1x2_3 2_1 
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luego, se sustituye y se calcula el producto; 
1. 36_36_6_3 


608748784 
por lo tanto, se tiene (1/2— 1/3) -36/8 = 3/4. 


Ejercicio 2.11 Primero se calculan los dos paréntesis, 


(2-3)5_3x3_5-9_4_ 2 
62.6 6. 6. 06 3 
7,4 7 ,4x3_7+12_ 19 
UN 
y, luego, se multiplican los resultados; 
2.19_ 38 
3 15 45 


por lo tanto, se tiene (5/6 — 3/2) -(7/15+ 4/5) = —-38/45. 


Ejercicio 2.12 Primero se calculan los dos paréntesis: 


6_3_6x2_3_12-3_9 
5 10 10 10 10 1 
7.4 _ 7 4AX3_ 7412 1 
ET a a 
luego, se dividen los resultados: 


9.19_9 15_135_27 


10157 10 19 190 38 
Por lo tanto, se tiene (6/5 — 3/10) : (7/15+ 4/5) = 27/38. 


0 
9 


Ejercicio 2.13 Primero se calcula el numerador: 
3 + 1_3x3, 1 9+41_10_5 
12 e" 2 1286 


después, el denominador: 


7_4_7x3_ 4x4 _21-16_5 


16 127 16x3 12x4 48 48 
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por último, se dividen los resultados: 


5 


Si 
se 
48 
por lo tanto, se tiene (3/4 + 1/12) : (7/16 — 4/12) = 8. 
Ejercicio 2.14 Puesto que 


7 x 2769 
13 x 1491 


19383 
19383 


'" 


las fracciones 7/13 y 1491/2769 son equivalentes. 


Ejercicio 2.15 Dado que 


211x 2433 = 513363 
143 x 3587 512941 


las fracciones 211/143 y 3587/2433 no son equivalentes. 


Ejercicio 2.16 La respuesta es = 0.4. 


Ejercicio 2.17 La respuesta es = 6.25. 


Ejercicio 2.18 Basta dividir para obtener: 


Por lo tanto, 70/15 = 4.6. 
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Ejercicio 2.19 Al dividir resulta 


6.0 11 
50 5.4545... 
6.0 
50 
6 
luego 60/11 = 5.45. 
Ejercicio 2.20 Si se divide, resulta: 
2260 495 
2800 0.45656 
3250 
2800 
325 
luego 226/495 = 0.456. 
Ejercicio 2.21 Al dividir, se tiene: 
100 55 
450 0.01818... 
100 
450 
10 
luego 1/55 = 0.0Í8. 
Ejercicio 2.22 Si se divide, resulta: 
29 9 
2 3.22... 


0 
20 
2 


luego 29/9 = 3.2. 
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Ejercicio 2.23 Si se multiplica y divide por 100, resulta 173/100. 
Ejercicio 2.24 Si se multiplica y divide por 10, resulta 417/10. 
Ejercicio 2.25 Si se multiplica y divide por 10000, resulta 1701/10000. 


Ejercicio 2.26 Se hace z = 3.777..., entonces 10x = 37.777. ; la diferencia 
10z — z será igual a: 
l0z = 37.777... 
z E AAA 
9% = 34 


por lo tanto, se tiene z = 34/9. 


Ejercicio 2.27 Se hace z = 15.444..., entonces 107 = 154.444... ..; luego la 
diferencia 107 — z es igual a: 


l0z = 154.444... 
zx = 15.444... 
9r = 139 


por lo tanto, se tiene z = 139/9. 


Ejercicio 2.28 Se hace z = 5.1313..., entonces 100 = 513.1313.. ; luego 
1007 — z = 992 = 508; por lo tanto, se tiene z = 508/99. 


Ejercicio 2.29 Se hace z = 8.91212..., entonces 107 = 89.1212... y 
1000 = 8912.1212...; luego 1000z — 10z = 990x = 8823; por lo tanto, 
se tiene z = 8823/990. 


Ejercicio 2.30 Si x= 0.056, entonces 


10007 = 56,565656 .... 


10z = 0,565656... 
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luego 1000x — 10z = 990x = 56; por lo tanto, se tiene x= 56/990. 


Ejercicio 2.31 El porcentaje 30% es igual a la fracción > el porcentaje 
55% es igual a 55/100; 26% es igual a 26/10; el 75% es igual a 75/100 y el 
230% es igual a 230/100. 


Ejercicio 2.32 Como 7/10 = 0.7 las siete décimas partes equivalen al 70%. 
De igual manera, la fracción 2/3 es igual a 0.5, luego equivale al 66.6%. Por 
Otra parte, la fracción 9/16 es igual a 0.5625, luego equivale al 56.25%. Por 
último, la fracción 3/5 es igual a 0.6; por lo tanto, equivale al 60%. 


Ejercicio 2.33 Uno de cada cuatro niños tiene caries es un enunciado que 
equivale a decir que una fracción igual a 1/4 del total de los niños tiene 


caries. Como 1/4 = 0.25, resulta que el porcentaje de niños con caries es del 
25%. 


Ejercicio 2.34 Decir que por cada accidente de automóvil con muertos hay 
veinte accidentes sin muertos equivale a afirmar que por cada 21 acciden- 
tes hay uno con muertos; es decir, que los accidentes con muertos suponen 
una fracción igual a 1/21 del total de accidentes. Como 1/21 = 0.0476, 
puede asegurarse que, aprozimadamente, el 4.76% de los accidentes tienen 
consecuencias fatales. 


Ejercicio 2.35 Decir que por cada seis declaraciones de renta positivas 
hay siete negativas equivale a asegurar que de cada 13 declaraciones 6 son 
positivas; esto es, que una fracción igual a 6/13 del total de declaraciones 
son positivas. Como 6/13 = 0.4615, puede decirse que el porcentaje de 
declaraciones positivas es, aproximadamente, del 46.15%. 


Ejercicio 2.36 Para hallar los porcentajes se calculan primero los subtotales 
de cada clase, como aparece en la tabla que sigue: 


Fulanítez | Menganítez | En blanco | Total 
Hombres 120 140 300 


40 
[Mujeres 60 80 10 150 
Total 180 220 50 450 | 


126 Capítulo 2. Números racionales 


Entonces, el porcentaje de hombres entre los votantes es: 


Y 
0 


número de hombres votantes x 100% = 66.5% 


30 
1 S 
número de votantes 100% 45 


El porcentaje de votos en blanco es: 


número de votos en blanco 


50 pa 
= =11.1 
número de votos xa00% 250 * 100% % 


El porcentaje de hombres que votaron a Fulanítez es: 


número de hombres que votaron a Fulanítez 


120 
x 100% = — x 100% = 40' 
número de hombres que votaron [e 300 di % 
De manera semejante se calcula el porcentaje de mujeres que votaron a 
Menganítez, que es igual al 53.3%. 


Ejercicio 2.37 Si por cada tres alumnos que aprueban hay uno que sus- 
pende, la fracción de alumnos que aprueban respecto de los que se presentan 
es de 3/4; luego el porcentaje de alumnos que aprueban respecto de los que 
se presentan será del 75%. 

Como se presenta una fracción de alumnos igual a 80/100 respecto de los 
matriculados, la fracción de alumnos que aprueban respecto de los matricu- 
lados es: 


80 3_20_56 

1004 400 10 
Por lo tanto, el porcentaje de alumnos que aprueban respecto de los matri- 
culados es del 60%. 


Ejercicio 2.38 Por cada peseta que tiene invertida, 0.25 pesetas están al 
11%, 0.35 pesetas al 12.5% y 0.4 pesetas al 15%; luego por cada peseta 
invertida recibe un interés igual a: 


(0.25-0.11) 4+(0.35-0.125) + (0.4 -0.15) = 0.0275 + 0.04375 +0.06 = 0.13125 


Por lo tanto, por cien pesetas invertidas recibirá 13.125 y el interés total es 
del 13.125%. 


Ejercicio 2.39 El 0.5% de una cantidad C es igual a: 


0.5 


100 *C 
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Por lo tanto, el 0.5% de 11 será: 
0.005 - 11 = 0.055 


Así, el interés ofrecido por la Banca Sanguijuela será el 11% más el 0.05% 
del 11%, es decir (11 + 0.055)% = 11.055%. 


Ejercicio 2.40 El porcentaje de mujeres fumadoras respecto del total de 
la población será del (57 - 25)/100%, el porcentaje de hombres fumadores 
respecto del total de la población será del (43-45)/100%. Luego el porcentaje 
de fumadores respecto del total de la población será del 


(57-25 + 43 - 45)/100% 


esto es, del 33.6%. 


Solución de las cuestiones 


Cuestión 2.1 La respuesta correcta es a. Cualquier número racional puede 
representarse por infinitas fracciones; las distintas fracciones que representan 
a un mismo número racional se denominan equivalentes (ver sección 2.1) 
porque representan la misma cantidad. 


Cuestión 2.2 La respuesta correcta es a. Puesto que se tiene: 


17 _23-13_13 


63 377 
la fracción 117/63 es equivalente a 13/7. 


Cuestión 2.3 La respuesta correcta es c. El cociente 2 : ¿ es igual al 


cociente 2 : $, luego será q = 2b/a. 


Cuestión 2.4 La respuesta correcta es c. Como las fracciones tienen el 
mismo denominador se suman los numeradores y se divide por el denomina- 
dor común, esto es 1/24 a/2= (1 + a)/2. 
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Cuestión 2.5 La respuesta correcta es c. El producto de dos fracciones es 
igual a otra fracción que tiene por numerador el producto de los numeradores 
y por denominador el producto de los denominadores, por lo tanto 3/2-2/6 = 
(3-2)/(2-6) = 4/8. 


Cuestión 2.6 La respuesta correcta es b. El cociente 1 : $ es igual al 
cociente 1 : f» luego vale b/a. 


Cuestión 2.7 La respuesta correcta es b. Para calcular la suma 2 + 3 se 
reduce a denominador común: $ + $. 


Cuestión 2.8 La respuesta correcta es a. Primero se calcula el paréntesis: 


luego, se multiplica por 3: 
1 1 
3G - rl =41 


Por lo tanto, 1.54 3(1/2—1/6)=1.5+1=2,5. 


Cuestión 2.9 La respuesta correcta es a. Para calcular la diferencia se 
reduce a común denominador: 


ahora, el resultado es inmediato: —9/8. 


Cuestión 2.10 La respuesta correcta es c. Dos fracciones son equivalentes 
si representan al mismo número racional (la misma cantidad). 


Cuestión 2.11 La respuesta correcta es c. Primero se calcula el paréntesis: 


b a _a+b 


1 
di TA ab 


1 
a 
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luego, se eleva al cuadrado: 


a+b a+b_(a+b)-(a+b) 


ab ab ab-ab 


o 
Gt = 


Como (a+b)-(a+b)= (a+b)? y ab-ab= a?b?, el resultado es (a+b)?/a3b?. 


Cuestión 2.12 La respuesta correcta es c. El agua ocupa una fracción 
igual a 9/10 de la fracción del vaso ocupada por el zumo; en total, ocupa 
una parte del vaso igual a 2/3 - 9/10 = 18/30 = 3/5; esto es ocupa las tres 
quintas partes del vaso. 


Cuestión 2.13 La respuesta correcta es a. La fracción del precio de coste 
total que se destina a pagar la comercialización será: 
1 2_2_45-10-18_17 
9. 5. 45 45 
luego las 17/45 partes del precio se destinan a pagar los costes de comercia- 
lización. 


Cuestión 2.14 La respuesta correcta es b. Basta dividir 75 entre 6 para 
tener el resultado. 


Cuestión 2.15 La respuesta correcta es b. Los dos primeros niños reciben 
una cantidad igual a: 

1.1 241 23 

2.4 44 
las tres cuartas partes del pastel. El tercero recibe el resto, esto es (1-3/4 = 
1/4) la cuarta parte. 


Cuestión 2.16 La respuesta correcta es c. Como 


9_137_7 


las fracciones 7/5 y 91/65 son equivalentes. 
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Cuestión 2.17 La respuesta correcta es c. Basta dividir para obtener 2/9 = 
0.2, 21/99 =0.21 y 7/30=0.2. 


Cuestión 2.18 La respuesta correcta es b. El 20% de cualquier cantidad C 
es igual a 0.2C; en particular, el 20% de 10000 será 0.2 - 10000 = 2000. 


Cuestión 2.19 La respuesta correcta es c. Las proteínas y los lípidos consti- 
tuyen las 2/341/6 = 5/6 partes de la dieta; el resto son hidratos de carbono, 
que supondrán (1 — 5/6 = 1/6); es decir, la sexta parte o bien 3/18 partes. 


Cuestión 2.20 La respuesta correcta es c. El abogado recupera el 90% de 
200000, es decir 0.90 - 200000 = 180000 pesetas. Luego cobra el 20% de 
estas 180 000 pesetas, lo que supone 0.20-180000 = 36000 pesetas. El cliente 
recibe 180 000 — 36000 = 144 000 pesetas. 


Cuestión 2.21 La respuesta correcta es b. Si 1mm del plano equivale a 2m 
en la realidad, entonces 1mm? del plano equivaldrá a 4m2 en la realidad. 
Ahora bien, 5cm? = 500mm?, y 500mm? equivalen a 4 x 500 = 2000m?. 


Cuestión 2.22 La respuesta correcta es c. Han leído “El Quijote” 3 de cada 
15 españoles, es decir las 3/15 partes de la población. Los que usan gafas y 
han leído “El Quijote” serán: 


esto es, la sexta parte de la población. 


Cuestión 2.23 La respuesta correcta es c. La fracción de la población que 
es partidaria de conservar la naturaleza es de 4/5. Luego el porcentaje de 
partidarios es del 4/5 - 100% = 80%. 


Cuestión 2.24 La respuesta correcta es a. Si por cada 5 alumnos que aprue- 
ban hay 2 que suspenden, los alumnos que aprueban supone una fracción 
igual a 5/7 de los que se presentan. Como los que se presentan suponen 


Soluciones de las cuestiones 131 


las 3/5 partes de los matriculados, los alumnos que aprueban suponen las 
3/5-5/7 = 3/7 partes de los matriculados. 


Cuestión 2.25 La respuesta correcta es a. El beneficio será: 
180 000 — 150000 = 30000 


El porcentaje de beneficio será: 


beneficio 30000 
cantidad invertida x:100% = 150000 x 100% 


luego el porcentaje es del 20%. 


Cuestión 2.26 La respuesta correcta es c. Por las primeras 100 000 pesetas 
recibe 100 000 -0.02 = 2000, por las restantes 900 000 pesetas recibe 900 000 - 
0.09 = 81000. Luego el interés total percibido es de 83000 pesetas. El 
porcentaje de interés percibido será 

interés total 83000 


100% = 100 
“apical invertido 100% = ogg gos * 100% 


esto es, recibe un 8.3%. 


Cuestión 2.27 La respuesta correcta es b. Si el 80% del medio litro de 
zumo es agua, la cantidad de agua que contiene será 0.5 - 0.8 = 0.4 litros. 
Cuando añada el medio litro de agua habrá 0.9 litros de agua. El porcentaje 
de agua en la mezcla será: 


volumen de agua 


x 100% = 99 x 100% 
volumen total 1 


” 
es decir, el 90% del volumen de la mezcla es agua. 
Cuestión 2.28 La respuesta correcta es c. La empresa compra 147 000/14 = 


10500 litros de gasóleo. Si el precio fuera de 16 pesetas, gastaría 10500-16= 
168 000 pesetas. 
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Cuestión 2.29 La respuesta correcta es c. Si por cada siete que trabajan 
hay tres que no trabajan, la fracción de personas que trabajan es de 7/10 
partes del total; luego los que no trabajan suponen las 3/10 partes del total. 


Cuestión 2.30 La respuesta correcta es b. Entre el mayor y el mediano 
reciben las 4/9 + 2/7 = 46/63 partes de la herencia; luego el menor recibe 
una fracción igual a 17/63. 


Cuestión 2.31 La respuesta correcta es b. Cuando el dólar valía 126 pesetas, 
con 1 peseta se compraban 1/126 dólares. Si el dólar vale ahora 112 pesetas, 
con una peseta se compran 1/112 dólares. El incremento del valor de la 
peseta es igual a 


incremento = valor actual — valor anterior 


1 1 


112 126 
14 
112-126 


y el porcentaje de incremento será: 


incremento 14/112- 126 
valor anterior > 100% = 1/126 


14 
- 100% = 1" 100% 


luego se ha revaluado un 12.5%. 


Cuestión 2.32 La respuesta correcta es b. El primer mes gastó las 40/100 = 
2/5 partes de la herencia. En los dos primeros meses gastó las 2/54+1/5 = 3/5 
partes de la herencia. Al comienzo del tercer mes le quedaban las 2/5 partes 
y gastó la mitad, es decir 1/5. En total ha gastado las 2/5+1/5+1/5= 4/5 
partes de la herencia y conserva la quinta parte. 


Cuestión 2.33 La respuesta correcta es a. El IVA es un impuesto propor- 
cional. Por 3500 gramos pagaremos 3.5 veces más que por 1 kilo, es decir 
420 pesetas. 
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Cuestión 2.34 La respuesta correcta es a. La fracción de asientos del avión 
que están ocupados es igual a: 


25 1,854 
100 5 100 5 


luego el porcentaje de asientos ocupados es del 73%. 


Cuestión 2.35 La respuesta correcta es c. Si P es el precio de una rueda, 
el coste de las cuatro ruedas será 4P. Como sólo pagamos 3P, nos han 
descontado 4P — 3P = P pesetas. El porcentaje de descuento es: 


cantidad descontada 


x 100% = x 100% = 


1 
P Y 100% 


precio sin descuento 


esto es, del 25%. 


Cuestión 2.36 La respuesta correcta es b. Si P era el precio de las entradas 
antes de la subida y N era el número de entradas vendidas antes de la subida, 
después de la subida el precio será 1.1P y el número de entradas vendidas 
será 0.95N. La recaudación antes de la subida era: 


P -N pesetas 
y después de la subida es: 
1.1P-0.95N pesetas 
luego el incremento de la recaudación ha sido: 
1.1P-0.95N — P-N =0.045P - N pesetas 


El porcentaje de incremento será: 


i to de l, dació 0. 
incremen 9d a Fecaud lación -100% = VA5PN 100% 
recaudación anterior PN 


esto es, la recaudación ha subido un 4.5%. 


Cuestión 2.37 La respuesta correcta es c. Primero me rebajan un 10%. 
Luego un 2% sobre el precio ya rebajado que era el 90% del precio original; 
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esta segunda rebaja supone un 0.02 - 0.9 - 100% = 1.8% de rebaja sobre el 
precio original. En total me han rebajado el 11.8%. 


Cuestión 2.38 La respuesta correcta es c. Para razonarlo completamente, 
considérese que el equipo de trabajadores está formado por N personas. 
Puesto que todos trabajan por igual, si trabajase sólo uno de ellos, tardaría 
N veces más. Esto es 10V/3 horas. Puesto que trabajan 5N/6 personas, 
tardarán: 


es decir, 4 horas. 


Cuestión 2.39 La respuesta correcta es a. Por el mismo motivo que el 
anterior, tardará: 


es decir 6 horas. 


Cuestión 2.40 La respuesta correcta es b. El agua que hay en el zumo 
ocupa una fracción del vaso igual a 4/5 -90/100 = 18/25. El agua que hay 
en el vodka ocupa una fracción del vaso igual a 1/5 -40/100 = 2/25. En 
total, el agua ocupa una fracción igual a 20/25; es decir el 80%. 


Cuestión 2.41 La respuesta correcta es c. Si P fue la producción del año 
1989, la de 1990 ha sido 1.5P. El incremento de producción de un año al 
otro fue 


incremento = producción 1990 — producción 1989 = 1.5P— P=0.5P 


y el porcentaje de incremento respecto de la producción de 1989 será 


incremento 0.5P 
producción de 1989 "100% = =p > :100% 


Luego el incremento es del 50%. 
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Cuestión 2.42 La respuesta correcta es b. Si se trabaja 25 horas a 1500 
pesetas la hora, se cobra 37500 pesetas. Si se trabaja 30 horas a 1350 pesetas 
la hora (un 10% menos) se cobra 40500 pesetas. 


Cuestión 2.43 La respuesta correcta es a. El primer mes, pagó 1/3 del 
precio del coche. El segundo mes, pagó (30/100) - (2/3) del precio del coche. 
El total ha pagado 

1,30 2_8 


3*100"37 15 
luego le restan por pagar las 7/15 partes del precio del coche. 


Cuestión 2.44 La respuesta correcta es a. El incremento del número de 
fallecidos es de 0.2-3500 = 700. Luego en 1990 murieron 3500 + 700 = 4200 
personas. 


Cuestión 2.45 La respuesta correcta es b. La fracción de los alumnos que 
votan a Pepito Labia será 0.4 - 0.2 + 0.6 -0.7 = 0.5. Luego el porcentaje de 
votos que ha recibido es del 50%. 


Cuestión 2.46 La respuesta correcta es a. Si se reducen a denominador 
común las tres fracciones —6/11, 7/13 y 2/3, resultan -234/429, -231/429 
y 286/429. Como —234 < -231 < 286 se cumple la primera desigualdad. 


Cuestión 2.47 La respuesta correcta es a. En su manutención emplea una 
fracción del total de su sueldo igual a 
3.2.1 


432 
Como 3 > 3, gasta más en manutención. 
Cuestión 2.48 La respuesta correcta es b. A pastos se dedican las 18/55 


partes de la finca. Como 3/11 < 18/55 < 2/5, la ordenación de los cultivos 
por su extensión es la de la alternativa (b). 
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Cuestión 2.49 La respuesta correcta es b. El 15% de un queso de 2.5 kilos 


pesa 
15-2500 _ 37500 


100100 375 gramos 
la tercera parte de un queso de 2.1 kilos pesa 
a = 700 gramos 
y las cuatro quintas partes de un queso de 750 gramos pesan 
Ez = 600 gramos 


luego pesa más la tercera parte de un queso de 2.1 kilos. 


Cuestión 2.50 La respuesta correcta es b. Cuatro botellas de tercio con- 
tienen 4/3 de litro. Nueve botellines de quinto contienen 9/5 litros. Como 
9/5 > 4/3, tienen más capacidad nueve botellines que cuatro botellas. 


Cuestión 2.51 La respuesta correcta es c. Si el precio en 1989 era p pesetas, 
el precio en 1990 habrá sido de: 


P+1%p = (1.01)p 
Por el mismo motivo, el precio en 1991 sería: 
precio de 1990 + 2%precio de 1990 


es decir: 
1.01p + 2%1.01p = 1.01p + 0.02 - 1.01p= 1.0302p 


El porcentaje de incremento es: 


precio de 1991 — precio de 1989 


precio de 1989 x 100% = 


x 100% = 3.02% 


1.0302p — p 
P 


Cuestión 2.52 La respuesta correcta es c. El niño Cástor ha comido una 
fracción de su pastel igual a: 
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mientras que Póluz ha comido: 
1,1 2.4 


3235 
luego ambos tienen, ahora, la tercera parte del pastel; es decir, la misma 
cantidad de pastel. 


Cuestión 2.53 La respuesta correcta es c. Puede resolverse sin necesidad de 
números. Basta razonar: el agua que falta del tonel de agua es ahora vino y 
es igual al agua que hay en el tonel de vino. Luego hay tanto vino en el tonel 
del agua como agua en el tonel del vino. Obsérvese que este razonamiento 
es válido aunque los toneles de agua y vino tengan distintas capacidades. 
Este razonamiento es válido aunque se empleen cazos de distinta capacidad 
en los dos trasiegos. 


Cuestión 2.54 La respuesta correcta es b. El anillo de Isabel contiene: 
10-0.6=6 

gramos de oro; el anillo de Diego contiene: 
15-0.5=7.5 


gramos de oro. Así, al fundir los anillos se tendrán 25 gramos de aleación que 
contiene 13.5 gramos de oro. Por lo tanto, la riqueza en oro de la aleación 


es; 
peso del oro que contiene 


peso total 


Obsérvese que, aunque los nuevos anillos tengan distinto peso, como sucederá 
si uno es más grande que otro, el porcentaje de oro es igual en ambos. 


x 100% = 54% 


Cuestión 2.55 La respuesta correcta es a. Expresadas en hectáreas, la 
superficie total de sus fincas es 15 Ha. y la superficie dedicada a la alfalfa 
es 0.6 Ha.; por consiguiente, las tierras dedicadas a la alfalfa suponen un 
porcentaje igual al: 


superficie de alfalfa _0.6 hs 
superficie total 10%= 15 x 10070 = 4% 


de la superficie total de sus fincas. 


Capítulo 3 


Ecuaciones 


3.1 Introducción 


Muchos de los problemas que resuelve la Matemática consisten en hallar el 
número, o los números, que cumplen ciertas condiciones. Es aquí donde, por 
primera vez, se comprueba la importancia de los cálculos con expresiones 
literales, esto es, los cálculos donde algunas letras sustituyen a números. 


Ejemplo 3.1 Si una cuenta a plazo produce un 12% de interés anual, ¿cuánto 
dinero debe ingresarse para obtener unos intereses anuales de 90 000 pesetas? 


No se sabe qué cantidad habrá que ingresar, llamemos z a la cantidad descono- 
cida. 


Si se ingresan z pesetas, el interés que producen será el 12% de z, es decir: 


12 
100 *= 0.127 
Así, para que ese interés sea igual a 90.000 pesetas, debe cumplirse: 
0.127 = 90000 
esto es 
90000 
m= am 7 750000 


Si se repasa el ejemplo anterior, se encontrarán tres características: 
1. El problema plantea calcular un número (la cantidad de dinero a 


depositar) a fin de que se cumpla cierta condición (que el interés percibido 
sea igual a 90.000 pesetas). 
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2. Para resolverlo se nombra con una letra, en este caso z, al número que 
se quiere calcular y se traduce a símbolos la condición que estaba expresada 
con palabras. 


3. Esta traducción de la condición tiene cierto carácter de balance. En 
un platillo se pone el interés que se percibirá por depositar x pesetas 


0.127 
en el otro platillo la cantidad que se quiere recibir: 
90 000 
Para que ambos platillos estén en equilibrio, se debe cumplir: 
0.12x = 90000 


luego se tendrá: 
x= 750000 pesetas 


La igualdad 0.12x = 90 000 se denomina ecuación y traduce completamente 
la condición que resume el problema: hallar un número tal que su 12% sea 
igual a 90000. 

En una ecuación como 0.12x = 90.000 el número z que se quiere hallar 
se denomina número incógnita, cantidad incógnita o simplemente incógnita. 


Se llama ecuación a toda igualdad que relacione números con letras 
que representan cantidades desconocidas denominadas incógnitas 
y que se quieren hallar. 


De nuevo, si se repasa la solución del ejemplo anterior, se encontrarán dos 
pasos bien distintos: 


1. Primero se establece la ecuación que traduce al lenguaje matemático 
las condiciones del problema, en el ejemplo sería 
Hallar un número tal que su 12% sea igual a 90000 pesetas 
ARS E A 
¿e? 0.12z = 90000 


Este traducir las condiciones literales a símbolos matemáticos se denomina 
plantear la ecuación. 
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2. Una vez planteada la ecuación, se trata de hallar el valor que debe 
tener la incógnita para que se verifique la ecuación, esto se denomina resolver 
la ecuación. 


Ejemplo 3.2 Una herencia de 120000 pesetas se reparte entre dos personas. Si 
uno de los herederos recibe 30000 pesetas más que el otro, ¿cuánto recibe cada 
heredero? 


El problema consiste en hallar dos números que representan las cantidades de 
dinero percibidas por cada heredero. Si se designa por z a la cantidad que recibe el 
más favorecido. Por la segunda condición, el otro heredero recibirá 30.000 pesetas 
menos, es decir z — 30000. Puesto que toda la herencia se reparte entre ambos, la 
suma de las cantidades que recibe cada uno será igual a 120000, esto se traduce en 
la ecuación: 

z+z-—30000= 120000 


es decir: 
27 — 30000 = 120000 
luego 
2x7 = 120000 + 30000 = 150000 
por lo cual 


150000 
== 


= 75000 


Así pues, el reparto consiste en dar 75 000 pesetas a uno y 45.000 pesetas al otro. 


En resumen, con relación a las ecuaciones se plantean dos problemas bien 
distintos. Uno es el planteamiento de las ecuaciones; es decir, la traducción 
de las condiciones del problema al lenguaje de las matemáticas. Otro es el 
problema de resolver las ecuaciones una vez planteadas. 

Para el primer problema no hay reglas fijas: es cuestión de práctica. Para 
el segundo pueden darse algunos métodos generales según el tipo de ecuación. 
Estas reglas exigen una labor previa de clasificación de las ecuaciones. 


Ejercicios 


3.1 Si z representa al primero de dos números, e y representa al segundo, escribir 
una ecuación que exprese que la suma de los números es 13. 


3.2 Si z representa al primero de dos números, e y representa al segundo, escribir 
una ecuación que exprese que el primer número es igual al doble del segundo. 
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3.3 Si x representa al primero de dos números, e y representa al segundo, escribir 
una ecuación que exprese que el primero menos el segundo es igual al triple del 
segundo. 


3.4 Si P representa el número de declaraciones de la renta positivas y N representa 
el número de declaraciones negativas, escribir una ecuación que exprese que por cada 
declaración positiva hay cinco declaraciones negativas. 


3.5 Si z representa un número, escribir una ecuación que exprese que el número 
más su mitad más su tercera parte es igual a 110. 


3.6 Si z representa el sueldo de un oficial de primera e y representa el sueldo de 
un oficial de segunda, escribir una ecuación que exprese que el sueldo del oficial de 
segunda es un 12% inferior al sueldo del oficial de primera. 


3.7 Si P es el precio de cierto artículo, escribir una ecuación que exprese que una 
rebaja del 15% en el precio del artículo produce un ahorro en la compra de 12000 
pesetas. 


3.8 Si M es la cantidad mensual que una persona gasta en su manutención y V es 
la cantidad mensual que gasta en vivienda, escribir una ecuación que exprese que 
el gasto en manutención supera en 3000 pesetas al 80% del gasto en vivienda. 


3.9 Si A representa la cantidad de dinero que una persona tiene colocado al 12% 
anual y B representa la cantidad de dinero que tiene colocado al 14% anual, hallar 
la ecuación que expresa que esa persona recibe al año 230 000 pesetas de intereses 
por ambas inversiones. 


3.10 Expresar mediante una ecuación la noticia siguiente: “el número de turistas 
que visitaron nuestro país en 1990 descendió un 4% respecto de 1989: se recibió a 
600000 turistas menos”. 


3.2 Clasificación de las ecuaciones 
Las ecuaciones se clasifican atendiendo a los criterios siguientes: 
1. Según el número de incógnitas que aparecen: una, dos, tres, etc. 


2. Según el mayor exponente al que están elevadas las incógnitas. Este 
número se denomina grado de la ecuación. Las ecuaciones de grado uno 
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se suelen denominar lineales, para los grados restantes se suele hablar de 
ecuaciones de segundo grado, tercer grado, etc. 


Ejemplo 3.3 La ecuación 2? — 42 +2 = 0 tiene una incógnita y es de segundo 
grado, puesto que el mayor exponente de z es 2. 


Ejemplo 3.4 La ecuación z — 2y— 3 = 0 tiene dos incógnitas y grado igual a uno; 
por lo tanto, es una ecuación lineal, 


Ejemplo 3.5 La ecuación 2? —2z = y+1 tiene dos incógnitas y es de tercer grado. 


En ocasiones, un problema conduce a plantear varias ecuaciones que de- 
ben ser satisfechas, a un tiempo, por las soluciones. A estos conjuntos de 
scuaciones que deben verificar, simultáneamente, las incógnitas se denomi- 
nan sistemas de ecuaciones. 


Ejemplo 3.6 El conjunto de dos ecuaciones con dos incógnitas siguiente: 


22 - 3y= 4 
da + 2 = -3 


e dirá sistema de dos ecuaciones con dos incógnilas. 


Ejemplo 3.7 El sistema de ecuaciones: 


tr + 3y = 1 
4d - 2y= 3 
3 - y == -1 


e denominará sistema de tres ecuaciones con dos incógnilas. 


Ejemplo 3.8 El sistema de ecuaciones: 


t+3Yy- z= 1 
de - 2% + 2 = 
3 - y - 4 = -—1 


e denominará sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas. 


Ejercicios 


3.11 ¿De qué grado es la ecuación 2? — 42 +5 = 0? 
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3.12 ¿De qué grado es la ecuación 2? + 3y— 2z = 6? 


+) 


3.3 Soluciones de una ecuación 


3.13 Clasificar el sistema de ecuaciones: 


3 —- 6y — 42 
6r + 2y + 22 


ma 


Resolver una ecuación es hallar los números tales que si reemplazamos por 
ellos las incógnitas se cumple la igualdad de los dos miembros, estos números 
se denominan soluciones de la ecuación. 

De lo anterior se deduce que para comprobar si un número es solución de 
una ecuación debe reemplazarse la incógnita por el número, si la expresión 
numérica que resulte es cierta el número será solución de la ecuación. 


Ejemplo 3.9 El número 3 es solución de la ecuación 27 — 5 = 1, ya que si se 
sustituye z por 3 se cumple la igualdad de los dos miembros: 


Por el contrario, el número 2 no es solución de la ecuación, puesto que si se sustituye 
z por 2 no son iguales los dos miembros 2-2—5=-—1A 1. 


Ejemplo 3.10 El número 2 es solución de la ecuación z?— 4 = 0, puesto que se 
cumple: 
2-4=0 


El número —2 es otra solución de la ecuación, dado que se verifica: 
(2 -4=0 
Sin embargo, 3 no es solución, puesto que se tiene: 


39-4=9-4=5%0 


Ejemplo 3.11 Cada uno de los números 1, 0 y —2 es una solución de la ecuación 
2? + 2? =2x, puesto que se cumple: 


PER=% = 21 
084+02=0 = 2-0 
(28+ (2 =-4 = 2-(-2) 
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Cuando la ecuación tiene más de una incógnita, las soluciones no con- 
sisten en un número sino en varios: tantos como incógnitas haya. En estos 
casos, es preciso escribir de manera ordenada los números que componen la 
solución para saber a qué incógnita corresponden. 


Ejemplo 3.12 La ecuación 3z—2y = 5—2z tiene dos incógnitas z, y. Sus soluciones 
serán pares ordenados de números. Por ejemplo, (1,0). El primer número del par 
es el valor que corresponde a z, y el segundo, el valor que corresponde a y. Para 
comprobar que (1,0) es una solución, se reemplaza en la ecuación z por 1 e y por 
0 y se comprueba que ambos miembros son iguales: 
3.-1-2.0=3=5-2-1 
La expresión par ordenado indica que no es igual (1,0) que (0, 1). En efecto: el par 
(1,0) es solución mientras que (0,1) no es solución, pues, al sustituir z por 0 e y 
por 1, la ecuación no se verifica: 
3-0-2.-1=-2%5=5-2-0 


A menudo, para evitar confusiones en el orden de los números que componen la 
solución se escribe de manera explícita z = 1, y= 0, pero debe entenderse que esta 
expresión de dos valores, uno para cada variable, define una solución de la ecuación. 


Ejemplo 3.13 El par de números z = 1, y = —2 es una solución de la ecuación 
2x + y? = 6, puesto que se tiene: 

2-14+(-2)?=6 
De igual manera puede comprobarse que el par z = 3, y = 0, también es solución. 


Mientras que el par z =2, y= 1, no es solución. 


Ejemplo 3.14 La terna de números z = 1, y=-—2, 2 =-—1 es una solución de la 
ecuación —3z — 2y + 2 =0. En efecto: -3-1-—2-(-2)+ (-1) =0. 


Se llama solución de una ecuación a todo conjunto ordenado de 
números —tantos como incógnitas haya— tales que si se sustituye 


la primera incógnita por el primer número, la segunda por el se- 
gundo, etc., el valor del primer miembro de la ecuación es igual al 
del segundo. 


Por lo que a los sistemas de ecuaciones se refiere, se denomina solución 
de un sistema a un conjunto ordenado de números —tantos como incógnitas 
tenga el sistema— que es solución de todas las ecuaciones del sistema. 
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Ejemplo 3.15 El par de números z = 2, y = —3, es una solución del sistema: 


) 


porque si se reemplaza z por 2 e y por —3 en el sistema, se verifican las dos ecuaciones 
de éste. 


22 + y 
rt + y 


2.2 + (3) = 1 
2 + (3) = -1 
Ejemplo 3.16 La terna de números z = —2, y = 1, 2 = —l, es una solución del 


sistema: 
TA yo sz 


0 
z + 2y 0 
=I4+4Yy+:=-_3 
porque si se reemplaza z por —2, y por 1 y z por —1 en el sistema, se verifican todas 
las ecuaciones de éste. 


1 

mo... 

oo 
A 


Ejercicios 


3.14 ¿Cuáles de los números que siguen son soluciones de la ecuación 2?—524+6= 
07 


r=1 
z=-3 
z=2 
z=3 


3.15 ¿Cuáles de los pares de números que siguen son soluciones de la ecuación 
31 —2y=7? 


2=7/3 y=0 
e= y=1 
s=1 y=-1 
e=3 y=1 


3.16 Indicar, de los pares de números que siguen, 
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3.4 Reglas generales para resolver ecuaciones 


Dos ecuaciones que tienen las mismas soluciones se denominan equivalentes. 
Si se entiende una ecuación como una condición que deben cumplir ciertos 
números, puede decirse que dos ecuaciones equivalentes representan la misma 
condición. 

Por ejemplo, las ecuaciones 22 = 3 y 4x = 6 son equivalentes: es lo 
mismo decir que el doble de un número es 3 que decir que su cuádruple es 6. 
También las ecuaciones 2x + 1 = 5 y 2x = 4 son equivalentes, es lo mismo 
decir que el doble de un número más uno es cinco que, directamente, decir 
que el doble de dicho número es cuatro. 

La resolución de ecuaciones consiste, básicamente, en encontrar otras 
ecuaciones más simples y equivalentes a las dadas; por ello, tienen particu- 
lar importancia las reglas que siguen, ya que permiten obtener ecuaciones 
equivalentes a la dada. 


Regla 1. Si se suma o resta a ambos miembros de una ecuación 
un mismo número o una misma expresión donde intervengan las 
incógnitas de la ecuación, se obtiene una ecuación equivalente. 


Ejemplo 3.17 Si a cada miembro de la ecuación 27 — 3 = 7 se le suma el número 
3, es decir: 
21-34+3=74+3 


se obtiene la ecuación 2x = 10 equivalente a la primera. 


Ejemplo 3.18 Si a cada miembro de la ecuación 22 — 3 = 7 — 2 se le suma la 
expresión 3 + z, es decir: 


(22-3)+(3+2)=(7-2)+(3+2) 
se obtiene la ecuación 3z = 10 equivalente a la primera. 
En particular, si se quiere cambiar de miembro alguno de los términos 
que aparecen en una ecuación, basta con sumar a cada miembro su opuesto. 
Por ejemplo, en la ecuación 21 —3 = 5—3x, para pasar al primer miembro el 


término —3z del segundo se suma su opuesto 3z a cada miembro; así resulta 
la ecuación equivalente 


(27 —3) +32 = (5-32) +32 
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o bien, la ecuación: 
51-3=5 


Este tipo de transformaciones son frecuentes y se resumen en la regla: 


Regla 2. Se puede pasar cualquier término de una ecuación de un 
miembro a otro sin más que cambiarle el signo. 


Ejemplo 3.19 En la ecuación 3z — 8 = 2z + 4, el sumando 2z pasa del segundo 
miembro al primero con signo menos, 


31-8-21=4 


y la ecuación que resulta, z — 8 = 4, es equivalente a la primera. 


Regla 3. Si se multiplican o dividen los dos miembros de una 
ecuación por un mismo número distinto de cero, la ecuación que 
resulta es equivalente a la primera. 


Ejemplo 3.20 Si cada miembro de la ecuación 42 +5 = 2— 6z se multiplica por 
3, 
3(4z + 5) = 3(2— 62) 


la ecuación que resulta, 12z + 15 = 6 — 18x, es equivalente a la primera. 
Ejemplo 3.21 Si cada miembro de la ecuación 18z — 6 = 12 se divide por 6, 
1 1 
¿(8z -6) = 502 


la ecuación que resulta, 3z — 1 = 2, es equivalente a la primera. 


La exigencia de que el número por el que se divida o multiplique cada 
miembro de la ecuación sea distinto de cero es imprescindible. El mal uso 
de la regla tres conduce a “demostraciones” paradójicas. Por ejemplo, si en 
la ecuación: 

22=x 


se divide por z cada miembro, resultará la “paradoja”: 


2=1 
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El error está en que se ha dividido por cero cada miembro, puesto que si 
2x = 2, necesariamente x = 0; luego dividir por x equivale a dividir por 
cero. 


Ejemplo 3.22 Otro ejemplo de las paradojas a que conduce el mal uso de la regla 3 
es el siguiente: 


se parte de la igualdad $ = 
se resta 3? a cada miembro e.y = 
entonces (34+3)8B-3) = 
se divide cada miembro por (3 — 3) 3+3 = 
luego 6 = 


Otra vez el error consiste en dividir por cero. 


3.5 Resolución de las ecuaciones lineales con una 
incógnita 


Para resolver una ecuación lineal con una incógnita se hallará una ecuación 
equivalente de la forma az = b, que se denomina normal. Esto se consigue 
pasando todos los términos donde aparezca la incógnita a un miembro y 
todos los términos numéricos a la otra. Luego se divide cada miembro por 
el coeficiente numérico de la incógnita. Este proceso de aislar una incógnita 
en uno de los miembros de la ecuación se denomina despejar la incógnita. 


Resolución de la ecuación lineal. 
- Sia A 0la ecuación az = b tiene una única solución z = b/a. 
- Sia =0 hay que distinguir dos casos: 


e Sib = 0, hay infinitas soluciones; ya que cualquier 
número z cumple 0-2 =0. 

e Sib A 0, no hay solución; ya que ningún número z 
puede cumplir 0 -z = b. 


Ejemplo 3.23 Resolver la ecuación 42 —2=4-—2z. 


Primero se pasan todos los términos donde esté presente la incógnita al primer 
miembro y todos los términos numéricos al segundo, para ello se emplea la regla 2. 


41+227=4+2 
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Ahora, la ecuación está en forma normal, 6z = 6, y la solución es z = 6/6 


Ejemplo 3.24 Resolver la ecuación 52 +3 = 32 +3. 


Se pasa 3z al primer miembro y 3 al segundo. 
51-32=3-3 
luego 22 = 0, Por lo tanto, z = 0. 


Ejemplo 3.25 Resolver la ecuación 2(31 — 1) +5=1-22+4(1+x). 


2A3r-1)+5 = 1-22+4(1+2) 
61-245 = 1-224+4+4z 
62 +3 54+2z 
61 —2z 5-3 
de = 2 


luego z = 2/4 = 1/2. 
Ejemplo 3.26 Resolver la ecuación: 


Ea z 
a Y 
3+5 1 


Primero se pasa el término 2/4 al primer miembro. 


Luego, se calcula el primer miembro. 


lz 


=11 
12 
Después, se pasa divide cada miembro por 11, 


z 


]=? 


y se multiplica cada miembro por 12. Resulta así x = 12. 
Las ecuaciones lineales de primer orden son el modo natural de plantear 
y resolver el problema de calcular la expresión fraccionaria de un núnero 


dado en forma decimal periódica. 


Ejemplo 3.27 Hallar una expresión fraccionaria del número 1.03. 
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Sizr= 103, al multiplicar por 100 se tiene 1007 = 103.0303.... Si se restan las 
dos ecuaciones, miembro a miembro, resulta 


1007 = 103.0303... 
z 1.0303. 
997 102 


luego z = 102/99. 


Ejemplo 3.28 Hallar una expresión fraccionaria del número 1.031. 


Siz= 1.031, entonces 10z = 10.3131... y 1000z = 1031.3131.... Si se restan 
las dos igualdades, se obtiene 


1000 = 1031.3131... 
10z 10.3131... 
99x = 1021 


luego z = 1021/990. 


Ejercicios 
3.17 Resolver la ecuación: 3(2— 1) +52 +6 =2-7(1—22). 


3.18 Resolver la ecuación: 
+= 909-E 
3 4 


3.19 Resolver la ecuación: 


5(2-3)_52+10 
3. 3 


3.20 Un número, más su mitad, más su tercera parte es igual a 110. ¿Cuál es el 
número? 


3.21 Resolver la ecuación: 


3.22 Si pago 270.000 pesetas por un artículo cuyo precio está rebajado en un 10%, 
¿cuál es su precio sin rebaja? 


3.23 Si me rebajan en un 15% el precio de un artículo, me ahorraré 45 000 pesetas 
respecto del precio original. ¿Cuánto cuesta el artículo rebajado? 
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3.24 Si compro acciones de Colmeneros reunidos S.A. a 1200 pesetas la acción, ¿a 
qué precio debo venderlas para tener un beneficio del 20% del capital invertido? 


3.25 Si el 1.V.A. de los automóviles disminuye del 30% al 15% sin que varíe su 
precio antes de impuestos, ¿cuál será el porcentaje de disminución del precio final? 


3.26 Si el I.V.A. de los automóviles se mantiene en el 30% y su precio antes de 
impuestos aumenta en un 10%, ¿cuál será el porcentaje de aumento del precio final? 


3.6 Resolución de sistemas de ecuaciones lineales 


3.6.1 Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas 


z—4y= 6 
y = 2 


se resuelve de un plumazo; por la segunda ecuación y = 2; si se reemplaza 
este valor en la primera, resulta z — 8 = 6; esto es, z = 14. 
¡Ah, si todos los sistemas de ecuaciones fueran así, qué fáciles serían las 
Matemáticas!; pero, ¿por qué no han de ser así de fáciles todos los sistemas? 
Pongamos uno que parece más complicado, por ejemplo: 


zz 2y= 5 
3 y= 10 
Si en la primera ecuación se pasa el término 2y al segundo miembro, resultará 


zx = 5+2y. Ahora, se reemplaza z en la segunda ecuación por su valor 
equivalente 5 + 2y y resulta el sistema equivalente: 


zz 2y= 5 
15+6y - y = 10 


El sistema de ecuaciones: 


o bien, el sistema: 


z-?2%y= 5 

5y = -5 
que también se resuelve de inmediato; de la segunda ecuación se obtiene 
y = —1 y, al sustituir este valor en la primera, se tiene +2 = 5; por lo cual 


x= 3. Así pues, la solución es: 


z=3, y=-1 
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Este procedimiento para resolver sistemas de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas se suele denominar método de sustitución. 


Método de sustitución. En la primera ecuación se despeja una 
incógnita en función de la otra, este valor se sustituye en la segunda 
ecuación que, ahora, tendrá una única incógnita. 


Ejemplo 3.29 Resolver el sistema: 
t4+4y=4 
zz y=3 

En la primera ecuación se despeja z, 


z=4-y 


este valor se sustituye en la segunda, 


4-y-y=3 
es decir: 
-2y =-1 
Por lo tanto, y = —1/—2= 1/2. Ahora, si se reemplaza este valor en la primera 
ecuación, resulta: 
+ de 4 
¿= 
por lo cual, x =4-— 1/2=7/2. Así pues, la solución es: 
_1 | 
*= > y= 3 
Ejemplo 3.30 Resolver el sistema: 
22 + 3y = 1 
z-4y= 6 


La picardía es útil para resolver sistemas de ecuaciones. Se ha aconsejado despejar 
una incógnita en la primera ecuación pero, a veces, si resulta más simple despejar 
en la segunda ecuación, debe aprovecharse esta facilidad. La norma no es inflexible, 
ya que si se invierte el orden de las ecuaciones 


' 
a 


z — 4y 
22 + 3y 


154 Capítulo 3. Ecuaciones 


se tiene el mismo sistema. Así pues, lo mismo es despejar de la primera y sustituir 
en la segunda como despejar en la segunda y sustituir en la primera. 


En este ejemplo resulta más simple despejar z en la ecuación z — 4y = 6; así, 
se tiene: 
2=4y+6 


Al reemplazar este valor en la otra ecuación, resulta: 
24y+6)+3y=1 


esto es, 11y+ 12= 1, o bien, 11y = —11; por lo cual y = —1. Si se reemplaza este 
valor en la primera ecuación, resulta 22 — 3 = 1, de donde zx = 2. La solución es: 
2=2y=-l. 


El método de sustitución permite resolver cualquier sistema de ecuaciones 
pero no es siempre el más simple. En la práctica, según cual sea el problema 
concreto son preferibles unos métodos a otros. La habilidad para resolver 
sistemas de ecuaciones, como tantas otras habilidades, se adquiere con la 
práctica de resolver ejercicios. 


3.6.2 Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas 


El método de sustitución, que se ha empleado con los sistemas de dos ecua- 
ciones con dos incógnitas, también permite resolver los de tres ecuaciones y 
tres incógnitas. Los pasos a seguir son: 


1. Despejar una incógnita, por ejemplo zx, en una de las ecuaciones. 


2. Sustituir esa expresión en las restantes ecuaciones; se llegará a un 
sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, que ya se sabe resolver, 


Ejemplo 3.31 Resolver el sistema: 


c+ y -z2= 3 
+ 2% -2z=4 
y +z=4 


En la primera ecuación se despeja x; resulta: 
=3-y+z 


Ahora, se sustituye esta expresión en las dos ecuaciones restantes. En este sistema 
basta sustituir en la segunda ecuación, puesto que la tercera no tiene términos en 
zx; resulta así, el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas: 


3y+z + y - 2 = 4 
Yy+z=4 
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o bien, si se agrupan los términos, resulta el sistema: 


y= 1 
y + 2= 4 


En general, se resolverá por sustitución el sistema que resulte; en este caso se 
precisan más cálculos: de la primera ecuación se tiene y = 1; al sustituir este valor 
en la segunda, se tiene z = 1 y, si se reemplazan estos valores en la expresión: 


t=3-y+z 


se tendrá 7 = 3. 


Ejemplo 3.32 Resolver el sistema: 


ze+4 2y- 2= 1 
21 + 3y - 2: = 3 
r—4gy+ 2= -1 
Primero, se despeja x en la primera ecuación; se tendrá: 
r=1-2y+2 
luego, se reemplaza esta expresión en las restantes ecuaciones: 
Al-2Y+2) + 3y - 2 = 3 
l-2y+z —- 4y + 2 = —1 
y, tras agrupar los términos, resulta: 
—y = 1 
by + 2%= 2 
Ahora, se resuelve este sistema para calcular y y z. De la primera ecuación, y = —1; 
al sustituir este valor en la segunda, resulta 2 = —4 y, si se reemplazan ambos valores 
en la ecuación x= 1 — 2y+ 2, se tiene z =-—1. 


Como se anticipó en el apartado anterior, el método de sustitución no 
siempre es el procedimiento más simple para resolver un sistema de ecua- 
ciones. En ocasiones, interesa reemplazar algunas ecuaciones por otras más 
sencillas; esto puede hacerse siempre que la ecuación que se introduzca sea 
equivalente a la suprimida. La aplicación sistemática de estas simplifica- 
ciones se suele denominar método de eliminación, ya que trata de eliminar 
variables. Por ejemplo, para resolver el sistema: 


t+ y+2= 12 
=.+ y+ 2 = 18 
4 %Y-zm 4 
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se puede sumar a la segunda ecuación la primera; el sistema que resulte será 
equivalente al primero y tendrá una segunda ecuación sin término en 2. 


+ y+ z = 12 
2y + 2z 30 
z+%y- 2z= 4 


A continuación, con la intención de eliminar el término en z de la tercera 
ecuación, se resta a la tercera ecuación la primera. 


z+ y+ z= 12 
2y + 22 = 30 
yo?%=-—8 


El resultado de estos dos pasos ha sido eliminar la incógnita z de las dos 
últimas ecuaciones. Este proceso puede repetirse eliminando la segunda 
incógnita y de la tercera ecuación. Para ello, se multiplica por 2 la tercera 
ecuación; resulta así: 


TA Y+ 2 = 12 
y + 2 = 30 
2y - 4z = -16 


y, luego, se resta a la tercera la segunda; se obtendrá: 


T+ y+ 2z= 12 
y + 22 = 30 
- 67 = -46 


De la tercera ecuación, se tiene  = 23/3; al sustituir este valor en la segunda, 
resulta y = 22/3 y, por último, al sustituir los dos valores anteriores en la 
primera se obtiene z = —3. 


Método de eliminación. Consiste en eliminar la primera incóg- 
nita de las dos últimas ecuaciones y la segunda incógnita de la 
tercera, mediante sumas o restas de ecuaciones convenientemente 
multiplicadas por números. 


En la práctica, lo habitual es emplear una combinación de ambos méto- 
dos. Por ejemplo, se elimina z de las dos últimas ecuaciones y se resuelven 
éstas por el método de sustitución. 
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Ejemplo 3.33 Resolver el sistema 


zz - y + 2o= 6 
rt + yo z 
22 + y + 2 


Si se emplea el método de eliminación, para eliminar la z de la segunda ecuación 
se resta a la segunda ecuación la primera y, para eliminar 2z de la tercera se resta 
dos veces la primera. El resultado de estas transformaciones será: 


zz - y + 2 = 6 
dy - 32 = -—7 
9% - 32 = -12 


La tercera ecuación tiene todos sus coeficientes múltiplos de 3, conviene simplifi- 
carla, entonces el sistema será: 


r-3y+2i= 6 
4y - 3 = —7 
y -—- 2z= 4 


Ahora surge el conflicto: es evidente que para eliminar 3y de la tercera ecuación 
debe emplearse tan sólo la segunda, pues si se emplea la primera volverán a aparecer 
términos en z. Esto exigiría restar a la tercera la segunda multiplicada por 3/4, 
lo que tiene el inconveniente de trabajar con fracciones. A fin de evitar esto se 
transforman las ecuaciones segunda y tercera multiplicando la segunda por 3 y la 
tercera por 4. 


zz —- 3y + 22 6 
12y — 92 -21 
y — 4z = -—16 
Ahora se resta a la tercera ecuación la segunda. 
rr 3y+2o= 6 
l2y — 9z -21 
52 = 5 
La solución es inmediata. De la tercera ecuación se tiene z = 1, al sustituir en la 
segunda este valor resulta y = —1, y al reemplazar ambos valores en la primera se 
tiene 7 = 1. 
Ejercicios 


3.27 Resolver el sistema: 


2484 
l+ 


ee 
mn 
Na 

=-_ 
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3.28 


3.29 


3.30 


3.31 


3.32 


3.33 


3.34 


3.35 


3.36 


3.37 


Resolver el sistema: 


2x 
2z 

Resolver el sistema: 
2a 
5z 

Resolver el sistema: 
z 
6z 

Resolver el sistema: 
e 
3z 

Resolver el sistema: 
z 
2r 

Resolver el sistema: 

2x 


Resolver el sistema: 


3y 
3y 


"o 


"ou 


mu 


Sia=3b—1,2b=5-—2c y 3c+ 1=5-c, calcular a, b y c. 


Resolver el sistema de ecuaciones: 


3, + 4za 
11 + 22 
211 — 


Resolver el sistema de ecuaciones: 


mn + 
4 + 22 
Y 


212 


E 


+ 


523 
+ 223 
Ta 


T3 
+ 23 
z3 


A] 
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3.38 Resolver el sistema de ecuaciones: 


z - 2 = 2-23) 
za - 2. = 2% 
zm + 4 = 27m 


3.39 Resolver el sistema de ecuaciones: 


Li —- Za = -—3 
la -t= 3 
EN + zm = —<4 


3.40 La edad de un padre es hoy siete veces mayor que la de su hijo y, dentro de 
diez años, será tres veces mayor. Hallar sus edades respectivas. 


Cuestiones de repaso 


3.1 La ecuación az =0: 

a) Tiene una solución. 

b) No tiene solución. 

e) El número de soluciones depende de a. 
3.2 La ecuación z+b= 0: 

a) Tiene una única solución. 

b) No tiene solución. 

c) Puede tener varias soluciones. 
3.3 La ecuación az = 1: 

a) Tiene una única solución. 

b) No tiene solución. 

c) El número de soluciones depende de a. 


3.4 Si don Menudo engordara 6 kilos, pesaría un 15% más de lo que pesa actual- 
mente. ¿Cuál es su peso actual? 


a) 60 kilos. 
b) 50 kilos. 
e) 40 kilos. 


3.5 Si un dólar vale 108 pesetas y 160 yenes japoneses valen un dólar, ¿cuántas 
pesetas son 100 yenes? 


a) 67.5 pesetas. 
b) 72 pesetas. 
e) 120.75 pesetas. 
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3.6 Si a don Bienpagado le aumentaran el sueldo un 7%, ganaría 31500 pesetas 
más que ahora. ¿Cuánto gana actualmente? 


a) 350000 pesetas. 
b) 550000 pesetas. 
c) 450000 pesetas. 


3.7 El depósito de gasolina de un vehículo está lleno hasta 1/5 de su capacidad, 
se añaden 26 litros de gasolina y todavía tiene vacías las 2/9 partes. ¿Cuál es la 
capacidad del depósito? 


a) 40 litros. 
b) 45 litros. 
c) 50 litros. 


3.8 Si A es el precio de un ordenador y B el precio de una impresora, ¿cuál de las 
ecuaciones siguientes expresa la condición: “el precio de tres impresoras rebajado 
en un 10% es igual al del ordenador rebajado en un 20%.”? 


a) 084 =2.7B 
b) 3-0.1B=0.24 
e) 29B=0.8A 


3.9 Si C es el precio de un automóvil modelo Corremasquenadie y M es el precio 
de un auto modelo Tortuga, ¿cuál de las fórmulas que siguen expresa que un coche 
Corremasquenadie cuesta 100.000 pesetas más que dos coches modelo Tortuga? 


a) 1C=M +50000 
b) C + 100000 =2M 
c) C=2(M + 100000) 


3.10 Si C es el precio de coste y V el precio de venta de un artículo, la condición: 
“el precio de venta es igual al doble del precio de coste más el impuesto del 12% 
sobre el precio de coste”, se traduce en la ecuación: 


a) V=2C+0.12 
b) V =2.120 
€) V-2C=0.12V 
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.11 Una tienda de ropa compra unas chaquetas a 6000 pesetas, y las vende en una 
antidad tal que le produzca un 40% de beneficio sobre el precio de venta. ¿Cuál 
s el precio de venta? 


a) 10000 pesetas. 
b) 8400 pesetas. 
c) 6400 pesetas. 


,12 Si a y b son números, ¿cuál de las ecuaciones que siguen expresa que el doble 
e a es igual a la tercera parte de b más uno? 


a) 6a=b+1 
b) 6a-3=b 
c) 2a=3b+1 


.13 Si C es la cuota íntegra, R la suma de retenciones a cuenta, D la suma 
e deducciones de la cuota y P el total a pagar, ¿cuál de las ecuaciones que siguen 
xpresa que: el total a pagar es igual a la cuota íntegra menos la suma de retenciones 
cuenta y menos la suma de las deducciones de la cuota? 


a) P=C+R4+D 

b) C=P+R4D 

ce) P=R+D-C 
.14 Un comerciante compra un artículo por 100 pesetas. ¿A qué precio debe 
enderlo si desea obtener un beneficio del 20% sobre el precio de venta? 

a) A 120 pesetas. 

b) A 125 pesetas. 

c) A 130 pesetas. 


15 Si (xo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


:) 


5z — 3y 
z + 2y 


Intonces zp es igual a: 
a) 2 
b) 3 
c) 4 
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3.16 Si (zo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


Tr + 3y 
JB + y 


0) 
16 
Entonces zo - yo es igual a: 

a) -21 

b) 21 

e) 7 


3.17 Si (xo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


212 — 5y 
-6r + 4y 


2) 
2 
Entonces zp — yo es igual a: 

a) 1 

b) 0 

e) 1 


3.18 Si (xo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


3 + y = 2? 
2 - y = 2 
Entonces 227 — 3yo es igual a: 
a) 2 
b) 0 
e) 21/11 


3.19 Si (xo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


Tr + 3y = 5) 
t-Yy=-—_3 
Entonces: 
a) zo>yo 
b) zo = Yo 


c) zo< Yo 
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3.20 Si (zo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


+ y= 1/2 ) 
22 + y = 3/4 
Entonces 3z0 + 2yo es igual a: 
a) 3/2 
b) 3/4 
c) 5/4 


3.21 Si (zo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


hi2) 
3 +3 = 1 
Entonces yo es igual a: 
a) 1/2 
b) 1/4 
e) 2 


3.22. Si (zo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


32 + 6y = 2432 ) 
je+ y= 3 
Entonces: 
a) to= 4Y 
b) 4x0 = yo 
c) 220 = 3Yo 


3.23 Si (xo, yo) es la solución del sistema de ecuaciones: 


21 - y 
-12 + 3y 


2) 


Entonces zo + yo es igual a: 
a) l 
b) 2 
ce) 3 
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3.24 Si (zo, Yo, 20) es la solución del sistema de ecuaciones: 


z+y = 142 
y+z= z 
T+2 = y+z 
se tiene: 
a) 1o=0 
b) yw=0 
c) z=0 


3.25 Si (zo, Yo, 20) es la solución del sistema de ecuaciones: 


co E E 5 
2 -Y+ z 1 
y-—?2%=0 
se tiene: 
a) zo=1 
b) yo =2 
e) zo =2 


3.26 Si (zo, yo, 20) es la solución del sistema de ecuaciones: 


2 - y+ 2% = -1 
lr + 2 34+2%= 0 
lr + Y - 2z= 8 


se tiene: 
a) zo>Yy > 
b) yo > zo > zo 
c) 20 >yYo > Zo 
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3.27 Si (Zo, Yo, 20) es la solución del sistema de ecuaciones: 


r—-3Yy+2li= 6 
nz + y 2z= -1 
+ y+ z2= 0 
se tiene: 
a) zo=Y 
D) Yo = 0 
c) zo = 20 


3.28 A una fiesta asistieron 25 personas. Una mujer Ana, bailó con seis hombres; 
otra, Alicia bailó con siete hombres y así hasta la última mujer, Begoña, que bailó 
con todos los hombres que había en la fiesta. ¿Cuántos hombres había en la fiesta? 


a) 10 
b) 15 
e) 12 


3.29 Un padre tiene 35 años y su hijo 5. ¿Al cabo de cuántos años será la edad 
del padre tres veces mayor que la edad del hijo? 


a) Al cabo de 10 años. 
b) Al cabo de 15 años. 
e) Al cabo de 45 años. 


3.30 Si (21,22, 23) es la solución del sistema de ecuaciones lineales 


1 + 2 + 23 0 
221 + 322 + 23 -1 
- 1 - la + 2x3 = 6 
se cumple: 
a) 13=-221 


b) 1; -12=x23 


c) 12=23 


168 Capítulo 3. Ecuaciones 


3.31 Si (7,,72,23) es la solución del sistema de ecuaciones 


ley - 2 + 27m = 2 
211 —- 3 + 23 = 1 
211 + 222 + 33 = 6 


se cumple: 
a) 1,>22>23 
b) 23>2>21 


Cc) 12>23>21 


3.32 A las nueve de la mañana sale de cierto lugar un caminante que anda a razón 
de 4 kilómetros cada hora. A las once y media de la mañana sale en su persecución 
un ciclista que rueda a razón de 24 kilómetros cada hora. ¿A qué hora le alcanzará? 


a) A las doce de la mañana. 
b) A las doce y media de la mañana. 


c) A la una de la mañana. 


3.33 Un objeto se vende en 50600 pesetas. Si el precio de venta resulta de aumentar 
el precio de coste en un 10% de beneficio y, a continuación, incrementar el precio 
resultante en un 15% de impuestos, ¿cuál es el beneficio que produce su venta? 


a) 6600 pesetas. 
b) 4000 pesetas. 
c) 5000 pesetas. 


3.34 ¿En qué instante, entre la una y las dos, coinciden las dos manecillas del 
reloj? 


a) A la una y 60/9 minutos. 
b) A la una y 30/4 minutos. 
c) A la una y 60/11 minutos. 


Cuestiones de repaso 169 


3.35 El servicio de limpieza de unos grandes almacenes dispone de tres modelos 
de máquinas abrillantadoras. Si trabajan juntas una máquina de cada modelo, se 
tarda 2 horas en hacer el trabajo. Si funcionan juntas una del segundo modelo y 
dos del tercero, se tarda 3 horas. Si funcionan juntas una del primer modelo y tres 
del tercero, se tarda 2 horas. ¿cuánto tiempo tardarán dos máquinas del primer 
modelo en hacer todo el trabajo? 


a) Dos horas. 
b) Tres horas. 


c) Cuatro horas. 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 3.1 El primero (x) más (+) el segundo (y) es igual (=) a 13. Es 
decir, 2 + y = 13. 


Ejercicio 3.2 El primero (x) es igual (=) al doble del segundo (2y). Es 
decir, 1 = 2y. 


Ejercicio 3.3 El primero (x) menos (—) el segundo (y) es igual (=) al triple 
lel segundo (3y). Es decir, z — y = 3y 


Ejercicio 3.4 La condición equivale a decir que el número N de decla- 
'aciones negativas es cinco veces mayor que el número P de declaraciones 
ositivas. La ecuación que traduce esta condición es N = 5P. 


Ejercicio 3.5 El número (2) más (+) su mitad (2/2) más (+) su tercera 
arte (1/3) es igual (=) a 110. La ecuación que traduce esta condición es 
+ 542 =110. 


¿jercicio 3.6 El sueldo del oficial de segunda (y) es igual al del oficial de 
rimera (1) menos el 12% del sueldo de éste (122/100). La ecuación que 
raduce esta condición es y = z — 0.12z = 0.882. 


Ijercicio 3.7 Una rebaja del 15% sobre el precio del artículo (15P/100) es 
gual a (=) 12000 pesetas. La ecuación que lo traduce es 0.15P = 12000. 
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Ejercicio 3.8 El gasto en manutención (M) es igual (=) a 3000 pesetas 
(3000) más (+) que el 80% del gasto en vivienda (0.8/). La ecuación que 
lo traduce es M = 3000 + 0.8V. 


Ejercicio 3.9 El interés que percibe por la primera inversión (0.124) más 
(+) el interés que percibe por la segunda (0.14B) es igual (=) a 230000 
pesetas. La ecuación que traduce esta condición es 0.124 +0.14B = 230000. 


Ejercicio 3.10 El texto expresa dos condiciones, cada una de ellas debe 
traducirse por una ecuación. Si Tj9g9 y Tig90 son, respectivamente, los 
números de turistas de los años 1989 y 1990. La condición “el número de 
turistas que visitaron nuestro país en 1990 descendió en un 4% respecto de 
1989” se traduce por Ti990 = T19g9 — 0.04T1989, es decir Ti990 = 0.96T1989- 
La información adicional “se recibió a 600000 turistas menos” se traduce por 
0.04T1989 = 600000. 


Ejercicio 3.11 El mayor exponente de la incógnita es dos: es una ecuación 
de grado 2, o de segundo grado. 


Ejercicio 3.12 El mayor exponente de las incógnitas es dos: es una ecuación 
de grado 2 o de segundo grado. 


Ejercicio 3.13 Es un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas. 


Ejercicio 3.14 El número 1 no es solución, puesto que 
P-5.14+6%0 

El número 2 sí es solución, ya que 
2-5-246=0 


De manera análoga se comprueba que —3 no es solución y que 3 sí es solución. 
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)jercicio 3.15 El par z = 7/3, y = 0 sí es solución, ya que 
7 
=20= 
3 3 7 


] par x= 1, y= 1 no es solución, ya que 
3-1-2.1=1H47 


Je manera semejante se comprueba que el par z = 1, y = —1 no es solución 
que el par x= 3, y= 1 sí es solución. 


¿jercicio 3.16 El par z = 1, y = 2 no es solución, ya que 


14 2.2 = 5 
l- 2= -1%2 


)bsérvese que z = 1, y = 2 cumple la primera ecuación pero no cumple la 
egunda. Para que un par sea solución del sistema debe cumplir todas las 
'cuaciones. 


El par z = 3, y = 1 sí es solución del sistema. En efecto, se tiene: 


34 2:1=5 
3 - 1=2 


juego se cumplen las dos ecuaciones del sistema. 


De forma semejante se comprueba que el par z = 2, y = 2 no es solución 
lel sistema. 


Ejercicio 3.17 Primero se calculan los paréntesis 
3x-34+5174+6=2-7+ l4z 
uego se agrupan los términos en x de cada miembro 
814+3=141-5 


lespués se pasa el término 8z del primer miembro al segundo, y el término 
-5 del segundo al primero 
8 = 62 
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La solución es z = 8/6 = 4/3. 


Ejercicio 3.18 Primero se reduce a denominador común. 


127 +82 _ 34892 


12 12 


luego se simplifica el denominador; esta operación equivale a multiplicar por 
12 cada miembro. 
127 + 82 = 348 — 9z 


Después se pasa el término —9z del segundo miembro al primero. 
12x + 8x + 97 = 297 = 348 


Ahora la solución es inmediata: z = 348/29 = 12. 


Ejercicio 3.19 Primero se reduce a denominador común. 


10(2—3) _ 152430 
6 2.6 


luego se simplifican los denominadores. 

10(x — 3) = 152 + 30 
Ahora se calcula el paréntesis. 

107 — 30 = 152 +30 


Luego se pasa el término 10x del primer miembro al segundo, y el término 
30 del segundo al primero. 
60 = 5x 


La solución es z = —-60/5 = —12. 


Ejercicio 3.20 Llámese z al número desconocido que se quiere calcular. La 
condición que debe cumplir es: el número (2) más su mitad (+x/2) más su 
tercera parte (+2/3) es igual a 110. Esta condición se traduce en la ecuación: 


ez 
2+3+3=110 
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Ahora se resuelve la ecuación de forma semejante a los ejercicios anteriores. 
Primero se reduce a denominador común 


6 3, 2z llz 
AJA NA 


Luego se pasa el denominador 6 del primer miembro al segundo miembro 
(pasará al numerador del segundo miembro). 


lx =6-110 


La solución es z = (6 -110)/11 = 60. 


Ejercicio 3.21 Primero se reduce a denominador común. 


6 1_4-20% 


8 8. 8 


Luego se simplifican los denominadores. 
61 —1=4-20% 


Después se pasa el término 20x del segundo miembro al primero, y el término 
—1 del primero al segundo. 
26x7=5 


La solución es z = 5/26. 


Ejercicio 3.22 Llámese x al precio del artículo sin la rebaja. Un descuento 
del 10% sobre el precio x es igual a 0.1z pesetas. El precio a pagar, después 
de la rebaja será: 


precio original — rebaja = x — 0.1x = 0.92 


Luego la condición del problema es que el precio después de la rebaja (0.91) 
es igual a 270000 pesetas; esto es 


0.97 = 270000 


Por lo tanto, z = 270000/0.9 = 300000 pesetas. 


176 Capítulo 3. Ecuaciones 


Ejercicio 3.23 Llámese x al precio antes de la rebaja. Un descuento del 15% 
respecto de este precio supone 0.15x pesetas. La condición del enunciado 
afirma que el descuento es igual a 45000 pesetas, luego 


0.157 = 45000 


por lo cual, z = 45000/0.15 = 300000 pesetas. El artículo rebajado costará 
300000 — 45000 = 255000 pesetas. 


Ejercicio 3.24 El 20% del precio de compra de cada acción es igual a 
0.2 x 1200 = 240 pesetas. Para obtener un beneficio del 20% sobre el precio 
de compra debo venderlas a 1200 + 240 = 1440 pesetas. 


Ejercicio 3.25 Llámese C' al precio que marca el fabricante, esto es, antes 

de pagar el 1.V.A.; cuando el impuesto es del 30% el precio final será: 
precio de fábrica + 1.V.A. = precio de fábrica + 30% del precio de fábrica 

C+0.30C 

1.30C 


Si el impuesto baja al 15% y el precio de fábrica no se altera, el precio final 
será: 

precio de fábrica + 1.V.A. = precio de fábrica + 15% del precio de fábrica 
C+0.15C 
= 1.15C 


'" 


Luego la disminución del precio final es 1.300€ — 1.15C = 0.15C. Por lo 
tanto, el porcentaje de disminución respecto del precio anterior es igual a: 


0.15C 
30 100% = ¡zp 5 -100% 


Es decir, aproximadamente, de un 11.53%. 


Ejercicio 3.26 Llámese C al precio de fábrica (antes de pagar el 1.V.A.) 
antes de la subida. El precio final será: 


precio de fábrica + 1.V.A. = precio de fábrica + 30% del precio de fábrica 
C+0.300 
1.30C 
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Cuando el precio de fábrica sube un 10%, el coche pasa de costar C' a costar 
40.10€ = 1.10C; el impuesto que hay que pagar ahora es el 30% del nuevo 
recio, luego será 0.30 - 1.10C. Por lo tanto, el nuevo precio final será: 


precio de fábrica + 1.V.A. = precio de fábrica + 30% del precio de fábrica 
1.10C + 0.30 -1.10C 
1.430 


Luego el incremento del precio final es 1.430 — 1.300 = 0.130, que en 
sorcentaje será: 
incremento 0.13C 

—_—_—_—_—_— + 100% = ——=+* =1 

precio anterior ee 1.300 100:0:="10% 
ya consecuencia de los ejercicios 3.25 y 3.26 es clara: si se mantiene el precio 
le fábrica de los automóviles y se rebaja el impuesto, el porcentaje de rebaja 
obre el precio final (lo que realmente nos cuesta la compra) es inferior al 
orcentaje de rebaja del impuesto. Si se mantiene el tipo del impuesto y se 
ebaja (o se sube) el precio de fábrica, el porcentaje de rebaja (o de aumento) 
lel precio final es exactamente igual al del precio de fábrica. 


ajercicio 3.27 De la segunda ecuación se tiene z = y + 2; si se reemplaza 
n la primera ecuación, resulta el sistema equivalente: 


2y = 2 
to y-= 2 
le la primera ecuación se tiene y = 1; al reemplazar este valor en la segunda, 
esulta z = 3. La solución es z=3,y= 1. 


ejercicio 3.28 Si a la segunda ecuación se le suma la primera, resulta el 


istema equivalente: 
22 + 3y = 2 
4z = 2 


Je la segunda ecuación se tiene x = 2/4= 1/2. Si se sustituye en la primera 
esulta: 


14+3y=2 
uego 3y = 1; por lo tanto, y = 1/3. La solución es 2 = 1/2, y = 1/3. 
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Ejercicio 3.29 De la segunda ecuación se tiene y = 52 — 3. Si se reemplaza 
en la primera, se tiene: 


21 + 3(51-—3) 
5 - y 


17z = 18 
5er y= 3 
De la primera ecuación se tiene z = 18/17. Al sustituir en la segunda resulta 
5-18/17— y = 3, es decir, y = 39/17. La solución es z = 18/17, y = 39/17. 


"ou 
mo 
=_—_— 


es decir 


Ejercicio 3.30 De la primera ecuación se tiene z = 9 — 3y; si se sustituye 
en la segunda ecuación, resulta el sistema equivalente: 


T+4+ 3y=09 
6(9-3y) + 3y = 3 
es decir 
+ 3y = 9 
-= ly = -51 


De la segunda ecuación se tiene y = (-51)/(-15) = 51/15 = 17/5. Al 
sustituir en la primera resulta: 


17 
2+ip =9 
Por lo cual, x = —6/5. La solución es z =-—6/5, y = 17/5. 


Ejercicio 3.31 De la primera ecuación se tiene y = 1 — x. Si se reemplaza 
esta expresión en la segunda ecuación, resulta: 


32-21-2)=3 


luego 5x — 2 = 3, por lo cual, z = 1. Al sustituir este valor en la primera 
ecuación se obtiene y = 0. 
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Ejercicio 3.32 Si se resta a la segunda ecuación la primera multiplicada 
por 2, se obtiene el sistema equivalente 


+ y= 1 
= 5y = 1 


De la segunda ecuación resulta y = —1/5. Al reemplazar este valor en la 
primera, se obtiene x = 6/5. 


Ejercicio 3.33 El sistema, escrito en la forma normal, es igual a 


22 + y == -1 
21 - 5y= 3 
Ahora, si se suma a la segunda ecuación la primera, resultará el sistema 
equivalente 
22 + y =1 
= dy = 2 
De la segunda ecuación se tiene y = —1/2; al reemplazar en la primera, se 


obtiene x= 1/4. 


Ejercicio 3.34 Si se resta a la segunda ecuación la primera multiplicada 


por 2, se obtiene 
ary=> 1 
0 = -1 


La segunda ecuación es imposible; esto indica que el sistema no tiene solu- 
ción. Las dos ecuaciones del sistema expresan condiciones que son incompa- 
tibles: no puede haber un par de números z, y tales que, simultáneamente, 
se cumpla 2 +y= 1 y 274 2y= 1. Este ejemplo muestra que no todos los 
sistemas de ecuaciones lineales tienen solución. 


Ejercicio 3.35 Si se escribe el sistema en forma normal se tiene: 


a — 3b = -1 
2b + 2c 5 
do = 4 
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de la tercera ecuación se tiene e = 1; si se reemplaza en la segunda, se 
obtendrá b = 3/2; si se sustituye el valor de b en la primera, se tiene a = 7/2. 
La solución es a = 7/2,b=3/2,c=1. 


Ejercicio 3.36 A la primera ecuación se le resta tres veces la segunda; se 
tiene así un sistema equivalente: 


- 2r - llxia = 13 
Tm + 2% + 23 =-5 
271 - 21 - tg = 1 


luego, a la tercera ecuación se le resta dos veces la segunda; se tiene así: 


- 2% - llim = 13 
1 + 22 4 23 = -5 
- 6x2 —- 513 = 11 


si se cambian de orden la primera y la segunda ecuaciones, resulta 


11 + 22 + 23 = -5 
- 21% —- llia = 13 
= 6x2 - 513 = 1l 


Ahora se resta a la tercera ecuación tres veces la segunda; resultará 


11 + 22 + 23 = -5 
- 29 —- lla = 13 
2813 = -28 
de la tercera ecuación se tiene 13 = —1; si se sustituye este valor en la 
segunda, se obtiene z3 = —1. Por último, si se reemplazan esos valores en 
la primera, se tiene 2, = —1. La solución es 2, = —1, 17 = —1,13=-—l. 


Ejercicio 3.37 A la segunda ecuación se le resta cuatro veces la primera; 
resulta 
q +4 2%2+ 2z-= 0 
- 213 —- 213 
-1 - ¿+ 2% = 6 


$" 
U 
N 
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uego, a la tercera se le suma la primera; se tiene así: 


1+ 2m4+ x= 0 
- 213 —- 23 = -2 
23 = 6 


Je la tercera ecuación se obtiene 13 = 3; si se reemplaza este valor en la 
egunda, se tendrá 17 = —2. Por último, sustituyendo ambos valores en la 
rimera, resulta 2, = —1. La solución es 2, = —1, 13 =-2, 23= 3. 


¡jercicio 3.38 Primero se ordena el sistema 
Ti - 32 + 213 = 0 


- 4-2 4+ 23 
Tr - T3 


uego, se suma a la segunda ecuación la primera. 


1 —- 32 + 2x3 = 0 
- 52 + 33= 0 
T -—- l= -—4 


Jespués se suma a la segunda ecuación cinco veces la tercera. 


LT — 323 + 213 = 0 
- 23 = -20 
q mqgz=-= -—4 


Je la segunda ecuación se tiene 23 = 10; si se reemplaza este valor en la 
ercera, se tiene 22 = 6; por último se sustituyen los dos valores en la primera 
resulta x, = —2. La solución es 2, = —2, 22 = 6, 13 = 10. 


¿jercicio 3.39 Este es un ejemplo de cómo, en función del problema, pueden 
arse soluciones muy simples. Si se suman las tres ecuaciones del sistema, 
esulta: 


22, =-4 
1ego 21 = —2. Si se reemplaza este valor en la primera ecuación, resulta 
2 = 1. Si se reemplaza z, = —2 en la tercera ecuación, resulta 13 = —2. 


2. 


a solución es 21 =-—2,13=1,13= 
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Ejercicio 3.40 Llámese z a la edad del hijo e y a la del padre. Actualmente, 
la edad del padre es siete veces la del hijo; esto se traduce en la ecuación: 


y=7z 


y, dentro de diez años (es decir, cuando el padre tenga y + 10 años y el hijo 
z +10 años), la edad del padre será tres veces la del hijo; esto se traduce en 
la ecuación: 


y+10=3(7+10) 


Una vez planteado, resta resolver el sistema 
y Tre= 0 
y- 3 = 2 
De la primera ecuación se tiene y = 7x; si se reemplaza en la segunda, resulta 


4x = 20; esto es x = 5. Si se sustituye este valor en la primera, se obtiene 
y = 35. Luego las edades son 35 y 5 años, respectivamente. 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 3.1 La respuesta correcta es c. El número de soluciones de la 
ecuación depende del valor de a; si a A 0, tiene una única solución, que 
es x = 0; si a =0, tiene infinitas soluciones ya que cualquier número (2) 
multiplicado por cero (a) es igual a cero. 


Cuestión 3.2 La respuesta correcta es a. Cualquiera que sea el número b 
esta ecuación tiene una única solución, que es z = —b. 


Cuestión 3.3 La respuesta correcta es c. El número de soluciones depende 
del valor de a; si a 4 0, tiene una única solución, z = 1/a; si a= 0, no tiene 
solución ya que ningún número multiplicado por cero es igual a uno. 


Cuestión 3.4 La respuesta correcta es c. Llámese x al peso actual de don 
Menudo. Si engordara 6 kilos pesaría un 15% más, luego 6 kilos es el 15% 
de su peso actual, es decir 

6 =0.15% 
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de donde zx = 6/0.15 = 40 kilos. 


Cuestión 3.5 La respuesta correcta es a. Como 160 yenes valen un dólar, 
valdrán 108 pesetas; luego 100 yenes valen 
108 


160 100 pesetas 


es decir, 67.5 pesetas. 


Cuestión 3.6 La respuesta correcta es c. Llámese x al sueldo actual de 
don Bienpagado. Un aumento del sueldo del 7% supone ganar 0.072 pesetas 
más. Por lo tanto 

0.07x = 31500 


por lo cual, z = 450000 pesetas. 


Cuestión 3.7 La respuesta correcta es b. Si x es la capacidad del depósito, 
cuando se añaden 26 litros contendrá 


E +26 litros 


Como están vacías las 2/9 partes del depósito, z/5+426 litros es la capacidad 
de las 7/9 partes; por lo tanto 


z Tz 
j+%=>3 


Luego 92 + 1170 = 35x, de donde zx = 45 litros. 


Cuestión 3.8 La respuesta correcta es a. El precio de tres impresoras es 
3B; una rebaja del 10% sobre este precio será igual a 0.1-3B =0.3B; luego 
el precio de las tres impresoras rebajado en un 10% es igual a 3B — 0.3B = 
2.7B. Por otra parte, una rebaja del 20% sobre el precio de un ordenador 
es igual a 0.24; luego el precio del ordenador rebajado en un 20% es igual 
a A— 0.24 = 0.84. Así se tiene que la condición del enunciado expresa: el 
precio de tres impresoras rebajado en un 10% (2.8B) es igual (=) al de un 
ordenador rebajado en un 20% (0.8B), esto es, 2.7B = 0.84. 
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Cuestión 3.9 La respuesta correcta es a. La condición del enunciado esta- 
blece que 1/20 = M + 50000. Si se multiplica por 2 cada miembro, se tiene 
C =2M + 100000. 


Cuestión 3.10 La respuesta correcta es b. El 12% del precio de coste es 
igual a 0.12C. La condición del enunciado establece que: el precio de venta 
(V) es igual (=) al doble del precio de coste (2C') más (+) el 12% del precio 
de coste (0.12C), es decir V = 2C + 0.12C o bien V = 2.12C. 


Cuestión 3.11 La respuesta correcta es a. Si V es el precio de venta, se tiene 
V = 6000+0.4-V, luego V —0.4V = 6000; por lo cual V = 6000/0.6 = 10000 
pesetas. 


Cuestión 3.12 La respuesta correcta es b. Del enunciado se sigue que 


b 
20 =3+1 


Si se multiplica por 3 cada miembro de la ecuación, resulta 6a = b + 3, es 


decir 6a— 3 = b. 


Cuestión 3.13 La respuesta correcta es b. El total a pagar (P) es igual 
(=) a la cuota íntegra (C) menos (—) la suma de retenciones a cuenta (R) 
menos (—) la suma de deducciones de la cuota (D). Esto es 


P=C-R-D 
o bien, si se suma R+ D a cada miembro, P+ R4+D=C. 
Cuestión 3.14 La respuesta correcta es b. Llámese V al precio de venta. El 
beneficio obtenido es igual al precio de venta menos el de compra, es decir, 
V - 100; para que el beneficio sea el 20% del precio de venta debe cumplirse 
V — 100 = 0.2V 


es decir, 0.8Y = 100. Por lo tanto, V = 100/0.8 = 125. 
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Cuestión 3.15 La respuesta correcta es a. Para responder no es preciso 
calcular completamente la solución: basta calcular el valor 29. El método 
más rápido es eliminar y. Para ello se transforman las ecuaciones en otras 
equivalentes que permitan la eliminación. Por ejemplo; si se multiplica la 
primera ecuación por 2 y la segunda por 3, resultará 


10 - 6y = 2 ) 
3x + 6y = 2 
si se suman ambas ecuaciones, se tiene: 
13 = 26 
Por lo tanto, zo = 26/13 = 2. 


Cuestión 3.16 La respuesta correcta es a. Si se multiplica la segunda 
ecuación por 3, resulta 


TZ +3y= 0 
9 + 3y 48 


Ahora, si se resta a la primera ecuación la segunda, se tiene: 
16y = -48 


es decir, zo = —48/16 = -3. Si se reemplaza este valor en la segunda 
ecuación, se obtiene 9+ Yo = 16, es decir, yo = 7. Por lo tanto, Zp-Yo = —21. 


Cuestión 3.17 La respuesta correcta es b. Si se multiplica por 3 la primera 
ecuación, resulta 


6r —- ly = 9 
6 + 4y = 2 


Ahora, si se suman las dos ecuaciones, se tiene: 
-1ly=11 


luego Yo = —1. Si se reemplaza este valor en la primera ecuación se tiene 
Zo = —1. Por lo tanto, to — Yo = 0. 
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Cuestión 3.18 La respuesta correcta es a. Directamente, de la segunda 
ecuación, se tiene que la solución (Zo, Yo) debe cumplir 220 — 3yo = 2. 


Cuestión 3.19 La respuesta correcta es c. De la segunda ecuación se tiene 
x= -—3+2y. Si se reemplaza en la primera, resultará -21 + 14y + 3y = 2. 
Luego y = 23/17. Por otra parte 


23 5 


m9 =-34+2- 7 =-77 


luego Yo > Zo- 


Cuestión 3.20 La respuesta correcta es c. Si se suman ambas ecuaciones 
resulta 3x + 2y = 5/4. 


Cuestión 3.21 La respuesta correcta es c. De la segunda ecuación se tiene 
zx + y = 4; por lo tanto, z = 4— y. Si se reemplaza este valor en la primera 
ecuación, resulta: 


1 
E = 
E) 3 
es decir 
ya! 
luego Yo = 2. 
Cuestión 3.22 La respuesta correcta es a. De la segunda ecuación, se tiene 
y = 1/2- 2/2. Si se reemplaza en la primera, resulta: 
3 2 Ú 3 
3124+3-32=24+ 37 


Por lo tanto, 1 = 31/2, es decir, zo = 2/3. Por otra parte 


luego 4yo = Zo- 
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Cuestión 3.23 La respuesta correcta es b. Si se multiplica por 2 la segunda 
ecuación, se tiene: 
22 - y= 1 
-22 + 6y = 4 
Ahora, si se suman ambas ecuaciones, resulta 


5y=5 


luego yo = 1. Al sustituir en la primera ecuación se obtiene zo = 1. Por lo 
tanto, Zo + Yo = 2. 


Cuestión 3.24 La respuesta correcta es c. En la forma habitual, el sistema 
se escribe: 


J 
oo. 


E = y 


Si se suman las ecuaciones segunda y tercera, se tiene z = 0; luego zo = 0. 


Cuestión 3.25 La respuesta correcta es b. Si a la segunda ecuación se le 
resta dos veces la primera, se tiene 


TRA Y4+ z = 5 
=4Yy- 2z2= -—9 
Yy?lz= 0 


Ahora, se suma a la segunda ecuación cuatro veces la tercera, resultará 


tT+4Yy4+ z= 5 
= Y = -—Y 
y-=?22= 0 


De la segunda ecuación, zo = 1; si se reemplaza en la tercera, se tiene yo 
si se sustituye en la primera zo = 2. 


Cuestión 3.26 La respuesta correcta es a. Si se resta a las ecuaciones 
segunda y tercera la primera, resulta 


22 - y + 2i=-1 
3y 
3y —- 32 = 
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De la segunda ecuación se tiene yo = 1/3. Si se sustituye en la tercera, 
se obtiene zg = —-8/3. Si se reemplaza en la primera, zo = 7/3. Luego 
Lo > Yo > 2o- 


Cuestión 3.27 La respuesta correcta es c. Si se resta a la segunda ecuación 
la primera, y a la tercera dos veces la primera, resulta 


t—- 3y + 2 = 6 
4y - 32 = -7 
%W% - 32 = -12 


Ahora se resta a la tercera la segunda, resultará 


t-3y+2= 6 
4dy - 32 = -7 
5y = -5 
De la tercera, se tiene Yo = —1. Si se sustituye en la segunda, se obtendrá 


zo = 1. Por último, al sustituir en la primera, se tiene zo = 1. Luego, 
Zo = Zo. 


Cuestión 3.28 La respuesta correcta es b. Si x es el número de hombres que 
había en la fiesta e y es el número de mujeres, debe ser x + y = 25, puesto 
que hay, en total, 25 personas. La primera mujer bailó con seis hombres, la 
segunda con siete, así sucesivamente hasta la y-ésima, que bailó con y + 5. 


mujer n* 12. y 
Fa dd 
n” de hombres 6 7 y+5 


pero y + 5 es igual al número total de hombres, es decir 
y+5=x 
Si se reemplaza este valor en la primera ecuación, resulta 
y+y+5=25 


luego y = 10 (había 10 mujeres) y z = 15 (había 15 hombres). 
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Cuestión 3.29 La respuesta correcta es a. Llámese z al número de años 
que tienen que transcurrir. Dentro de z años, el padre tendrá una edad igual 
a 3542 y el hijo 5+4+x. Para que la edad del padre sea el triple de la del 
hijo, debe ser 

334+1=3(5+4+12) 


esto es, 22 = 20. Luego deben transcurrir 10 años. 


Cuestión 3.30 La respuesta correcta es b. Si se resta a la segunda ecuación 
dos veces la primera, y se suma a la tercera ecuación la primera, el sistema 
se transforma en su equivalente: 


Tao+ 22 + 2 = 0 
E ES | 
+ 23 = 6 


De la tercera ecuación se tiene 23 = 3; si se reemplaza este valor en la 
segunda, resulta 12 = —2; por último, si se sustituyen ambos valores en la 
primera ecuación, se obtiene 2, = 1. Por lo tanto, la solución es z=1, 
L2 =-2, 13=3. Luego 2, — 27 = 23. 


Cuestión 3.31 La respuesta correcta es a. Si se resta a la segunda ecuación 
la primera, y a la tercera ecuación la primera, el sistema se transforma en 
su equivalente 
227 - 22 + %u = 
- 22 + 2% =-1 
32 + 23 = 4 


Si se resta a la tercera ecuación dos veces la segunda, resulta 


227 - 2 + mu = 2 
- 42 + 23 = -—2 
7u2 = 6 


De la tercera ecuación se tiene z2 = 6/7 = 12/14; si se sustituye este valor 
en la segunda, resulta —4-6/7+2x3 = —2; luego 213 = -2+24/7, de donde 
z3 = 10/14; al sustituir ambos valores en la primera ecuación se obtiene 
21 = 15/14. Por lo tanto, 21 > 27 > 23. 
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Cuestión 3.32 La respuesta correcta es a. Cuando sale el ciclista (a las 
once y media), el peatón lleva dos horas y media andando, luego tiene una 
ventaja de 10 kilómetros. Desde ese instante, como el ciclista marcha 20 
km/h más rápido que el peatón, tardará media hora en eliminar la ventaja 
del peatón. Luego se encuentran a las once y media más media hora; esto 
es, a las doce. 


Cuestión 3.33 La respuesta correcta es b. Llámese x al precio de coste. El 
precio de venta (50600) es igual al de coste (2), más el 10% del precio de 
coste (0.17), más el 15% de la suma de ambos (0.15(x + 0.12) = 0.1652). 
Por lo tanto 

50600 = x + 0.17 + 0.1657 = 1.2657 


luego z = 50600/1.265 = 40000. El beneficio es el 10% del precio de coste, 
es decir, 0.1 -40000 = 4000. 


Cuestión 3.34 La respuesta correcta es c. A la una, la aguja larga del 
minutero está cinco minutos más atrás que la horaria. En 60 minutos, el 
minutero recorre 60 minutos, mientras que la aguja horaria recorre 5 minutos, 
luego cada minuto el minutero recorre 1 minuto y la horaria 5/60 = 1/12 
minutos. Es decir, cada minuto que pasa, la aguja del minutero reduce la 
ventaja de la horaria en 11/12 = 11/12 minutos. Por lo tanto, tarda 60/11 
minutos en reducir la ventaja de 5 minutos que tenía la horaria. Así pues, 
se encuentran a la una y 60/11 minutos. 


Cuestión 3.35 La respuesta correcta es a. Los almacenes tienen una super- 
ficie total del suelo de S m? que hay que abrillantar, cada tipo de máquina 
da brillo a una superficie dada por hora; sea s¡ el número de metros cuadra- 
dos que limpia una máquina del modelo I en una hora, lo mismo sz para el 
modelo II y s3 para el modelo III. Las condiciones del problema se traducen 
en las ecuaciones: 

Una de cada modelo tardan dos horas, luego 


Asi +s2+s83)=S 
Una del modelo II y dos del modelo III tardan tres horas, luego 


3(s2 + 253) = 5 
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Una de modelo 1 y tres del modelo III tardan dos horas, luego 
2s1 +353) =S 
¿Cuánto tardan dos del modelo 1? 
¿z(251) = 5? 


Para resolverlo, se divide cada ecuación por $ y se hace y, = 51/S, ya = 
s2/S, ya = sa/S, resultará: 


1 
1 
1 


Y + 2 + 2 
+ 3y + 6 
Y + + 6 


J 


Si se resta a la tercera ecuación la primera se obtiene. 


Y + 2 + 2y 1 
+ 3Y + 6 


- Y + 4 


0 


Luego, si se divide por dos la tercera ecuación y se suma a la segunda tres 
veces la tercera, se tiene: 


Y + Y 34+ 2Yo<=1l 
+ ly = 1 
-=4h+ Y-=0 


De la segunda ecuación resulta yz = 1/12; si se reemplaza en la tercera se 
tiene yz = 1/6; por último, si se sustituye en la primera resulta: 


Ahora, como 


se tiene que dos máquinas del modelo 1 tardan dos horas en limpiar toda la 
superficie. 


Capítulo 4 


Números reales 


4.1 Introducción 


Las magnitudes físicas —como el tiempo, la distancia, el peso, etc.— se 
miden en la práctica mediante los números racionales que se estudiaron en 
el capítulo 2. Por ejemplo, se habla de 3/4 de hora o 1.4 metros. Esta manera 
de medir permite alcanzar el grado de precisión que se desee, por el sencillo 
procedimiento de considerar fracciones decimales de la unidad. Así, 1051.4 
puede ser una aproximación bastante precisa para medir la longitud de una 
huerta, pero 1.4 metros puede ser imprecisa si lo que se mide es un trozo 
de tela. Cuando una medida aproximada hasta cierta fracción de la unidad 
no es lo suficientemente precisa, se puede mejorar la medida con una regla 
que esté graduada más finamente. Así, si para medir la tela se emplea una 
regla graduada en milímetros, se puede llegar a un resultado más preciso: 
1.436 metros —por ejemplo— que corrige en 36 mm (3 -1072 46-107 m) 
la aproximación inicial. 

No hay ninguna limitación teórica al grado de precisión que se puede 
alcanzar y, con mejores medios técnicos, podría afinar la medición hasta la 
diezmillonésima de metro, obteniendo por ejemplo: 


1.4358742 = 14358742 - 107” metros. 


Por lo tanto, parece que los números racionales deben permitir expresar con 
ezactitud cualquier magnitud. Sin embargo, no es así. Desde los tiempos de 
Pitágoras, en la Grecia clásica, se sabe que hay longitudes que no pueden ser 
expresadas de manera exacta mediante fracciones —números racionales—; 
el ejemplo más simple lo proporciona la longitud de un cuadrado de lado 1. 
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Si se considera un cuadrado de 1 metro de lado como el que aparece 
en la figura 4.1, la longitud d de su diagonal cumple, según el teorema de 


figura 4.1 cuadrado de lado 1 metro 


Pitágoras (véase Cap. 5) 

== 
Pero no hay ningún número racional que verifique la igualdad anterior. En 
efecto, si fuese d = n/m con n y m números enteros, debería ser 


n? 


—=-2 
mi 
o bien 

n?=2-m? 


Ahora, la descomposición en factores primos del primer miembro consta de 
un número par de doses (el doble que n); mientras que el segundo miembro 
tiene un número impar de factores 2 (el doble que m y uno más). De manera 
que la igualdad es imposible. No hay, pues, ningún número racional cuyo 
cuadrado sea 2 y mida, con ezactitud, la longitud de la diagonal de un 
cuadrado, tomando como unidad el lado. 

Este razonamiento dejó consternados a los matemáticos griegos, ya que 
les mostraba que los números racionales (proporciones decían ellos) eran 
insuficientes para tomar la medida de ciertas longitudes y que era forzoso 
añadir más números, que denominaron irracionales. 

Hoy en día, superada hace tiempo la dificultad, es preciso familiarizarse 
con este sistema ampliado de números, llamados ahora números reales. Sin 
ellos, no se pueden hallar soluciones exactas a ecuaciones como la ecuación: 


22=7 
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> como la ecuación: 


ni evitar que el borde de las reglas esté plagado de “huecos” cuya posición 
>s inexpresable numéricamente. * 


4.2 Números reales 


Lo primero que debe observarse acerca de los números irracionales, es que 
no tienen una expresión decimal finita ni infinita periódica, puesto que los 
números que tienen estas expresiones son racionales (véase Cap. 2). De 
hecho, algún agudo lector ya habrá caído en la cuenta de que hay otros 
números, al observar que 


1.0700770007770000777700000777... 


no es racional, ya que su desarrollo no es finito ni periódico. Desafortuna- 
damente, los números irracionales no obedecerán normalmente a una ley de 
formación tan clara como la anterior y hay que diseñar un procedimiento 
para especificar uno cualquiera de ellos, sin disponer instantáneamente de 
todas sus cifras. 

La mejor alternativa para especificar un número con infinitas cifras con- 
siste en hacerlo por aproximaciones sucesivas. Por ejemplo, para la longitud 
d de la diagonal de un cuadrado de lado 1, se tiene en principio 


1.41 <d< 1.42 
puesto que (1.41)? < d? = 2 < (1.42)?. Afinando más: 
1.414<d< 1.415 
puesto que (1.414)? < 2 < (1.415)?. Y el proceso puede continuar: 


1.4142 <d< 1.4143 
1.41421 <d< 1.41422 
1.414213 <d<  1.414214 
1.4142135 <d< 1.4142136 


"Aunque serán “huecos” puntuales puesto que hay números racionales tan próximos a 
cualquiera de ellos como se desee. 
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para que d esté comprendido entre dos números racionales tan próximos 
como se desee. Si se imagina que este procedimiento se prolonga indefini- 
damente, se obtendrán dos sucesiones de números racionales que definen sin 
ambigiiedad el número d, puesto que, a la larga, determinarían todas sus 
cifras decimales. 

Este es el mecanismo que se emplea para definir todos y cada uno de los 
números reales, 


Cualquier par de sucesiones de números racionales 
M<MSETS ETS o ST S o STS< TS 


tales que la diferencia rí, — rn llega a hacerse arbitrariamente pe- 
queña, definen un cierto número real. 

El conjurito de todos los números que pueden definirse de esta 
manera se denomina conjunto de los números reales y se suele 
designar por R. 


Hay que advertir que distintas sucesiones de aproximaciones pueden de- 
finir el mismo número. Por ejemplo, no cabe duda de que el esquema 


1.41418 <d< 1.4144 
1.414208 <d< 1.41423 
1.4142128 <d< 1.414215 
1.41421348  <d< 1.4142137 


vuelve a definir el mismo número irracional d, ya que “al final” todas las 
cifras decimales coincidirían con las del esquema original. 

Obviamente el procedimiento será en ocasiones inútil. Por ejemplo, las 
sucesiones: 


1.399 < 1.3999 < 1.39999 < ---< 1.40001 < 1.4001 < 1.401 


no definen otra cosa que el número racional 1.4. Pero esto muestra que los 
números racionales forman parte de R, por su misma definición. 

Podría pensarse que el esfuerzo realizado es innecesario. Con un poco de 
cultura matemática se sabe que el número d, que tanta guerra está dando, 
es simplemente Y/2 y no merece la pena darle tantas vueltas. Pero debe 
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tenerse en cuenta que antes de la invención de los números reales, Y2 es un 
símbolo sin sentido: no hay ningún número cuyo cuadrado sea 2. Después 
de haberlos creado, Y2 es un nombre para representar al número definido 
por el procedimiento anterior. 

Lo mismo puede decirse del famoso número r que expresa la razón entre 
la longitud de una circunferencia y su diámetro (véase Cap. 5). Para los 
griegos la circunferencia era “inconmensurable” con su diámetro. Hoy en día 
se sabe que se corresponde con un número irracional, cuya representación 
decimal comienza: 

7 =3.141592653589793 ...... 
Hay calculadas más de un millón de cifras de r, lo cual es más que suficiente 


para cualquier propósito práctico, pero nunca se logrará conocer sus infinitas 
cifras. De manera que rr está definido por desigualdades de la forma 


3.141592653589793 < 7 < 3.141592653589794 
junto con la posibilidad de aumentar la precisión tanto como se desee. 
Una vez definidos los números reales, es útil visualizarlos gráficamente. 


Considérese para ello una longitud arbitraria, como cualquiera de las que 
aparece en la figura 4.2. Es claro que puede medirse con el grado de aproxi- 


<y TM 7/5 Vi 23 2 v20 
oO 1 


figura 4.2 representación gráfica de los números reales 


mación que se desee, tanto por defecto como por exceso; lo cual genera dos 
sucesiones de racionales (cada vez con una cifra decimal más) que dan su me- 
dida con errores inferiores a una décima, una centésima, una milésima,..., 
una millonésima, etc. Estas aproximaciones sucesivas determinarán un cierto 
número real, que expresa con exactitud dicha longitud. Se concluye entonces: 


Sobre una recta, en la que se ha señalado un origen (O) y una 
unidad de medida, a cada punto P le corresponde un número real, 
racional o irracional, que mide la longitud del segmento OP con 
la unidad de medida prefijada. 


Dicho más llanamente, los números irracionales llenan todos los “huecos” 
de la recta que se habían detectado al considerar sólo números racionales. 
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4.2.1 Operaciones con números reales 


Puesto que todo número irracional se maneja a través de aproximaciones 
racionales basta operar con ellas para obtener las aproximaciones que definen 
el resultado. 

Por ejemplo, para sumar y2 y 1: 


1.41 43.14 =4.55 <vVi+r< 4.57 =1.4243.15 
1.4144 3.141 = 4.555 <vVi+r< 4.557= 1.4154 3.142 
1.414243.1415=4.5557  <vVÍ+r<  4.5559=1.4143+ 3.1416 
1.41421 + 3.14159=4.55580 <VÍ+x< 4.55582= 1.41422+ 3.14160 


Para multiplicarlos, 


1.41 -3.14 = 4.4274 <y2.r< 4.4730 = 1.42-3.15 
1.414 -3.141 = 4.441374 <v2-.1< 4.44593 = 1.415 - 3.142 
1.4142 - 3.1415 = 4.4427093 <v2-.r< 4.44316488 = 1.4143 - 3.1416 


1.41421.- 3.14159 = 4.4428679939 <y2-1< 4.442913552= 1.41422- 3.1416 


Naturalmente, si en lugar de la definición teórica del resultado lo que se desea 
es un valor útil a efectos prácticos, todo se reduce a tomar una aproximación 
suficientemente precisa de cada irracional y operar con ellas. 

Puestas así las cosas, ni que decir tiene que las propiedades de que dis- 
frutaban las operaciones con números racionales, se heredan al efectuarlas 
con números irracionales. 


4.2.2 Ordenación de los números reales 


De manera automática, la construcción realizada de los números irraciona- 
les extiende la ordenación ya existente entre los racionales, al conjunto de 
todos los reales: si un número irracional zx está definido por el esquema de 
aproximaciones racionales 


T1STI2S TGS + *STA<>* "ST 
debe ser 
MEETS TS EmS< «<< <r 


Ello sitúa a z entre los números racionales y por consiguiente, ordena comple- 
tamente a los números reales (es decir que dados dos números reales distintos 
z e y, siempre se verifica que z < y o bien que z > y). 


4.2. Números reales 199 


Dicha ordenación estaba ya reflejada en la representación gráfica de los 
números reales sobre la recta y en la práctica, para comparar dos números, 
basta comparar una aproximación racional suficientemente precisa de cada 
uno. 

Pese a lo sencillo de esta idea, es interesante explicitar las reglas para el 
manejo de desigualdades, cuando se combinan con las operaciones aritmé- 
ticas. 


Propiedades de las desigualdades: 
1) Si a < b, entonces a+c<b+eya=c<b=c. 
2) Sia<byc< d, entonces a+ce<b+dya-d<b=c. 
3) Sia<b y c>0, entonces ac < bc. 


4) Sia<b y c<0, entonces ac > bc. 


Ejemplo 4.1 Como 3 < 5, se deduce 34+2<5+2. Como 


2.2 
705 
se tiene 
2 
7 5 
Como 1/3 < 1/2 y 2< 3, se deduce 
1 1 
3+2<3+3 


Como 1/3 < 1/2 y 2/5 < 3/4, se deduce 


ES 
3.472 5 
Zomo 7 > 0, de 1 < 5 se deduce 
12<5r 
Je 3.1 < 15/4, se deduce 
2 0 <-2-3.1 
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Ejercicios 
4.1 Determinar si los números 
z = (0.121221222122221222221222222122222... 


y = 5.123456789101112131415161718192021... 
z = 2.012345678912345678912345678912345... 


son racionales o irracionales. 


4.2 Definir mediante aproximaciones racionales un número irracional z que verifi- 
que q% = 5. 


4.3 Determinar mediante aproximaciones racionales el irracional Y2 — rr. 
4.4 Determinar el inverso del número z construído en el ejercicio 4.2. 


4.5 Indicar cómo puede situarse gráficamente sobre un eje el irracional 1 cuyo 
cuadrado es 5 (es decir 1 = /5). 


4.6 Determinar cuál es el menor de los dos irracionales siguientes: 


15499- 4/2 ó  0.6977-% 


4.3 Potencias y raíces 


Dentro del conjunto de los números reales tiene ya sentido hablar de v2o del 
número Y5 cuyo cubo es 5. Antes de estudiar la cuestión sistemáticamente 
conviene repasar las reglas del cálculo con potencias. 


Si a es un número real y n es un número natural no nulo, el 
producto 

a-a---a 

= 

(n veces) 


se representa por a” y se denomina potencia n-ésima de a ó po- 
tencia de base a y exponente n ó, simplemente, a elevado a n. Si 
n = 0, se interpreta a? = 1. 


Ejemplo 4.2 
3'=3-3-3-3 
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Ejemplo 4.3 
(6.2 =5.2-5.2-5.2 


Ejemplo 4.4 


Ejemplo 4.5 


Resulta inmediato entonces enumerar las siguientes propiedades: 


Propiedades de las potencias. Si a es un número real y n y m son 
números naturales, se cumplen: 


1) q = art 
2) ab" =(a-b)" 


3) (Ay 


Ejemplo 4.6 
P.P=(7-7(7-7-7)=7 


4-7 =(4-4-4)(7 7-7) =(4-7)(4-71)(4-7) = (4-7)? 


(52)? = (5-5)(5-5)(5 -5) = 5* 


El último caso no ejemplifica ninguna de las tres reglas anteriores, sino 
una nueva propiedad que puede enunciarse: 
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Mejor que eso es utilizar la definición que ello sugiere: 


Si a es un número real distinto de cero y n es un número natural 
no nulo, se tiene 


Entonces, las tres propiedades anteriores se conservan para exponentes 
enteros. 


Ejemplo 4.7 


(0-2) 
OE 


Se pasa ahora al estudio de las raíces que, como se verá, no es muy 
diferente de lo anterior. 
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Dado un número natural n no nulo y un número real positivo a, 
siempre existe? un número real positivo b tal que 


b"=a 
Se dice que b es la raíz n-ésima de a y se escribe 


b= Ya omejor b=ax 


Las notaciones ¿/a y ar son, por tanto, equivalentes; pero es preferible 
a segunda, porque se presta a un manejo más sencillo. Salvo en casos 
nuy simples, es aconsejable abandonar la primera notación y utilizar sólo 
a segunda. En los casos más usuales, con n = 2ó n= 3 se habla de raíz 
uadrada (que se representa simplemente por Vb) y cúbica respectivamente. 
Las demás son raíces cuartas, quintas, sextas, etc. 


2jemplo 4.8 YT es un número real positivo que cumple (yy = 7. Mientras 
10 se trate de conocer su valor, la especificación anterior es suficiente. Si se desea 
u valor aproximado, lo mejor es disponer de una calculadora de bolsillo? y si no 
antear aproximaciones. 


5 
'jemplo 4.9 El número 4% es un número real positivo tal que (43) =4. 


'jemplo 4.10 La solución de la ecuación 2*= 6 es, por definición, 6%. 


Con la notación propuesta es conveniente escribir abreviadamente: 


(a5)” =a% =(a7)% 


Lo que define, en el término central, el valor de cualquier potencia 
de exponente racional m/n, siempre que la base a sea positiva. 


AX 
?Si no está convencido de ello, revise la idea del ejercicio 4.2, analizando qué le impediría 
acer lo mismo con la Y/19 o con YT. 
%o suficientemente completa para que permita calcularlo. 
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La coincidencia de ambos extremos de la igualdad se comprenderá fácilmente 
con un ejemplo. 


id 4.11 El número z = (93)+ es, por definición, tal que 2* = 2%, Ahora 
len [ey] - (ES 
habida cuenta que (21) = 2. Luego efectivamente (23) = (29)+. 
Ejemplo 4.12 
(38) % = 3% = 34 
(23) =23=9 
1254 = (5%) =54 
(8-1)* =37? (comprobación: (372)? =37*) 
(st)? =5+=5+ 


No es necesario estudiar nuevas propiedades de las potencias; basta in- 
terpretar en las anteriores que n y m pueden ser números racionales y sigue 
siendo: 


1) ars, 2) a” .b"=(a-b)”, 3) (Azar 


Ejemplo 4.13 Se cumple 


Comprobación: (2424) = 


Ejemplo 4.14 Se cumple 


4 
Comprobación: (3%3+) =38 =3= 34. 
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Ejemplo 4.15 Se cumple 


E 


A ¿y 10 3y 10 
Comprobación: (mis m3) = mr? = 15 = (73) e 


Ejemplo 4.16 Se cumple 


Comprobación: (343-4)%= 32372 = 3, 


Ejemplo 4.17 
(3-5)% = 3454 


ya que el cuadrado del segundo miembro: 


(st) = (81) (51) 


oincide con el cuadrado del primer miembro. 


"jemplo 4.18 


a que el cubo del segundo miembro: 


eE 


oincide con el cubo del primero. 


¡jemplo 4.19 


=3-5 
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Las reglas se aplican de manera automática con facilidad. 


Ejemplo 4.20 


Ejemplo 4.21 


Ejemplo 4.22 


32/ q 3 
apa =05%5* =5 


Ejemplo 4.23 


Ejemplo 4.24 
53 (55 +58) =535t(541)=5-6=30 


Ejemplo 4.25 
158 + 155 = 15914 152) = 545 -6 = 3045 


Ejemplo 4.26 
V8 + V18- V32=V2 + V322 — V4?%2 = (24 3-4)V2 = 2 

Ejercicios 
4.7 Simplificar los productos siguientes: 

2339.91 b) (5? . 53)? 

0) (6*.36)? a) (32)? (43) 
4.8 Simplificar las expresiones siguientes: 

a) (10 (1027 bd) (2) (597 


E EE 
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4.9 Simplificar las expresiones siguientes: 


Mr o 
(a3)7* (6-19? a? (453)? + 162 
ao d q 
4.10 Simplificar las expresiones siguientes: 
CN b) (+ JON 
o) (mén=+)* EVER 


4.12 Simplificar 


a) V28+V63-5Y7 — b)y27+v48-V75 
¿) v2(V10+ v10) d) V540 — y 135 — v60 


4.4 Ecuaciones de segundo grado 


Como ya se ha señalado, al añadir los números irracionales a los racionales, 
se consigue que una amplia gama de ecuaciones pase a tener solución dentro 
del conjunto de los números reales. Así, en la sección 4.3, se ha mostrado 
que todas la ecuaciones de la forma 2” = a son resolubles, para cualquier 
a>0. 
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Entre las ecuaciones más útiles que se pueden resolver por métodos ele- 
mentales están las ecuaciones de segundo grado, de la forma general 


ar?+br4c0=0 


donde a, b y e son números reales dados. 
Antes de estudiar esta ecuación general, conviene analizar el caso más 
sencillo: 
=p 


Según sea p caben tres situaciones bien distintas. 


— Si p es un número positivo, la ecuación tiene dos soluciones: z = y/p 
y 1 = —yp, puesto que 


(VaY = (PY =» 
— Si es p=0, no hay más que una solución, que es z = 0. 


— Si p es negativo, puesto que el cuadrado de cualquier número real es 
P , P q 
positivo, no existe solución de la ecuación. 


En resumen: 


La ecuación 2? = p cumple: 
— si p>0, tiene dos soluciones z = y/p y 1 = —yP. 
— si p=0, tiene una única solución z = 0. 


— si p< 0, no tiene ninguna solución real. 


Porlo tanto, debe esperarse que al resolver la ecuación general de segundo 
grado, az? + bx + c= 0 ocurra algo similar y que las soluciones puedan ser 
dos, una o ninguna según sean los coeficientes a, b y c. 

Siempre puede suponerse a > 0, pues si a fuese nulo la ecuación se 
reduciría a una ecuación de primer grado: bz +c = 0, ya estudiada en el 
capítulo anterior; y si fuese a < 0, se podría multiplicar toda la ecuación 
por —1 para pasar a considerar la ecuación —az? — bx — c=0 en la cual el 
coeficiente de 2? es positivo. 
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Así las cosas, se tiene 


a ByoB 
ar +b2+0= (Vas + 7) =+e 


igualdad que se comprueba sin más que desarrollar el segundo miembro y 
simplificar. Entonces, puesta la ecuación en la forma 


By Be 
(Váz+ 375) > +e=0 


puede reducirse a la forma simple X? = Pp si se hace 


b 
A 
y 
e o tac 
P= da == 4a 


La discusión anterior acerca de las ecuaciones de la forma X? = P propor- 
ciona la solución: 


— Si b? — 4ac > 0, hay dos soluciones 


b? — ac b? — dac 


sides 4a 


para la ecuación X? = p, que permiten obtener dos soluciones de la 
ecuación original sin más que resolver 


b b? — dac 
a 
y 
b?— 4ac 
yan: 2ya  2ya 
Se obtienen así 
—b+ YU? -4ac —b — yb? — 4ac 
A. ——_—— y 1q=. — E 
2a 2a 
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— Si b?— 4ac= 0, la ecuación X? = 0 sólo tiene la solución X = 0 y, por 
consiguiente, la ecuación az? + bz + c = 0 tiene como única solución 


b 


a 


— Si b? — 4ac < 0, la ecuación X? = p no tiene ninguna solución real. 


En resumen las conclusiones obtenidas, afirman: 


La ecuación az? +bx4c=0, 
e si b? — 4ac >0, tiene dos soluciones: 


_—b4+yb?— dac 
ñ 2a 


4ac 


L3= 


e sib?—4ac= 0, tiene una única solución: 


b 


a 


e sib?—4ac<0, no tiene ninguna solución real. 


Obsérvese que b?—4ac no varía al multiplicar la ecuación por —1, de ma- 
nera que aunque fuese a < 0, puede aplicarse el mismo criterio para conocer 
el número de soluciones. Así mismo, en caso de que existan soluciones, el 
valor que proporcionan las fórmulas es el mismo si se cambian de signo a, 
b y c; luego no es necesario obligar a que sea a > 0 para que los resultados 
finales sean válidos. Lo que sí es conveniente es ordenar los términos de la 
ecuación para no confundir los coeficientes; en la ecuación 72 — 9 — 2? = 0, 
a no es 7 sino —1 (el coeficiente de 2?), b es 7 y ces —9. 


Ejemplo 4.27 Para la ecuación 2? +52 + 6= 0, como 
0 dac=5%-4-1-6=1 
es positivo, existen dos soluciones 


5+v1 -=5-y1 
A y n= ——=-2 
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Ejemplo 4.28 La ecuación 2? —22+1=0 cumple 
b*-4ac=4-4-1-1=0 
luego la única solución es 4 


=-=—=]l 


2-1 
Ejemplo 4.29 La ecuación 2? +2 +1= 0, como 
Pdac=1?-4-1-1=-3 


no tiene ninguna solución real. 


Resulta útil a menudo observar que, si existen, la suma de las soluciones 
de una ecuación de segundo grado es 


=P v0*— dec, —b- YB due _ b 


2a 2a a 


mientras que su producto (recuérdese que (s + 1)(s—1) =s?—1?) es igual a 


—b4 yb? — 4ac 7b— Vb? 4ac _0?-b4dac_ce 


2a 2a 4a? a 


Ejemplo 4.30 Para determinar dos números T] Y 72 cuya suma sea 7 y cuyo 
producto sea 10 basta observar que, según lo anterior, son las soluciones de la 
ecuación 2? — 72 + 10 =0. Dichas soluciones son 


14 VI-4-10_ 1-VI-4-10_ 
2 Ñ TE A 


5 2 


Y efectivamente 24+5=7 y 2-5= 10. 

Ejercicios 

4.13 Resolver la ecuación 122? — 52 —2=0. 

4.14 Resolver la ecuación 32?— 52 +3 =0. 

4.15 Resolver la ecuación 42? +42 41=0. 

4.16 Hallar la suma y el producto de las soluciones de la ecuación 1022419746 =0. 


4.17 Resolver la ecuación 1*+2?—6=0. 
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4.18 En un rato de ocio, Juan recuerda que hace 20 años que fue a la “mili” y 
observa que si multiplica la edad que entonces tenía por su edad actual el producto 
es 684. ¿Qué edad tiene Juan? 


4.19 Un rectángulo cuya área es 198 cm? tiene lados que se diferencian en 7cm. 
Hallar las longitudes de sus lados. 


4.20 Hallar las longitudes de los lados de un rectángulo de 38 metros de perímetro 
y 84 m? de área. 


4.21 El plano de un tesoro indica que éste está enterrado bajo la recta que une la 
puerta de una casa con un árbol, en un punto tal que el producto de la distancia a 
la casa por la distancia al árbol (en metros) es 52. Medida la distancia de la casa 
al árbol, resulta que hay 17 m. ¿En qué lugar hay que cavar? 


4.22 Varios compañeros de una empresa quieren hacer un regalo de bodas a un 
amigo y han pensado comprar un electrodoméstico que cuesta 126.000 ptas. Con- 
vencen a dos compañeros más de que participen en el regalo, con el fin de pagar 
4000 ptas. menos cada uno. ¿Cuánto tiene que pagar finalmente cada uno de los 
participantes en el regalo? 


4.5 Exponenciales y logaritmos 


En la sección 4.3 se ha definido a” para cualquier base a > 0 y cualquier 
exponente racional r. No hay nada que impida seguir adelante y considerar 
potencias de exponente irracional. Por ejemplo, para dar sentido a me, 


basta considerar la sucesión de aproximaciones racionales: 


3.1411 5.0 << 5.1 3,1512 
3.1411:11 = 5,04 << 5.05 = 3.1421:415 
3.1415) = 5.047 <<  5.048=3.14161:1% 
3.141591-:41421 5.0474 << 5.0475=3.14161:41422 


Las potencias que aparecen en los extremos de cada fila no dan resulta- 
dos racionales, pero se truncan en la primera cifra decimal que no coincida 
en ambas, para obtener aproximaciones racionales. Aunque lentamente, el 
esquema se cierra hacia un valor que define me, 

El mismo procedimiento se puede usar en cualquier otro caso para definir: 
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El símbolo a”, donde a > 0 es un número real positivo y z es un 
número real cualquiera, se denomina a elevado a z, potencia de 
base a y exponente z o exponencial de x con base a. 


Naturalmente, siempre es a7 > 0 y, ¡una vez más!, se cumplen 
D) aar=a Y, 2) a= (ar bJ”, 3) (a = ar, 


La denominación de exponencial de x para a? obedece a que su uso más 
frecuente es manteniendo una base fija mientras que los exponentes varían; 
lo destacable es entonces el exponente. En particular, suele usarse la base 10 
—de manera que muchas calculadoras cuentan con una tecla rotulada con 
10*— y, por razones que no hacen al caso, la ezponencial “natural” cuya base 
es un número irracional, que se representa por e y cuyo valor aproximado es 
e = 2.71828184.... Así que, también hay una tecla e” en toda calculadora 
en que figure 10%. 


Ejemplo 4.31 Para mostrar la utilidad del concepto de exponencial, puede ima- 
ginarse una población biológica; por ejemplo de seres humanos. Es natural pensar 
que el tamaño de la población se multiplica cada año por un cierto factor a, que 
se mantiene más o menos constante; pongamos que es 1.05. Entonces, al cabo de 
2 años el tamaño se ha multiplicado por a? = 1.05? = 1.1, al cabo de 3 años por 
a? = 1.05% = 1.15 y, en general al cabo de un tiempo £ por a*. A medio plazo, esto 
significa: 


t 10 | 30 50 | 100 150 200 250] 
1.05* | 1.628 [ 4.32 | 11.467 | 131.5 | 1507.9 | 17292.6 198301 | 


Así que, si se crece a un ritmo del 5% anual, ¡en sólo 150 años, la población 
actual se multiplicará por 1507 y en 200 años por 17292!. Esto es lo que se llama 
un crecimiento ezponencial y resulta evidente que es insostenible incluso a medio 
plazo. 


Algo influye la base que se considere; pero sólo es cuestión de un poco más 
de tiempo. En estudios demográficos de este tipo es habitual, medir el tiempo en 
aquellos lapsos que tarda la población en duplicarse, de manera que el crecimiento 
siga una exponencial de base 2. Así, como 1.0511? = 2, resulta que 


1.05 = 1.051421/142  91/142 — yr 


londe t es el tiempo medido en años y z el tiempo medido en lapsos de 14.2 años. 
i la tasa de crecimiento es 1.03 en lugar de 1.05, como 1.0323-45 = 2, la unidad de 
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tiempo se alarga de 14.2 a 23.45, pero sigue siendo 
1.03' = 2% 


si y es el tiempo medido en lapsos de 23.45 años. 


Esto muestra que todas las exponenciales (de base mayor que 1) son reducibles 
a una exponencial de base 2, mediante un cambio oportuno de la unidad de medida 
del exponente. La siguente tabla muestra un poco la evolución de la exponencial 
2%; 


15 20 25 
[2 [32 | 1024] 32768 | 1048576 | 33554432 


De forma que, por ejemplo, en 15 periodos (de longitud más o menos larga 
según la tasa de crecimiento) el tamaño de la población se multiplica por 32768. 


Para hacerse cargo del crecimiento de 2*, nada mejor que la célebre historia 
según la cual el inventor del ajedrez pidió al rey como pago de su invento 1 grano de 
trigo por el primer cuadro, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto,...hasta 
cubrir los 64 cuadros del tablero. Al rey, poco ducho en matemáticas, le pareció 
justo; pero cuando fue a pagar, su contable descubrió que la cosecha del reino du- 
rante numerosos años no permitiría cubrir la deuda. El número de granos necesarios 
es 


18446744 073709551615 


y, aunque cada grano pesase sólo 0.1 gramos, harían falta del orden de tres billones 
de toneladas para cubrir el precio. Con un poco más de experiencia en matemáticas 
básicas, el rey debería haber pensado que sólo por el último cuadro iba a tener que 
pagar 


293 = (219) = 102493 > (105) = 1018 


es decir, bastante más que un número de 19 cifras. 


En el ejemplo anterior ha sido necesario determinar (aproximadamente) 
un número z tal que 1.05% = 2 ó 1.037 = 2. Planteado en general, el 
problema consiste en determinar, a partir de una base a > 0 y de un resultado 
y >0, el número real z tal que a? = y. 
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E 


Para a > 0 e y >0, el número real z tal que 
1 
se denomina logaritmo de base a de y y se representa por 


log, y 


Por consiguiente: 


08.7 = y y log, a? = x 


L 
El logaritmo de base a es pues la operación inversa de la exponenciación 
de base a y nuevamente en cálculos prácticos, se usan casi exclusivamente 
los logaritmos de base 10 y de base e, para los que existen sendas teclas en 
las calculadoras, rotuladas con log y In respectivamente. 


Ejemplo 4.32 log, y es el número al que hay que elevar 10 para obtener y. Así, 
por ejemplo, serán 

logo 1000 = 3 

log,o 100000000 = 8 

logo 10% = 15 
Como se ve log, z crece muy lentamente al crecer T; más precisamente si z tiene n 


cifras en su expresión decimal, log¡o 7 tiene como parte entera n— 1. Por ejemplo, 
la calculadora indica que 


log10 213 =2.3283796.... — logyy2130= 3.3283796... 
logo 500 = 2.69897..... log10 5000 = 3.69897.... 
log10.999 =2.9995655.... — log,p 9990 = 3.9995655 ... 


En el otro extremo, cerca de 0, es 
log¡p 0.1 =-—1 
log¡p0.001 =—3 
log¡o 1077 =-7 
El decrecimiento de log,y 7 al acercarse z a cero es, por tanto, muy rápido; concre- 


tamente, si z tiene n ceros después del punto decimal y antes de la primera cifra 
significativa, log, z tiene como parte entera —n. Así 
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logo 0.0213 =-—1.6716203.... — log,p0.00213=-—2.6716203... 
logo 0.05 =—1.30102... logo 0.005 =—2.30102.... 
logo 0.0999 =—1.0004344....—— log;p0.00999 =—2.0004344... 


Las cifras decimales que proporciona la calculadora para los números 
considerados muestran una curiosa coincidencia: las de 0.0213 son las mismas 
que las de 0.00213 y suman 9 con las de 213 ó 2130. No es por casualidad; 
la razón está en las propiedades generales de los logaritmos que se exponen 
a continuación, 


Propiedades de los logaritmos: 
Para cualquier base a > 0 y siempre que x e y sean números reales 
positivos, se cumple: 


1) log, (z + y) = log, z + log y 
2) log, 2% = ylog, z 


3) log, z = — log, z 


En efecto: 
log, (x - y) = log (alos *qlos. y) = log, a 098: 7+1084 Y) = log, z + log, y 
Análogamente 
log, 2% = log, (als. =y" = log, av !%.7 = ylog, z 
En particular 


log, — =1og, 27! = —1-log, x= —log, z 


Ejemplo 4.33 


log¡o 213 = log¡0(2.13 - 100) = log¡p 2.13 + log,o 100 = 2 + log¡0 2.13 
logo 2130 = log,o(2.13 - 1000) = 3 + logo 2.13 

log,o 0.0213 = log,p(2.13 - 107?) = —2 + logo 2.13 

log; o 0.00213 =—3 + logo 2.13 


He ahí la razón de las coincidencias entre las cifras decimales del ejemplo anterior. 
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Las propiedades anteriores indican que al tomar logaritmos, los productos 
quedan transformados en sumas y las potencias en productos. Las ventajas 
para el cálculo son evidentes, siempre que se disponga de un sistema para 
conocer el logaritmo —por ejemplo de base 10— de cada número y de un 
procedimiento para invertir el cálculo —calcular 107 . Hasta hace no muchos 
años, todo ingeniero, navegante, técnico, etc. disponía de una tabla, en 
forma de grueso volumen, que le suministraba logaritmos decimales (y leída 
al contrario, la exponencial 10%). Como ya se ha indicado, hoy en día casi 
cualquier calculadora de bolsillo hace el mismo papel mediante las teclas log 
y 10%, 


Ejemplo 4.34 Para calcular 100% puede hacerse 


logo 1004 = o 100=2=04 
5 5 
y deducir 
100$ = 10%* = 2.5118... 
De manera similar 
7 

log¡o 233 = 5981023 = 1.5868... 

luego 
23% = 10158868. — 38.786668 .... 


Si la calculadora proporciona directamente tales resultados mediante la tecla ay, 


seguro que sus circuitos emplean este método de cálculo. 


Ejemplo 4.35 Para calcular 
5.7 
25.113 


según las reglas anteriores, su logaritmo de base 10 es 


12108105 + ¿logo 7 - 26log,72- ¿10890 11= 


R 


12 - 0.69897 + : + 0.845098 — 26 - 0.30103 — : -1.0413927 
—0.5409707 


1 


luego el valor buscado es 


== 1070-5409707 - ) 2877592 
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Ejemplo 4.36 Nótese que no hay manera operativa de expresar el logaritmo de 
una suma o una diferencia. Así, si se trata de calcular 67 + 313, no hay más 
remedio que calcular cada sumando y efectuar después la suma: 

674 = 10408107 10092028972 1 5955014 

318 = 10308103 2 109894817 7 8490486 


luego 673 + 313 = 1.5955014 + 7.8490486 = 9.44455. 


Hay una sencilla relación entre los logaritmos en distintas bases. De 
hecho, puesto que z = al%£a*, si se toman logaritmos en cualquier otra base 
b, se obtiene: 

log, z = log a/*£2* = log, z log, a 


o bien 


lo cual permite calcular logaritmos en una base arbitraria a a partir de los 
calculados en una base determinada; por ejemplo, b= 10. 


Ejemplo 4.37 
log1o 27 _ 1431363 


log1o 12 — 1.079181 
logro 1000 _ 3 
log1o2 — 0.30103 


log12 27 = = 1.326342 


logz 1000 = 


= 9.965784 


Esto explica por qué las calculadoras no necesitan diversas teclas para 
los distintos log, x; sencillamente porque los resultados que suministrarían 
serían log¡g z /log,9 4. 

Los logaritmos permiten también expresar la relación que liga las diversas 
exponenciales entre sí. 


Si a y b son dos números reales positivos, se cumple 


as = prlo8pa 
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Como se aprecia sin más que calcular el logaritmo de base b de ambos miem- 
bros. 


Ejemplo 4.38 


1.05! = 2110821.05 -, 90.07€ — 9t/142 — pues log 1.05 = m5 


pues — log;¿2=0.30103 
10% = e% 198,10 y ¿23025857 — pues log, 10 =2.302585 


2% = 105198102  1p0-0301037 


Así que, como sugería el ejemplo 4.31, todas las exponenciales (de bases mayores que 

1) son esencialmente iguales; basta cambiar la escala del exponente para hacerlas 

coincidir. 

Ejercicios 

4.23 Calcular log, 1, log, a y log, a?. 

4.24 Con la ayuda de una máquina de calcular que proporcione el logaritmo de 

base 10, calcular el valor aproximado de: 

75107 
3% 

e) PUES 55049 d) 0.3223 — (,1871-65 


a) b) 973.81 15.21 


4.25 Como se sabe log(x+ y) no coincide en general con logz+log y. Sin embargo, 
dado z > 0, ¿se puede determinar y para que sea log(z + y) = log x + log y? 


4.26 Simplificar 


a) algo (log, b)/logy a b) 218 Yoga + c) log, (log, alo)] 
4.27 Dados a y b, hallar el valor de zx que verifica 
a) log, a + log, b= 1 b) log, z + log, x= 1 


4.28 Resolver la ecuación 2V% = (y/7)”. 


4.29 Resolver la ecuación 4 - 2(2”) = 8”. 
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4.6 Aplicación a cálculos financieros 


Como aplicación de algunos de los conceptos introducidos en este capítulo, 
se presenta ahora una cuestión con la que, en la sociedad actual, casi todo 
el mundo tiene que enfrentarse en algún momento: los cálculos financieros. 
Ciertamente, estas cuestiones son delicadas, pero la dificultad no está en 
los métodos matemáticos que se emplean sino en la oscuridad con que las 
entidades financieras transmiten la información. He aquí un ejemplo, copiado 
de uno de tantos folletos publicitarios: 


“PLAN DE PENSIONES 
Rentabilidad financiero-fiscal : 17.42 % ** 


** Para una base imponible de 3800000 ptas. ” 


Después de leerlo, ¿puede Vd. averiguar qué interés y en qué forma 
se le ofrece por su capital? ¡Difícilmente! El tema del interés financiero 
se ha mezclado con componentes fiscales, que no hacen al caso...o, si son 
relevantes, ¿por qué no se explica con claridad la desgravación fiscal que 
supone? Y, ya puestos, ¿por qué no se corrige la rentabilidad en función de 
la tasa de inflación prevista para el próximo futuro?.... 

No es el objetivo de esta sección aclarar tan hondas cuestiones financieras; 
lo que se pretende es explicar las sencillas matemáticas en que están basadas. 


4.6.1 Interés simple y compuesto 


Supóngase que una persona dispone de una cierta cantidad, C, de dinero 
que no necesita gastar. Es normal que trate de invertirla en algún tipo 
de negocio que evite que su ahorro se deprecie. La inversión más sencilla es 
depositarlo en un banco para obtener unos rendimientos, que dependerán del 
capital depositado y del interés, i, que el banco aplique. Como las ofertas de 
los bancos son diversas y pueden necesitar una complicada interpretación, 
pensemos en un banco ideal. En él, el interés se especificará en tanto por 
ciento por unidad de tiempo, es decir, expresará la cantidad de pesetas que 
se obtienen por cada 100 pesetas que permanezcan depositadas durante una 
unidad de tiempo. Lo más frecuente, es tomar como unidad de tiempo el 
año. 

Por ejemplo, si se depositan 150000 ptas. en este banco al 4% (cuatro 
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por ciento) anual, al cabo de un año, se obtendrá de beneficio 
150000 - 1 = 6.000 ptas 
TE 


Si se mantiene el depósito durante tres años, y se retira el rédito en cada 
uno de ellos, el beneficio total es 6000 - 3 = 18000 ptas. 

Con esta forma de actuar los beneficios no pasan a producir nuevos inte- 
reses. Incluso aunque los intereses se dejen depositados en el banco, podría 
estipularse que no van a producir nuevos intereses en lo sucesivo; se dice 
entonces que la imposición está a interés simple. 


Si C es la cantidad depositada, i el tanto por ciento por unidad de 
tiempo y t el tiempo transcurrido, el beneficio obtenido con interés 
simple es . 
i 
Intereses = C- —-t 
Tese: 100 


En términos del tanto por uno por unidad de tiempo r = ¿/100, 


Intereses = C'-T-t 


Sin embargo, lo normal es que los intereses que se producen en un año, 
si se mantienen en depósito, pasen a engrosar el capital disponible y en lo 
sucesivo también produzcan intereses; en este caso se dice que la imposición 
es a interés compuesto. 

En tal caso, al cabo de una unidad de tiempo, el capital original se habrá 
incrementado en Cr y se pasa a tener, por tanto, un total de 


C+Cr=C(1+r) 
Una unidad de tiempo después, el capital C(1 + r) pasará a ser 
C(1+T)(1+r)=C(1+4r) 


y en general, 
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Si se acumulan los intereses de un capital C, durante t unidades 
de tiempo, al r por uno por unidad de tiempo, el capital final de 
que dispondremos será: 

C(1+r) 


De manera que los intereses generados a interés compuesto son 


CU+r)-C=C[U+r)-1] 


Ejemplo 4.39 Una persona depositó en el banco, cinco millones de pesetas el 31 
de Diciembre de 1970; el banco le da el 6% anual. ¿A cuánto asciende su capital a 
1 de Enero de 1985? ¿Y si el cliente retira anualmente sus beneficios? 


Como los cinco millones han estado produciendo intereses, exactamente, durante 
14 años, la fórmula anterior da 


5 -10%(1 +0.06)'* = 11304520 ptas. 
con lo cual los intereses han sido 11304520 — 5000000 = 6304 520 ptas. 
Si los rendimientos no se ingresan en cuenta, el interés es simple 
Intereses = 5 - 10% -0.06 - 14 = 4200000 ptas. 
Aunque se ha razonado considerando un número entero de unidades de 


tiempo, en nuestro banco ideal los resultados son también válidos si el tiempo 
t que se mantiene el capital, no es entero. 


Ejemplo 4.40 Una empresa, que tiene que hacer un pago de ocho millones de 
pesetas dentro de 15 días, ingresa durante ese tiempo el importe en una supercuenta 
del banco ideal al 9% anual. Después de hacer el pago ¿cuál será el saldo de la 
cuenta? 


El tanto por uno anual es r = 0.09 y los ocho millones pasan en la cuenta 15 
días, los intereses serán entonces 


8-10 la +0.09)3% — 1] = 28382.6 ptas. 
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Ejemplo 4.41 ¿Cuál es, en el banco ideal, el tanto por ciento de interés diario de 
una cuenta al 10% anual? ¿Y el semestral? 


Como r = 0.1, el tanto por uno diario es 
ra = (140.1) — 1 =0.000261 


lo cual supone un 0.0261% de interés diario. 


Análogamente en un semestre 
r, = (140.133 — 1 = 0.0488 


es decir, un 4.88% de interés semestral (y no un 5% como se podía pensar a primera 
vista). El mismo resultado se obtiene si se aplica el tanto por uno diario durante 
los 182.5 días de un semestre: 


(1 +0.000261)1925 — 1 = 0.0488 


Aparte de que el interés anual que anuncia un banco no coincidirá casi 
nunca con el concepto ideal de interés anual, la teoría desarrollada se ve 
perturbada, en la realidad, por el efecto de las fechas con que el banco da 
valor a sus intereses, ya que estos no comenzarán a producir sus propios 
beneficios hasta que no se anoten en cuenta. Evidentemente, no es exacta- 
mente lo mismo que los intereses de un día empiecen a generar intereses al 
día siguiente, a que tarden dos meses en comenzar a hacerlo. 

A este respecto, ¿cuál es el comportamiento más frecuente de los bancos? 
Para concretar su modo de actuar precisemos que (salvo aspectos específicos 
de que el banco remunere menos la primera parte del capital, etc.) el interés 
anual, en el sentido en que se ha utilizado hasta ahora, se denomina T.A.E. 
(Tipo (o Tasa) Anual Equivalente). 

Para su cálculo, se parte del interés nominal anual I (que es el que 
generalmente anuncia el banco) y del periodo de liquidación de intereses que 
utiliza el banco. Con estos datos se calcula el tanto por uno en el periodo 
de liquidación, r, dividiendo / por 100 y por el número n de periodos de 
liquidación de un año. Así, si ] = 15% y el periodo de liquidación es el 
trimestre, se tendrá 

15 
"= 100-4 
Con ello 
T.A.E = 100- ((14r)" 1] 
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En el ejemplo anterior T.A.E. = 100 (1 + 15/100 - 4)* — 1] = 15.865. 

Aunque el interés nominal / no cambie, si se altera el periodo de liqui- 
dación, el T.A.E. varía. Para que no lo hiciese, al cambiar del trimestre al 
mes, por ejemplo, la teoría indica que habría de tomarse como nuevo r, 

m=(1+r)-1 en lugar de n=3 
Para completar la descripción del comportamiento de los bancos, hay que 
señalar que los intereses se calculan, en las fechas habilitadas, a partir del 
saldo diario; es decir el importe de los intereses en un periodo de liquidación 
es 
Sir4+S rt. + Spor 


siendo 51,52, ..., $4 los saldos diarios a lo largo de los días del periodo de 
liquidación y r' el tanto por uno nominal diario: r' = 1/100- 365. 

Sobre esta forma de actuación típica, algunas entidades pueden efectuar 
variaciones y, en cualquier caso, sustraer comisiones, gastos de gestión, re- 
tenciones fiscales y establecer mínimos ezentos, franquicias, etc. Pero esas 
cuestiones no pueden ser consideradas aquí. 


4.6.2 Capitalización 


Es frecuente que una persona se proponga un plan de ahorro de forma que, 
en cada unidad de tiempo, ingrese en el banco una cantidad fija, a, a un 
interés compuesto del ¿% (o el r por uno) por unidad de tiempo para ir 
acumulando un cierto capital. Si piensa llevar a cabo este plan durante £ 
unidades de tiempo, estará interesado en conocer el capital acumulado que 
obtendrá al final. 

Ahora bien, su primera entrega, ahorrada durante la primera unidad 
de tiempo, permanecerá en la cuenta t — 1 etapas; la segunda, t — 2 y así 
sucesivamente. Al final de las t unidades de tiempo, el capital acumulado 
será 


Capital que acaba de ingresar a 
Capital por el ingreso anterior a(l+r) 
Capital por el ingreso realizado hace dos etapas | a(1 + r)? 


Capital por el primer ingreso realizado a(1+r)+! 
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El total de estas t cantidades es: 


Ss 


a+a(l+r)4+a(14+ 1) 4 +a(14 1) 
alien (14) 


Si se multiplica por (1 + r) se obtiene 
(4r)S=a [14 + (er + (141)] 
y restando miembro a miembro de esta igualdad la anterior, resulta 
rs=a((1+r)-1] 


De manera que 


La suma total capitalizada en t unidades de tiempo, al 7 por uno 
en cada unidad de tiempo, mediante entregas de a ptas. al finalizar 
cada etapa, es 
sa [+1 
Tr 


Ejemplo 4.42 Una persona se propone seguir un plan de ahorro, durante tres años, 
ingresando en un banco 100000 ptas. todos los meses; el banco le da (realmente) 
el 9% anual pagadero mensualmente. ¿Cuánto habrá ahorrado al cabo de los tres 
años? 


El 9% anual supone el 
r = (1+0.09)% — 1 = 0.0072 


de tanto por uno mensual. La cantidad acumulada en 36 meses será entonces 


(1 +0.0072)%* — 1 


S= 100000 - 0.0072 


= 4092917.5 ptas. 


en vez de los 3600000 ptas. que ha aportado realmente la persona. 


De nuevo, el resultado anterior exige conocer el tanto por uno que paga el 
banco por unidad de tiempo (en el sentido preciso en que viene manejándose 
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y que, como se ha señalado, no suele ser el mismo que anuncia el banco). 
Además, por ejemplo, si un banco real abona los intereses trimestralmente 
y los ingresos se hacen mensualmente, los intereses de la cantidad ingresada 
el primer mes de un trimestre no comenzarán a generar sus propios intereses 
hasta dos meses después. De manera que el comportamiento del banco 
perturba la fórmula anterior. 


4.6.3 Amortización 


Aún es más frecuente tener que amortizar un crédito que ha sido concedido 
y por el cual se tienen que pagar intereses. 

Supongamos que se ha prestado una cantidad C al r por uno por unidad 
de tiempo, para amortizar en n unidades de tiempo. ¿Cuál será la cantidad, 
a a pagar en cada unidad de tiempo? 

El cálculo, paso a paso, será: 


— Después de transcurrir la primera unidad de tiempo y después de efec- 
tuar el primer pago, la deuda será 


C(1+r)-a 


puesto que la deuda incrementada con los intereses es C(1 + r) y hay 
que restarle la cantidad a que se acaba de pagar. 


— Una unidad de tiempo después, por la misma razón, la deuda será 
(C(1+r)-a)(1+r)-a=C(14+r)-a[14+(1+r)] 


— Transcurrida otra unidad de tiempo la deuda es 


(CU+r?-a(1+ (14) (14 1)-a= 
=C(+r Pa [14 (14r)+(147)] 


— Y así sucesivamente; al transcurrir las n unidades del tiempo previsto, 
la deuda será 


Cera [+ (14) (rd + (LJ) = 


=C(1+r)"- E 
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Por otra parte, si se ha dado a a el valor adecuado, la deuda ha tenido 
que anularse después de las n etapas. Luego al igualar a cero la expresión 
anterior y despejar a, resulta 


La cuota de amortización de una cantidad, C', en n unidades de 
tiempo, a un r por uno por unidad de tiempo es 


Hr) r 


=cAl 
an =T 


Ejemplo 4.43 Para comprar un coche, un padre ha prestado a un hijo un millón 
de pesetas que tenía en una cuenta (ideal) al 7% de interés anual, pidiéndonos que 
se lo devolvamos en 12 mensualidades. ¿Cuánto debe ingresarle cada mes? 


Dado que el tanto por uno mensual es 
r=(1+0.07)% — 1 =0.00565 
la aplicación de la fórmula anterior da 


1.00565!? 0.00565 


= 10%. 
lo oos657—1 


= 86425 ptas. 


como cantidad a ingresarle mensualmente. 


Podemos razonar de otra manera. En 12 meses el millón del padre se habría 
transformado en 
10% . (1 40.07) = 1070000 ptas. 


Por otra parte, si se ingresan mensualmente a ptas. en su misma cuenta, al 
cabo de un año habría conseguido capitalizar 


_ (1 +0.00565)'? — 1 
0.00565 


Para que el hijo no pierda ni gane nada, ambas cantidades deben coincidir. Al 
igualarlas se obtiene el mismo resultado, ya que 


= 12.38 - a ptas. 


12.38 - 86 429 = 1070000 ptas. 


En el caso de amortización de préstamos, la práctica más habitual es que 
los pagos de las cuotas de amortización se efectúen mensualmente; entonces 
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se toma como unidad de tiempo el mes y, consecuentemente, hay que manejar 
el tanto por ciento mensual. No obstante, igual que en las cuentas corrientes, 
éste no se expresa así, sino que se da el “tanto por ciento nominal anual” 
como el producto por 12 del tanto por ciento mensual. 

El interés anual que efectivamente se aplica es el T.A.E., que no es el 
anunciado sino algo mayor. Por ejemplo, si un banco dice que cobra por 
sus préstamos el “17% nominal anual”, con amortizaciones mensuales, en 


realidad cobra el 5 = 1.417% mensual y eso equivale a un T.A.E. 


100(1.01417'?— 1) = 18.39% 


Ejemplo 4.44 Para comprar una casa, una persona ha obtenido un crédito hipo- 
tecario por valor de 15 millones de pesetas al “14% anual”, a amortizar en 20 años 
en cuotas mensuales iguales. ¿Cuánto debe pagar cada mes? 


Realmente el dato es que el interés mensual es del 


14 
12 1.166% 


de manera que r = 0.01166. La cuota de amortización mensual es entonces 


1.01166% 0.01166 


6 
19510 1.01166240 — 1 


= 186441 ptas. 

Ejemplo 4.45 La financiera asociada a una marca de automóviles anuncia que su 
financiación en 24 meses es “al 1% mensual”. Para comprar un coche de un millón 
de pesetas el cálculo de la cuota mensual que efectúa es el siguiente: 


1000000 + 1000000 - 0.01 - 24 


24 = 51667 ptas. 


Si el préstamo fuese realmente al 1% mensual, ¿cuál sería la cuota a pagar men- 
sualmente? ¿Qué interés mensual está realmente aplicando la financiera? 


Si el tanto por uno mensual fuese realmente r = 0.01, la cuota de amortización 
mensual en 24 meses, por un millón, resultaría 


a=10". 1.012%0.01 


Tom=17 47073 ptas. 


y no las 51 667 ptas. que calcula la financiera. En un caso se van a pagar 24-47 073 = 
1129752 ptas. y en el otro 24 - 51667 = 1240008 ptas. 
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Para saber qué tanto por uno mensual real, r, está aplicando la financiera, 
habría que resolver la ecuación 


(+ r 
(141) 


No se puede resolver esta ecuación explícitamente, así que habrá que tantear: 


a=10%. = 51667 


Parar=0.015 — a=49924 
Para r=0.017 —= a=51091 
Parar =0.018 — a=51680 


La financiera aplica un interés un poco menor del 1.8% mensual. Los bancos 
anunciarían estos créditos al 12- 1.8 = 21.6% anual y el T.A.E. sería (1.0181? — 1) + 
100 = 23.87%. 


Si, con la jerga de los bancos, la financiera dijese que sus créditos son al 12-1% = 
12% mensual, la diferencia con el T.A.E. real es de casi el doble. 


La forma de cálculo que hemos supuesto que aplica la financiera es bastante 
usual, por ejemplo, en las compras aplazadas en ciertos grandes almacenes. 


Ejercicios 
4.30 El contrato de una supercuenta de una Caja de Ahorros especifica el siguiente 
método para el cálculo de los intereses: 

“El importe de los intereses en un periodo de liquidación se calcula según la 
siguiente fórmula: 

Intereses = Si xi4S2 xi4--+S: xi 

siendo S1,S2..., Sg los saldos diarios en cada uno de los días del periodo e i el tanto 
por uno nominal diario.” 

Más adelante informa: 

“El tipo anual equivalente se calcula de conformidad con la siguiente fórmula: 


= LM 
T.A.E.= 100 x [(14 739) ?/m=1 


siendo 1 el tipo de interés nominal anual y m el número de meses de un periodo de 
liquidación.” 
¿Qué intereses devengaría en esta cuenta ocho millones colocados durante un 


año si I] = 9% anual y m = 2 meses? ¿Y si los ocho millones permaneciesen sólo 15 
días en la cuenta? ¿Cuál sería el T.A.E.? 
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4.31 Una persona capitaliza 300000 ptas. mensuales en una cuenta durante tres 
años. Calcular el capital final en los siguientes supuestos: 


a) Interés mensual 0.75%, pagadero mensualmente. 
b) Interés nominal anual 9.38%, pagadero mensualmente. 


c) Interés nominal anual 9%, pagadero cada dos meses. 


(Considerar años de 360 días y meses de 30.) 


4.32 Para la compra de una finca se ha obtenido un crédito hipotecario de 100 
millones de pesetas, al 18% anual, a pagar en 20 cuotas anuales iguales. ¿Cuál es 
la cuota a pagar cada año? ¿Cúal sería la cuota si el préstamo, en vez de ser a 20 
años, fuese sólo a 10? 


4.33 En las condiciones del ejercicio anterior, si los vencimientos son mensuales, 
responder a las preguntas siguientes: 


a)¿Cuál será la cuota mensual? 
b)¿Cuál es el T.A.E.? 


4.34 Calcular, para cada uno de los enunciados de los dos ejercicios precedentes, 
qué proporción del capital prestado se habrá amortizado al concluir el tercer año. 


4.35 Un banco anuncia que sus préstamos, a cinco años, son al 16% anual, pero 
los vencimientos son mensuales. Una persona negocia con el banco para que le 
concedan un préstamo exactamente en esas condiciones, es decir, pide que el T.A.E. 
sea, precisamente, el 16%. ¿Cuál debe ser el tanto por ciento mensual, si se le acepta 
la proposición? 


4.36 En la situación del ejercicio anterior, si el préstamo que se solicita es de tres 
millones de pesetas ¿qué diferencia existe entre las cuotas mensuales según se acepte 
o no la propuesta del cliente? 


4.37 Cierto banco, en colaboración con una fábrica de automóviles, hace la oferta 
siguiente: si se hace un depósito de 2000000 de pesetas por 6 años de duración se 
recibe, en ese momento, un coche que vale 1080000 pesetas y al cabo de los 6 años 
el banco le devuelve los 2000000 de pesetas que depositó. 


Responder a las cuestiones siguientes: 
a)¿Es ventajosa la oferta para una persona que necesita un coche de esa categoría 


y tiene la posibilidad de invertir su dinero a un plazo fijo de 6 años, al 9% 
anual como máximo? 
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b)¿Es ventajosa la oferta para una persona que tiene la posibilidad de depositar 
sus ahorros, a plazo fijo, al 14% anual? 


e)¿Cúal es el tanto por ciento anual que, realmente, aplica el banco en su oferta? 


Cuestiones de repaso 


4.1 ¿Cuál de los siguientes números es irracional? 
a) 3.1415 
b) Y3 
c) 2.1333... 

4.2 ¿Cuál de los siguientes números es irracional? 
a) 3.41442444344444444445444... 
b) 4.414141414141414... 
e) 1.41424142414241... 


4.3 ¿Cuántas aproximaciones racionales son necesarias para determinar un número 
irracional? 


a) Basta con dos, una por defecto y otra por exceso, suficientemente precisas. 
b) Tantas como cifras decimales del número irracional se quieran conocer. 
c) Infinitas. 

4.4 Six e y son números reales tales que z < y, la desigualdad z — 2/5 < y — 2/5: 
a) es cierta, 
b) es falsa. 
c) depende de los valores de z e y. 

4.5 Si z e y son números reales tales que z < y, la desigualdad z — 1/5 < y — 2/5: 
a) es cierta. 
b) es falsa. 


c) depende de los valores de z e y. 
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4.6 Si z e y son números reales tales que z < y, la desigualdad z — 2/5 < y— 1/5: 
a) es cierta. 
b) es falsa. 


e) depende de los valores de z e y. 


4.7 Si z e y son números reales tales que z < y, la desigualdad z + 1/2< y+1/4: 
a) es cierta. 
b) es falsa. 


c) depende de los valores de z e y. 


4.8 Si z e y son números reales tales que z < y, la desigualdad —2x < —2y: 
a) es cierta. 
b) es falsa. 
c) depende de los valores de z e y. 
4.9 aña! es igual a: 
a) al2 
b) a” 
ca 
4.10 2722 es igual a: 
a) a? 
b) 2710 
o (ey 
4.11 2727? es igual a: 
a) 2223 
b) 275 


c) zx 


4.12 3*7* es igual a: 
a) 10* 
b) 212 
e) 21* 
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4.13 6”3" es igual a: 
a) 18% 
b) 2m32n 
c) 2.3 

4.14 46” es igual a: 
a) 2-3 
b) 10” 
c) 3.2% 

4.15 32” es igual a: 
8).2% 
b) 47/28n/2 
c) 4-8" 

4.16 36”/9” es igual a: 
a) 4 
b) 47” 
c) 2 

4.17 18"/3" es igual a: 
a) 6r/3r=1 
b) 23" 
c) 6 

4.18 157"5" es igual a: 
a) 3” 
b) 377 
ce) 3 


4.19 (a?) es igual a: 
a) a? 
b) a? 


e) ad 
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4.20 (25)? es igual a: 
a) g7l0 
b) 210 


c) a? 


4.21 (271) es igual a 
a) z! 
b) 277 


4.22 (a%)” es igual a 
a) (ay? 


4.23 (02)? (69)? es igual a: 
a) bp? 
b) 610 
e) 5 


4.24 a*/ (a?)* es igual a: 
a) 1/0? 
b) ar? 
e) 1/a 


4.25 (37 / (22)? es igual a 
a) a? 
b) z* 


e) 1 
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Cuestiones de repaso 
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4.26 3?/ (31)? es igual a: 
a) 3% 
b) 1/35 
e) 37* 


4.27 (42)? /25 es igual a: 
a) 1 
b) 8 
e) 22 
63 
4.28 3777 es igual a: 
a) 2-3 
b) 1 
e) 3/2 
4.29 12%/18* es igual a: 
a) 1/6? 
b) 243-1 
e) 2/3 
4.30 Si0<a< l, entonces se cumple: 
a) a>a 
b) a<a 
e) a?>1 


4.31 Six” =y, entonces y!/” es igual a: 


a) y” 
b) z 
c) an 
1.32 9) es igual a: 
a) 34 
b) 3 
5) 9% 
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4.33 12% es igual a: 
a) 2464 
b) 4-34 
c) 2-34 


4.34 29/12 es igual a: 
a) 8/4 
b) 29/212 
ej 258 


4.35 95/? es igual a: 
a) Y 
b) 95/92 
e) 35 


4.36 (a3)* es igual a: 


a) af 
b) a% 


e) a”* 


4.37 r3xi es igual a: 
a) zñ 
b) a+ 


c) 2% 


4.38 a?/af es igual a: 
a) a 
b) at 


Sá 
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4.39 (a3)78 es igual a: 
a) a7ó 
b) a? 
c) 1/a% 


4.40 274 -— 124 +75) es igual a: 
a) 904 
b) v102 
c) 6-34 


4.41 1283 +2-543 — 4.163 es igual a: 
a) 3003 
b) 2.23 
c) 15843 


4.42 Sia, b y c son números reales, la propiedad: 
Si a< b, entonces a+e<b+e 
se cumple: 
a) cualquiera que sea c. 
b) sólo cuando c es positivo. 


c) sólo cuando c es negativo. 


4.43 La ecuación —5z + 32? = 12 tiene: 
a) dos soluciones reales. 
b) una única solución real. 


c) ninguna solución real. 


4.44 La ecuación —5 — 22? + 6z = 0 tiene: 
a) dos soluciones reales. 
b) una única solución real. 


c) ninguna solución real. 
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b) 
e) 
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La ecuación 82? + 4= z tiene: 
dos soluciones reales. 
una única solución real. 


ninguna solución real. 


La ecuación 362? + 25 — 60z = 0 tiene: 
dos soluciones reales. 
una única solución real. 


ninguna solución real. 


La ecuación z + 2? = 6 tiene dos soluciones cuyo cociente es: 

-3/2 

1.5 

—2 

La ecuación —16z + 15 + 42? = 0 tiene dos soluciones cuya diferencia es: 
3/4 

3 

1 


La suma de las soluciones de la ecuación —3z +8 = 22? es igual a: 
-3/2 

-4 

3 


El producto de las soluciones de la ecuación 32? = 5z — 2 es igual a: 
2 

-1/3 

2/3 


vVIG + 36 es igual a: 
(Vi+0)? 

vB 

1404 Y6 


Cuestiones de repaso 


4.52 YV3 es igual a: 


a) Y3 
DS 
e) 39/2 


4.53 0.0025 es igual a: 


a) 51071 
b) 5.107? 
e) 5-1073 


4.54 YV243 es igual a: 


a) Y2-Y3 
b) YY 


4.55 La ecuación (z — 1)? +3 =0, tiene: 


a) Dos soluciones distintas. 
b) Una única solución. 


c) Ninguna solución. 


4.56 La suma de las soluciones de la ecuación 2? — 32 + 1= 0 es igual a: 


a) -3+y17 
b) 3 
c) —3 


4.57 Sia, b y c son números reales, la propiedad: 


Si a > b, entonces a.c>b-c 


se cumple: 


a) Para todo valor de c. 
b) Sólo cuando c es positivo. 


c) Nunca. 
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4.58 ¿Cuánto vale la mayor de las soluciones de la ecuación 2? — 6z +5 = 0? 
a) 1 
b) 3 
c) 5 
4.59 Si a es un número real, la desigualdad 
a>a 
se cumple: 
a) cualquiera que sea a. 
b) sólo cuando a > 0. 
€) sólo cuando a<0ó6a>l. 
4.60 Si a y b son dos números reales tales que 
0O<a<b 
se cumple: 
a) a2>b? 
b) a?<b? 
c) a?<b? 
4.61 El número v125 — v20 es igual a: 
a) yv105 
b) 345 
e) (125 — 20)!/2 
4.62 El producto (1 + V2)(1 — v2) es igual a: 
a) 1 
b) 242 
e) -1 
4.63 El número y216 — y/150 es igual a: 
a) V6 
b) 6 
c) 646 


Cuestiones de repaso 
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4.64 El producto (V3+ V2)(V3 — v2) es igual a: 


a) 1 
b) —1 
c) 243 


4.65 El número (1 — y2)? es igual a: 
a) 1 
b)3 
c) 3-242 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 4.1 La expresión decimal de los dos primeros números no es finita, 
ni periódica. Por lo tanto, se trata de números irracionales. 

En cambio, el tercero tiene periodo 123456789 y es, por consiguiente, un 
número racional (concretamente, del número 20123456769/' 9999999990). 


Ejercicio 4.2 Por tanteo, se buscan los números racionales cuyo cubo sea 
próximo a 5; como 


1? 4.913 
1.8% =. 5:832 


el número 4/5 debe estar comprendido entre 1.7 y 1.8. En el siguiente paso 
se encontraría que 


1.719 5.000211 
1.709% = 4.991443829 


'" 


luego Y5 debe estar comprendido entre 1.70 y 1.71. Unas cuantas aproxi- 
maciones más conducen a: 


1.7099 = 4.999333821299 
1.70997% = 4.999947835616973 
1.70998% = 5.000035556051992 
1.709975% = 4.999991... 
1.709976% = 5.0000004... 
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por consiguiente 
1.709 <x< 1.710 
1.7099 << 1.7100 
1.70997 <z<  1.70998 
1.709975 <x< 1.709976 


Una calculadora de mano (que permita obtener raíces cúbicas) da, directa- 
mente, z = 1.7099759, pero no hay manera de pedirle más precisión (sus 
pantallas suelen tener 8 dígitos). En cambio, el procedimiento de aproxi- 
maciones sucesivas puede continuar indefinidamente; eso es lo que marca 
la diferencia. A efectos prácticos el resultado de la calculadora suele ser 
suficiente, pero no hay que creer que es ezacto. 


Ejercicio 4.3 Puesto que se trata de obtener aproximaciones por defecto y 
por exceso de Y/2— rr, se resta a las aproximaciones por defecto de y2 las 
aproximaciones por exceso de 7 y viceversa: 


1.41 — 3.15 = —1.74 <vi-r< 1,42 — 3.14 = —1.72 
1.414 — 3.142 = —1.728 <vVi-a< 1.415— 3.141 = —1.726 
1.4142 — 3.1416 = —1.7274 <vi-r*< 1.4143 — 3.1415 = —1.7272 
1.41421 — 3.14160 =—1.72739 <yY2-x< 1.41422— 3.14159 =-—1.72737 


Alternativamente, se puede definir el opuesto de 7, mediante las sucesiones 


-3.15 <-r< 3.14 
-3.142 <-r< -3.141 
-3.1416 <-rT< -3.1415 


-3.14160 <-xr<  -3.14159 
-3.141593 <-"r< -3.141592 


para calcular después la suma Y2 + (7). 


Ejercicio 4.4 Dadas las aproximaciones sucesivas que determinan el número 
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x, su inverso 1/z queda determinado por: 


1/18 = 0.5555... <l/z< 
1/1.71 =0.58479... <1/2< 
1/1.71 =0.58479... . <1/z< 0.58513... 


1/1.71 =0.58479... “<t/z< 0.584829 .. 
1/1.70998 = 0.5848021.... <1l/z<  0.5848055. 
1/1.709976 = 0.58480352... <1/z< 0.58480387.. 


1/1.70997 
1/1.709975 


Los puntos suspensivos en los extremos de las desigualdades quieren indicar 

que son números con periodos muy largos; no hace falta calcularlos exacta- 

mente siempre que, a medida que se desciende, se aumente la precisión. 
Naturalmente, para hacer un cociente de irracionales: V2/x, por ejemplo, 


eE Fl 1 
basta multiplicar por el inverso: Y2- -. 
T 


Ejercicio 4.5 Sobre el punto situado a distancia 2 del origen, se levanta un 
segmento perpendicular de longitud 1. Al unir el origen con el extremo de 
este segmento, se obtiene un segmento de longitud / tal que (por el teorema 
de Pitágoras) se cumple 

P=24+1=5 


Mediante un compás, se marca sobre el eje un segmento de longitud /. 


Ejercicio 4.6 Si se toman los valores aproximados de y2 y T con 5 cifras 
decimales, 
1.5499 - 1.41421 = 2.191884079 <1.5499- /2< 1.5499 - 1.41422= 2.191899578 
0.6977 -3.14159 =2.191887343 <0.6977-< 0.6977 -3.14160= 2.19189432 


entonces las dos cantidades tendrán expresiones decimales que comiencen 
por 2.1918, pero no puede precisarse en cuál de ellas será menor la siguiente 
cifra. 
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Luego se añaden dos cifras más 


1.5499 - 1.4142135 <1.5499-Y2< 1.5499 - 1.4142136 
= 2.19188950365 = 2.19188965864 


0.6977 -3.1415926 <0.6977-1<  0.6977-3.1415927 
= 2.19188915702 = 2.19188922679 


Tras 2.191889...el primer número tendrá un 5 ó un 6, mientras que el se- 
gundo tendrá un 1 ó un 2. Luego 0.6977 - 1 < 1.5499 - y/2 
Ejercicio 4.7 
a) 3391 = 32 (32)* = 3338 = gn 
b) (6259)? = (65) = 51 
e) (6136)? = (6%)? = 612 
3) (32)? (43)? = 3945 = (3-4) = 12% 
Ejercicio 4.8 
a) (1071)? (102)? = 1073105 = 10% 
D) (22)? (58)? = 270575 = (2-5)7é = 107 


€) (22) (21) = 27675 =271 


23 2 
d) (2%?) ay? = ty iz? = aty?= (5) 
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Ejercicio 4.9 


933-5 363-5 e 7 
e 


2532 4 95: 24154 
) Ec <A 
3-1104 2451 


(CN Cl NN a 
c) Ala a e 


(43) 74163 _ 45448 2.45 á 430 
ñ === 244=2.2%=2 


d) 
Ejercicio 4.10 
-16 
A E 


1 


b) (5 mt) = (37134 


a) y Wa3/v2= (e (28)9)” = (2428)? = (23)! =0+ 


Ejercicio 4.11 
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a) (abad)? = (abt+3)) = (03) a 


Ejercicio 4.12 


a) V284 163-547 =V4-T4+ V9-7-5Y7=(24+3-5)V7=0 


b) V274+V48-V75=V37-34+V47-3-vV57-3 =(34+4-5)V3=243 


0) V2 (VIO +40) = V2142)V10 = V2-3-V10= V2-3-V2/5= 645 


d) V540- V135 — y60 = V6?-15 — Y32-15-— V2215 = y15 


Ejercicio 4.13 Como b?—4ac = 5?-4-12-(-2) = 25496 = 121 es positivo, 
existen dos soluciones de la ecuación, dadas por 


q=2+v121 
2-12 
Por lo tanto, 2 = El =2 y x= =-L 


Ejercicio 4.14 Como b? — 4ac =5?-4-3-3=25-36=-—11 es negativo, 
la ecuación no tiene ninguna solución real. 


Ejercicio 4.15 Como 0? — 4ac = 4? — 4-4-1=0, sólo existe una solución 
— 1 


de la ecuación: z= o 
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Ejercicio 4.16 Como b? — 4ac = 192 — 4-10-6 = 361 — 240 = 121, la 
ecuación tiene dos soluciones. Su suma es 


b 19 
> =p 


y su producto 
a 
2 10 5 


De hecho las soluciones son 


2 RM 20, 9013 
LY A ARE A 


cuya suma es —2/5 — 3/2 = —19/10 y su producto (-2/5)(-3/2) = 3/5. 


Ejercicio 4.17 Si se hace y = z?, la ecuación se transforma en una de 
segundo grado: 


Y+y-6=0 


para la cual b? — 4ac = 1 — 4(-6) = 25; de forma que sus dos soluciones son 


Ahora: 
Si 2? = y, = 2 será x= 2 o bien z = —y2. 
Si 2? = y, = —3 no hay ningún valor real z que satisfaga esta igualdad. 


La ecuación x* +2? — 6 = 0 tiene, por lo tanto, dos soluciones reales que son 


21 =V2 y 27 =-y2, 


Ejercicio 4.18 Si x es la edad actual de Juan; hace 20 años tenía x — 20 
años y se sabe que 
z(x— 20) = 684 


Es decir 
2? — 207 — 684=0 
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Como b? — 4ac = 20? — 4(-684) = 3136, la ecuación tiene dos soluciones: 


a 204/3136 _ 20456 _ 


1 2 2 38 
20- yY3136 _ 20-56 
a 


La única solución que puede representar la edad actual de Juan es 2, = 38. 


Ejercicio 4.19 Si x es la longitud del lado menor (en cm.) el lado mayor 
medirá x +7 cm. Y su área será z(z +7) = 198 cm?. Por consiguiente, se 
tiene: 

22+77-198=0 


Como b? — 4ac = 7? + 4 - 198 = 841, la ecuación tiene dos soluciones: 


14847429 


n 

és 2 2 
-7-YA1_ 7-2 

o ii 


Si x = 11 cm el lado mayor mide 18 cm y efectivamente el área es 11-18 = 198 
cm?. La segunda solución es negativa luego no representa la longitud del lado 
menor. 


Ejercicio 4.20 Si el perímetro es de 38 m, la suma de los lados será 38/2=19 
m.; mientras que su producto es 84. Las longitudes de los lados son, por lo 
tanto, soluciones de la ecuación: 


1?-197+84=0 


Se puede llegar a la misma conclusión si llamamos z a la longitud de uno de 
los lados, con lo cual la longitud del otro será 19 — z y, por consiguiente, se 
tiene la ecuación: 

zx(19- 2) = 84 


En cualquiera de los casos, se cumple b?— 4ac = 1924-84 = 25, de manera 
que la ecuación tiene dos soluciones. La primera solución es: 


194 V25 
e 
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y la segunda 
19 - Y25 
29 = —_——= 
2 
Los dos lados del rectángulo miden, por lo tanto, 7 y 12 metros, respectiva- 
mente. 


vi 


Ejercicio 4.21 Si la distancia del tesoro a la casa es z, la distancia al árbol 
es 17 — z. Luego debe ser 


2(17—-2)=52 obien 22-1774+52=0 


La ecuación tiene dos soluciones, puesto que b? — 4ac = 17? — 4-52 = 81. 
Ambas soluciones son 


a=1HA- y 
17 — y81 
E ES 


Hay, por lo tanto, dos puntos en que puede encontrarse el tesoro: a 4m ó a 
13m de la casa. 


Ejercicio 4.22 Sea z el número inicial de participantes en el proyecto y e 
la cantidad (en miles de ptas.) que debía pagar cada uno. Entonces 


ze= 126 


Al añadir dos personas más la cantidad desciende a c — 4 (siempre en miles 
de pesetas); es decir: 
(2 +2)(c— 4) = 126 


o bien 
zc+2c— 41 -8= 126 


Ahora, puesto que de la primera ecuación se tiene: 


_ 126 


e= 


resulta; 
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con lo cual 
42? +87 -252=0 


o bien, si se divide por 4, 
22+22-63=0 


Puesto que b?—4ac = 2? 44-63 = 256, existen dos soluciones de la ecuación 
anterior: 


_—-24VB56_ 
=== 


-2- 1256 _ 
7 = 
Sólo tiene sentido la primera solución; es decir, eran 7 amigos inicialmente, 


que se incrementaron a 9. La cantidad a pagar finalmente será, por lo tanto, 
126 000/9 = 14000 ptas. 


E] 7 y %2= -9 


Ejercicio 4.23 De la definición de logaritmo se tienen: como al = 1, será 
log, 1 = 0; como a! = a, será log, a = 1; por último, log, a? = 2. 


Ejercicio 4.24 


a) De las propiedades de los logaritmos, se sigue 


sá 
75107 5 3 11 
log10 5 = 5 log,0 7 + 7 log¡o 10 — e 10810 3 
5 3 11 
= -=0. 5 = 0.4771 
zo 845098 + 74 0.4771212 
= 0.5249847 


3 
7 


7310 
luego E 2 100529847 — 3.3495365. 
% 


b) De nuevo, por las propiedades de los logaritmos, se tiene 


logo 97981152 = -3.8l0g,0 9+ 5.21 logo 11 
= -3.8-0.9542425 + 5.21 - 1.0413927 
= 1.7995344 


luego 973811521  101-7995344 - 63.02812. 
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c) Como 
475% ]p7:53log10 4 
= 107-53-0.5020599 
= 101-53351 17 
= 34159.517 
y 
57049 _  ]p”0:49logjo 5 


1 07 0-49-0.69897 
= 10 -0.3424953 


= 0.4544694 
resulta 47:53 4570-49 — 34159.517 + 0.4544694 = 34159.971. 


d) Por último, de una parte 


0.3223 = 102310810 0.32 
= 10%X-0.49485) 
1071-138155 


11M 


0.072752 


por otra 


0187165 =  1p74:S5l0g10 0.18 


R 


1074:95(-0.7447274) 
1034629829 


2903.908 


Mn 


luego 0.3282 — 0,1871-95 = 0,072752 — 2903.908 = —2903.8352. 


Ejercicio 4.25 Para que se cumpla la igualdad: 


log, (z + y) = log, z + log, y 


debe ser 
log, (7 + y) = log, (24) 
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es decir: 

T+Yy=1Y 
o bien 

(2- D)y=z 
con lo cual 

E 
y= 
2-1 


Si z > 1, la solución es válida pues y > 0 y existe log, y. En caso de que sea 
zx < 1, se tiene y < 0 y log, y no está definido. 


Ejercicio 4.26 
a) Puesto que 


log, z 
logs = log, a 
si se hace x = log, b, resulta 
log; log, b _ 
NTE = log, log, b 


Por lo tanto 
alosalloz, 1)/logya — gJogalogab — log, h 


b) Se tiene 
loa toga E => qlo8a Y y—logAz 
e (aos. ») log, y (aos. ») — log, 7 
= al9%a 7108. Y y— 1084 yloga z 
o 
= 1 
c) Se tiene 
log, (log, als”)] = log, (a log, a] 


'" 


21og, a 
= 2 
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luego log, [log, a] =2, 
La 1084 


Ejercicio 4.27 


a) Si log, a + log, b = 1, se tiene 
105, a+og,b — y 


es decir 
108, 471082 b — q 


pero z1%8x1 = q y ql08:b = b, así que, resulta z =a-b. 
b) Como log, x = log, x log, a, se cumple 
log, z + log, zlog, a = 1 


o bien 
log, z(1 + log, a) = 1 


Por consiguiente, 
1 


log, z = TF logya 


luego x = a!/VHogp a 


Ejercicio 4.28 Si se toman logaritmos en cualquier base, la ecuación se 


transforma en: 
vVzlogz = zlog /z 


y, puesto que log /z = ]logz, se tiene: 


vzlogz = 25 logz 


Ahora, si se divide cada miembro de la igualdad por y/zlog z, resultará: 
2=yz 
de donde z = 4. En efecto, 4V1= YA. 
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Ejercicio 4.29 Si se toman logaritmos en base 2, resulta 
log, 4 + 2? log, 2 = log, 8 


es decir 

24+1?=3z 
Como b?—4ac = (-3)?—4-2 = 1, esta última ecuación tiene dos soluciones: 
sq =2y2=-=1l. 


Ejercicio 4.30 El tanto por uno bimensual es 9/600 = 0.015, luego en un 
año los ocho millones habrán pasado a ser: 


8 -10% -1.015% = 8747546 ptas. 


con 747 546 ptas. de intereses. 


Si los 8 millones permanecen 15 días en la cuenta, los intereses serán: 


9 


10% == 
8-19 100 - 365 


- 15 = 29589 ptas. 


y el T.A.E. será: 


esto es, el 9.344%. 


Ejercicio 4.31 


a) Como el rendimiento se expresa en el mismo periodo de liquidación, 
el interés real y el nominal coinciden y en tanto por uno valen 0.0075. Luego 
la suma capitalizada es: 


1.0075% — 1 


= . 5 ¡ _—_ 
3510 0.0075 


= 12345816 ptas. 


b) El interés mensual real, en tanto por uno, es ahora 2. = 0.00782 
de forma que 


1.00782% — 1 


= 36405. 
apo 0.00782 


= 12417859 ptas. 
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c) Como el tanto por uno mensual vuelve a ser 0.75%, las trescientas mil 
pesetas que se ingresan en medio del periodo de liquidación equivalen a 


300 000 - 1.0075 = 302250 pesetas 


ingresadas al final del periodo de liquidación. Es decir, es lo mismo que ingre- 
sar 602250 ptas. cada dos meses, lo cual, en tres años, da una capitalización 


de 
1.0158 — 


0.015 
habida cuenta que el tanto por uno bimensual es 9/600=0.015. 


S = 602250 + = 12339725 pesetas 


Ejercicio 4.32 La fórmula para la cuota de amortización, con los datos 
C = 10%, i = 18%, lo que supone que el tanto por uno anual es r = 0.18, y 
n = 20 años, proporciona 


8 1.18% a 


Wa 


= 18 681 998 ptas. 
como cuota anual a pagar. En total, a lo largo de los 20 años se pagan 
20 - 18681 998 = 373639960 ptas. 

Todo es proporcional al capital. Por un préstamo de 1 millón, en las 
mismas condiciones, hay que pagar 3736 399 ptas. 

Si el préstamo fuese sólo a 10 años, la cuota de amortización anual sería 


— E 2 tas. 

Tigo y = 22251464 ptas 

Como se ve la cuota anual no crece en demasía por ser 10 años en lugar 
de 20. El total a pagar, 222514640 ptas. disminuye en 151 millones más o 
menos. 


Ejercicio 4.33 


a) La situación es análoga a la del ejercicio anterior pero, ahora, se ne- 
cesita el interés mensual que, según las normas de los bancos, se obtiene 
dividiendo por 12 el interés anual. Así pues: 

18 


i= o] = 1.5%, mensual; o bien en tanto por uno r = 0.015 
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Como n = 240, resulta 


os. 1:015%0 0.015 
1.015% 1 


como cuota mensual a pagar. Al año se pagarán 


a=1 = 1543311 ptas. 


12-1543311 = 18519738 ptas. 


162260 ptas., menos que en el supuesto anterior, debido al efecto de que se 
pagan a lo largo del año en vez de al final. 


b) La tasa r = 0.015 por uno mensual equivale a un tanto por uno anual 
1.015? — 1 = 0.1956 


es decir, el 19.56%; que es el T.A.E. del crédito con vencimientos mensuales. 


Ejercicio 4.34 


a) El cálculo, año a año, se muestra en la tabla 4.1. 


Deuda + Intereses - Cuota |= Deuda 
| Año Inicial =0.18- Deuda anual final | 
1 [100000000 + 18000000 — 18681998 | = 99318002 
+ 99318002 + 17877240 — 18681998 |= 98513244 
[_3 | 98513244 + 17732384 — 18681998 | = 97563630 


tabla 4.1 análisis año a año 


Por lo tanto, después de 3 años de pagar más de 18 millones anuales, sólo 
se ha pagado dos millones y medio aproximadamente de los 100 millones de 
deuda; para mayor exactitud, el 2.436% de la deuda. El resto de la cantidad 
pagada es en concepto de intereses. Si se quiere saldar la deuda, después del 
pago del tercer año, habría que pagar 97 563 630. 

Si se continua analizando cómo evoluciona la deuda a lo largo de los años, 
se tienen los resultados de la tabla 4.2. 

A mitad del plazo, con 186 millones y pico pagados, todavía no se han 
devuelto ni 16 millones de la deuda, puesto que quedan casi 84 millones por 
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Deuda + Intereses - Cuota = Deuda 
Año Inicial =0.18- Deuda anual final 
[| 4 [97563630 + 17561453 — 18681998 | = 
[| 5 | 96443086 + 17359755 — 18681998 | = 
95 120843 17121752 — 18681998 
93560597 16840907 — 18681998 


++ [+/+/+ 


8 | 91719506 16509511 — 18681998 
9 | 89547019 16118463 — 18681998 
[_10_ | 86983485 15657027 — 18681998 


tabla 4.2 evolución de la deuda hasta el décimo año 


Deuda + Intereses = Cuota S Deuda 

Año Inicial =0.18- Deuda anual final 
11 [83958514 + 15112642 — 18681998 | = 80389048 
E 80389048 + 14470158 — 18681998 | = 76177079 
13 [76177079 + 13712027 — 18681998 |= 71206955 
[ 14 [71206955 + 12817433 — 18681998 | = 65342209 
[_ 15 [65342209 + 11761811 — 18681998 | = 58421809 
[_16 [58421809 + 10515926 — 18681998 | = 50255736 


tabla 4.3 evolución de la deuda hasta el decimosexto año 


pagar. Parece que no se va a acabar de pagar nunca. .. La evolución posterior 
aparece en la tabla 4.3. 

Después de 16 años y con más de 298 millones pagados, tan sólo se ha 
conseguido amortizar la mitad de la deuda. Ya sólo habría que pagar poco 
más de 50 millones para cancelarla. ¿Se acabará en los 20 años previstos? 
La tabla 4.4 muestra el desarrollo de los últimos años. 

Y ¡se ha conseguido! Como estaba previsto, después de 20 años la deuda 
se ha anulado (las 17 ptas. que quedan de deuda al final, se deben a haber 
redondeado la cuota anual a la peseta). De esta forma se aprecia que, en 
los préstamos, el capital se devuelve principalmente al final y al principio 
casi todo lo que se pagan son intereses. Pero no se precipite a entender por 
ello que, una vez llegado al año decimosexto —por ejemplo— ya no merece 
la pena pagar por cancelar el resto de la deuda de golpe. La tabla 4.4 
contiene exactamente lo mismo que si se tuviese un crédito de algo más 
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Deuda Intereses Cuota 


Inicial =0.18- Deuda anual 
50255736 + 9046032 — 18681998 | = 40619770 
40619770 + 7311559 — 18681998 | = 29249331 
29249331 + 5264880 — 18681998 | = 15832213 
15832213 + 2849798 — 18681998 | = 


tabla 4.4 las últimas amortizaciones 


de 50 millones en cuatro cuotas anuales al 18% anual. Por ello pagarán 
4 - 18681 998 = 74 727 992 ptas. 


b) En el caso de la amortización mensual, sería demasiado largo hacer los 
cálculos mes a mes. Si se usa la fórmula que aparece en la deducción de la 
cuota, se tendrá: de una deuda inicial C, después de t unidades de tiempo, 
al r por uno por unidad de tiempo, queda una deuda 

14+r)- 
ist +) l 
siendo a la cuota de amortización por unidad de tiempo. 

En este caso, C = 105, 7 = 0.015, y a = 18519738. Así que, después de 
36 meses, la deuda se ha reducido a 


1.015%— 1 
KA = 24 tas. 
0.015 97952430 ptas 


Las cosas no son muy distintas de la situación en que la amortización era 
anual. Así 


10%. 1.015% — 1543311 


Tiempo | Deuda 
36 meses (3 años) 97952430 
120 meses (10 años) | 85651577 
192 meses (16 años) | 52538 839 
240 meses (20 años) 1208 


Ejercicio 4.35 Si el interés real (T.A.E.) es 16% anual, el tanto por uno 
anual es r = 0.16. Con lo cual el tanto por ciento mensual debe ser: 


[(1+0.16)% — 1] 100 = 1.244% 
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El banco anunciará estos créditos al 1.244 - 12 = 14.934% anual. 


Ejercicio 4,36 Si se acepta la proposición del cliente, el tanto por uno 
mensual es r = 0.01244, con lo cual la cuota de amortización mensual para 
3 millones en los cinco años (60 meses) es: 


1.01244% 0,01244 


=3-10%. 
a 1.01244% 1 


= 71256 ptas. 


En total se pagarán 60 - 71 256 = 4275 360 ptas. 
Si no se acepta la propuesta, el banco aplicará un tanto por uno mensual 
de 


16 
"== 7100 7 0.01333 


y la cuota mensual resultará 


1.01333% 0.01333 
E [1 rr AX la 
a=3-10 1013330 —1 72948 ptas 


con una diferencia de 1692 ptas. mensuales y una diferencia global de 60 - 
1692 = 101520 ptas. 


Ejercicio 4.37 a) Si una persona dispone de los 2 millones de pesetas y se 
compra el modelo de coche de la oferta, le quedan 920 000 pesetas, que si las 
pone a un plazo de 6 años al 9%, se le convertirán en 


920.000 - (1 + 0,09) = 1542932 pesetas 


cantidad que es menor que los 2 millones que obtendría si acepta la oferta 
del banco. 


b) Si se razona como en el apartado anterior, sin más que cambiar el 
9% por el 14%,, se tiene que, si se comprara el coche y colocara las 920 000 
pesetas restantes al 14%, al cabo de los 6 años recibiría: 


920000 - (1 + 0.14)% = 2019375 pesetas 


lo que resulta ser ligeramente mejor que la oferta. 
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c) El interés anual que realmente se consigue para las 920 000 pesetas, si 
se acepta la oferta, se obtendrá de despejar r (tanto por uno anual) en la 
expresión 

920 000 - (1 + ¿) = 2000000 


y multiplicar el valor de r hallado por 100, Si se realizan estas operaciones, 


resulta: 5 
_ «J2000000 
r= 920000 1=1138- 1 


i=100-0.138 = 13.8% 


es decir: 


Luego la oferta es ventajosa por debajo del 13.8% de interés. 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 4.1 La respuesta correcta es b. El número Y/3 no puede ser igual 
a una fracción n/m. Para demostrarlo se razona de manera semejante al 
caso de y2. Si Y3 fuera un número fraccionario, se cumpliría: 


n 
faz 
m 
es decir 


mi 

Pero, entonces, será n? = 3m?. Esto no puede ocurrir, porque en la des- 
composición de n? en factores primos figurarían un número par de tre- 
ses, mientras que en la de 3m? habría un número impar. Por otra parte 
3.1415=31415/10000 es una aproximación racional de 7 y 2.1333 ...= 32/15 
es un número racional, 


Cuestión 4.2 La respuesta correcta es a. La expresión decimal del número 
3,41442444344444444445444.... 


no es finita ni periódica. Lo contrario ocurre con 4.41414141...., que verifica: 


4.41414141...= 437/99 


Soluciones de las cuestiones 265 


y con 1.414241424142... que cumple: 
1.414241424142...= 14141/9999 


por lo que son números racionales. 


Cuestión 4.3 La respuesta correcta es c. Un número irracional no queda 
determinado sin una sucesión ilimitada de aproximaciones racionales. 


Cuestión 4.4 La respuesta correcta es a. Véase la propiedad (1) de las 
desigualdades. 


Cuestión 4.5 La respuesta correcta es c. Por ejemplo, para x = 0, y = 1/10 


se tiene: 
=1 1 2 3 


>=oi=-= 
5 10 5 10 
En cambio, para z = 2, y = 3, será: 
1 _9 


Me hs e 3 
575% 


al 
J 
| 


luego depende de los valores de zx e y. 


Cuestión 4.6 La respuesta correcta es a. La desigualdad es cierta puesto 
que al término más pequeño (x) se le quita la cantidad más grande (2/5). 
Véase la propiedad (2) de las desigualdades. 


Cuestión 4.7 La respuesta correcta es c. Por ejemplo, para z = —2, y = —1 
se tiene 


1 3 1 3 
a ii ii 
En cambio, si x = 2, y = 17/8, será 
2415 1,1_19 
2 27 8'4 8 


luego depende de los valores de z e y. 
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Cuestión 4.8 La respuesta correcta es b. Véase la propiedad (4) de las 
desigualdades. 


Cuestión 4.9 La respuesta correcta es b. Como a%a* = a?+H, resulta adat = 


a”. 


Cuestión 4.10 La respuesta correcta es a. z 
Cuestión 4.11 La respuesta correcta es b. 274272 =x =2 
Cuestión 4.12 La respuesta correcta es c. 347% = (3-7) = 214. 

Cuestión 4.13 La respuesta correcta es b. 63" = (273) 3" = 293%, 


Cuestión 4.14 La respuesta correcta es a. Como 
476” = (2 -39 


resulta 
4PG” = 22P9P3P 


luego 4?6” = 23P3P, 
Cuestión 4.15 La respuesta correcta es a. 32" = (25)” = 2%, 


Cuestión 4.16 La respuesta correcta es c. Como 


36” = E) =.- 2 
9- 9 


se tiene 36”/9” = 2?», 


Cuestión 4.17 La respuesta correcta es b. Como 


E 
> = (5) =6=23 
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se tiene 18” /3” = 2”3", 


Cuestión 4.18 La respuesta correcta es b. 15775" =37"57"5" = 37", 


Cuestión 4.19 La respuesta correcta es b. (a2)? = a23 = aS, 
Cuestión 4.20 La respuesta correcta es a. (25)7? = 252) = g-10, 
Cuestión 4.21 La respuesta correcta es c. (271) = 2743 = g-1, 


Cuestión 4.22 La respuesta correcta es a. (a)? = a? = (at), 


Cuestión 4.23 La respuesta correcta es a. (02)7? (63)? = 07195 = 02. 


Cuestión 4.24 La respuesta correcta es b. Como 


ar a? 
(as 


se tiene a? / (a2)* = a73, 


Cuestión 4.25 La respuesta correcta es a, Como 


se tiene (272)? / (23)? = g12, 


Cuestión 4.26 La respuesta correcta es b. Como 


32 E | 


67337 35 
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se tiene 32/ (31)? = 1/35. 


Cuestión 4.27 La respuesta correcta es c. Como 


se tiene (42)?/2% = 22, 


Cuestión 4.28 La respuesta correcta es c. Como 


6 2 3 


se tiene 6%/213? = 3/2. 

Cuestión 4.29 La respuesta correcta es b. Como 
124 12y1* DN 
7 (55) =() =* 

se tiene 121/18* = 2%371, 


Cuestión 4.30 La respuesta correcta es b. Si se multiplica la desigualdad 
0O<a<1 


por el número a positivo, se tendrá 0 < a? < a; luego a? < a. 


Cuestión 4.31 La respuesta correcta es b, ya = (en)” =25 =2: 


1 
Cuestión 4.32 La respuesta correcta es a. 9 = (32)* = 3í, 


Cuestión 4.33 La respuesta correcta es c. 12% = (4. 3) = 4431 =2.3% 
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Cuestión 4.34 La respuesta correcta es a. 217 = 2 


5 
Cuestión 4.35 La respuesta correcta es c. 9%= (9%) 80. 


Cuestión 4.36 La respuesta correcta es a. (a$) t=a 


Cuestión 4.37 La respuesta correcta es c. z 
Cuestión 4.38 La respuesta correcta es bh. 


Cuestión 4.39 La respuesta correcta es a. 


Cuestión 4.40 La respuesta correcta es c. 277 — 12% + 757 =3-35-2. 


3345-37 =6-37. 


Cuestión 4.41 La respuesta correcta es b. Como 


1285 42-543 —4-165 = (4%.2)442(37 295 — 4(29.2) 


4-254+2.-3.23-4.2.2% 
(4+6- 8)25 


resulta 1285 + 2.543 — 4-16) =2.2%, 


Cuestión 4.42 La respuesta correcta es a. Si se añade un número real a 


cada miembro de una desigualdad, la desigualdad se mantiene. 


Cuestión 4.43 La respuesta correcta es a. Como 


0? — dac=(-5)4+4-3-(-12)= 169 
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el discriminante es positivo y tiene dos soluciones. 


Cuestión 4.44 La respuesta correcta es c. Como 
b? — 4ac=6? —4-(-2)-(-5) = -4 


el discriminante es negativo y no tiene solución. 


Cuestión 4.45 La respuesta correcta es c. Como 
b? — 4ac=(-1)?-4-8-4=-127 


el discriminante es negativo y no tiene solución. 


Cuestión 4.46 La respuesta correcta es b, Como 
b? — dac=60?—4-36-25=0 


el discriminante es cero y tiene una única solución. 


Cuestión 4.47 La respuesta correcta es a. Las soluciones están dadas por 
la expresión 
e ES vVIF 24 

2 
luego son 2, = 2 y 13 = 3. 
Cuestión 4.48 La respuesta correcta es c. Las soluciones están dadas por 
la expresión 

pa 16 + y 256 — 240 
8 


luego son 21 = 5/2 y 22 = 3/2. 


Cuestión 4.49 La respuesta correcta es a. Como la ecuación es 22? + 3z — 
8 = 0, el discriminante es 


bd? — 4ac=3?—4-2-(-8)= 73 
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por lo tanto, hay dos soluciones reales. Su suma es —b/a = —-3/2. 
Cuestión 4.50 La respuesta correcta es c. Como la ecuación es 3225242 = 
0, el discriminante es 

1? —-dac=5%-4-3-2=1 


luego hay dos soluciones. Su producto es c/a = 2/3. 


Cuestión 4.51 La respuesta correcta es b. Como 
VI6+36=V52=v4-13=v4-V13 
se tiene YI6 + 3624/13. 


Cuestión 4.52 La respuesta correcta es b. Como 


0 = (31)! = 3H 
se tiene YY = 3/5 - Y, 


Cuestión 4.53 La respuesta correcta es b. Como 0.0025 = 25 + 1071 = 
5? . 1071, se tiene 


1 
0.0025 = (5? 1071) 
se tiene /0.0025 = 5 -107?. 


Cuestión 4.54 La respuesta correcta es a. Como 
1 
v2V3 = (2.32) =2%.34) 
se tiene v243 = v243. 


Cuestión 4.55 La respuesta correcta es c. Como 


(2-1)43 = 22-224+14+3 
22-244 
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y el discriminante es (2)? —4-4 < 0, la ecuación no tiene soluciones reales. 


Cuestión 4.56 La respuesta correcta es b. La suma de las soluciones de la 
ecuación de segundo grado 


ar+br+c=0 


es igual a —b/a. Por lo tanto, la suma es 3. 


Cuestión 4.57 La respuesta correcta es b. Si c es positivo, se cumple. Si e 
es cero, entonces ac = bc. Si c es negativo, se cumple lo contrario: ac < bc. 


Cuestión 4.58 La respuesta correcta es b. Las soluciones de la ecuación 


están dadas por: 
6+ 36 -— 20 
2 
luego 2, = 2 y 22 = 3; por lo tanto las mayor de las soluciones es 3. 


Cuestión 4.59 La respuesta correcta es c. Si a < 0, entonces a? > 0; luego 
a? > a. Por otra parte, si a > 1 y se multiplica por a cada miembro de 
la desigualdad, se tendrá a? > a puesto que a es positivo. Por último, si 
0 < a< 1, se tiene a? < a; por lo tanto sólo se cumple cuando a<0óa > 1. 


Cuestión 4.60 La respuesta correcta es b. Puesto que 0 < a < b, si se 
multiplica cada miembro de la desigualdad por b > 0, resulta 
0<a<b 


Ahora bien, como a? < ab, se tiene a? < b?, 


Cuestión 4.61 La respuesta correcta es b. Como 


V125= V5 = V5%V/5 = 5V5 


vV20=V2.5=245 
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resulta Y125 — Y20 = 545 - 245 = (5- 2)V5. 


Cuestión 4.62 La respuesta correcta es c. Si se multiplican los paréntesis, 
se tiene 


(14201 - Y2) 


1- 124 v2- (2) 


= 1-2 


Por lo tanto, (14 Y2)(1 — V2) = —1. 


Cuestión 4.63 La respuesta correcta es a. Puesto que 


v216=V2.33= 22.32. 42.3 =6v6 


V150=vV2-3-52=5v6 
se tiene 216 — y150 = 646 — 5y6 = y6. 


Cuestión 4.64 La respuesta correcta es a. Como 
(V3+ 243 - V2) = (V3)' - (va) 
se tiene (V3 + V2(V3 -v2)=1. 


Cuestión 4.65 La respuesta correcta es c. Si se calcula el cuadrado, se 


tendrá 3 
(1-12? =1-2V24+ (V2)=1-2V242 
luego (1 — y2)? = 3 - 242. 


Capítulo 5 


Geometría analítica 


5.1 Introducción 


La Geometría —etimológicamente medida de la tierra— es una de las acti- 
vidades matemáticas más antiguas. Se inició en las civilizaciones egipcia y 
babilónica, alcanzó un notable desarrollo en la cultura griega, y culminó con 
Euclides, cuyos “Elementos de geometría” aún se reeditan y se consideran 
un hito en la historia de la Matemática. 

Basándose en el trabajo de sus predecesores, el propósito y el gran logro 
de Euclides consistió en deducir a partir de un pequeño número de postulados 
o axiomas, tomados como verdades evidentes, gran número de teoremas que 
expresan propiedades de diversas figuras geométricas simples: rectas, ángu- 
los, triángulos, círculos, ...; describen las relaciones que existen entre ellas 
y analizan las transformaciones a que pueden ser sometidas: translaciones, 
simetrías, giros, etc. 

Durante siglos, y hasta época bien reciente, en la escuela elemental y enel 
bachillerato se estudiaba esta geometría que puede calificarse de intrínseca, 
en el sentido de que no tiene apenas relaciones explícitas con otras ramas 
de las matemáticas y no utiliza en su metodología nada ajeno a su propio 
campo de estudio, 

La conexión de la geometría con otras disciplinas matemáticas, en parti- 
cular el álgebra —o, por decirlo más llanamente, la introducción sistemática 
de los números en el quehacer geométrico— fue algo que tuvo que esperar 
hasta el siglo XVII, cuando Descartes, en un apéndice a su Discurso sobre el 
método, propuso utilizar un sistema de referencia, ahora llamado en su honor 
cartesiano, para referir a él los puntos, mediante coordenadas numéricas NA 
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a través de los puntos, cualquier figura geométrica. 

Mediante tal procedimiento, los problemas de geometría elemental ad- 
quieren un tratamiento homogéneo, que consiste en gran parte en la reso- 
lución de ecuaciones, y no exige el ingenio que es a menudo necesario en la 
utilización de los métodos intrínsecos. 

De esta auténtica revolución, con la que Descartes inició lo que se ha 
conocido desde entonces como geometría analítica —en contraposición a la 
intrínseca—, se ocupa este capítulo. 


5.2 El razonamiento intrínseco y el analítico 


Para poder apreciar la diferencia entre los razonamientos intrínsecos y los 
analíticos, pueden servir dos demostraciones de uno de los más importantes 
teoremas de toda la geometría; el famoso teorema de Pitágoras. 


Teorema de Pitágoras. El cuadrado construido sobre la hipote- 
nusa de un triángulo rectángulo tiene área igual a la suma de las 
áreas de los cuadrados construidos sobre los catetos del triángulo. 
Es decir 

R=bP4e 


donde h es la longitud de la hipotenusa y b y c son las longitudes 
de los catetos. 


La figura 5.1 muestra, de manera gráfica, la interpretación del teorema 
de Pitágoras: el área del cuadrado mayor, que tiene como lado la hipotenusa 
del triángulo ABC, es igual a la suma de las áreas de los cuadrados que 
tienen como lado cada uno de los catetos. 

Ello permite calcular la longitud h de la hipotenusa a partir de las lon- 
gitudes b y e de los catetos: 


h= yb? + 0? 


o la longitud de cualquier lado a partir de las de los otros dos. 

La demostración que Pitágoras dió de su teorema se ilustra en las figu- 
ras 5.2 y 5.3; 

Si por el punto A se traza la perpendicular al lado BC del triángulo, esta 
perpendicular dividirá al cuadrado BCC'B' en dos rectángulos: BPQB' y 
CPQC*. Si se prueba que el área del rectángulo BPQB' coincide con la del 
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figura 5.2 primer paso de la demostración del teorema de Pitágoras 


cuadrado AA'B”B y que el área del rectángulo CPQC” coincide con la del 
cuadrado AA“C"C, el teorema estará demostrado. 

Se trazan las rectas CB” y AB'. Los triángulos ABB' y CBB"” s 
iguales debido a que son iguales los lados AB y BB”, por una parte, 1% 
lados BB' y CB, por otra, y los ángulos CBB" y ABB' (ambos son la suma 
de un ángulo recto y del ángulo B del triángulo original). 

Si se traza por B' la paralela a AB y por B” la paralela a C'B, se formarán 
dos paralelogramos: ABB'M y CBB"N (ver figura 5.3), cada uno de los 
cuales dobla al triángulo correspondiente: ABB' y CBB”. 

Como esos triángulos son iguales, los paralelogramos son iguales y tienen 
el mismo área. Ahora bien, el área de ABB'M coincide con la del rectángulo 


278 Capítulo 5. Geometría analítica 


figura 5.3 segundo paso de la demostración del teorema de Pitágoras 


BPQB', ya que los triángulos APB y MQB' son iguales. Análogamente, 
el área de CBB"N coincide con la del cuadrado ABB”A", puesto que los 
triángulos ABC y A'B”N son iguales. 

Se obtiene pues la igualdad de las áreas del rectángulo BPQB' y del 
cuadrado AA'B"B. Un razonamiento semejante, al otro lado de la recta 
PQ, establece la igualdad de las áreas del rectángulo CPQC* y del cuadrado 
AA"C"C, con lo que el teorema queda probado. 


La demostración anterior ilustra los métodos de la geometría “tradicio- 
nal”: trazar rectas, comparar triángulos, sumar y restar áreas, etc. Por el 
contrario, los razonamientos algebraicos son esencialmente numéricos. Una 
demostración algebraica del teorema de Pitágoras se muestra en la figura 5.4; 
si se rodea el cuadrado construido sobre la hipotenusa con otros tres trián- 
gulos rectángulos iguales al original. El cuadrado así formado tiene de lado 
b+-c, luego su área es 


(b4+ c)? =b? + 2bc + e? 


Por otra parte, cada uno de los triángulos rectángulos tiene área! igual a 
bc/2. Si se resta al área del cuadrado exterior el área de los cuatro triángulos, 
se obtiene el área del cuadrado interior, construido sobre la hipotenusa. Así 


1El área de un triángulo es el producto de la longitud de la base por la de la altura, 
dividido por dos. 
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figura 5.4 demostración algebraica del teorema de Pitágoras 


pues 
h? = (b+4 c)? — 4bc/2=b? + 2bc + e? — 2bc =0? 4 e? 
que es el resultado que se trataba de establecer. 
Sin ser puramente analítico, este segundo razonamiento es una combi- 
nación de los cálculos algebraicos con las ideas geométricas. Fue el descu- 
brimiento realizado por Descartes el que permitió emplear de manera siste- 


mática los cálculos numéricos en la geometría, tal como se expondrá en las 
próximas secciones. 


5.3 Sistemas de referencia y coordenadas 


La manera de identificar cada punto del plano mediante datos numéricos 
consiste en fijar un sistema de referencia cartesiano, compuesto por: 


eje de ordenadas 


(0,1) 


(1,0) — eje de abscisas 


figura 5.5 sistema de referencia cartesiano 
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— Un punto arbitrario del plano, que se denomina origen de coordenadas, 
O, y que se designa numéricamente por (0, 0). 


— Dos rectas perpendiculares que se cortan en el origen, O, y se denomi- 
nan ejes de coordenadas. 


— Un punto sobre cada eje, equidistantes ambos del origen, que se utilizan 
para indicar la unidad de medida sobre los ejes, además de señalar el 
“sentido positivo” sobre cada uno de ellos. 


El primer punto, que se designa por (1,0), identifica el eje de abscisas; 
mientras que el segundo, numéricamente representado por (0, 1), está 
sobre el eje de ordenadas. 


Los elementos geométricos que constituyen un sistema de referencia carte- 
siano aparecen representados en la figura 5.5. 

Sobre ambos ejes, cualquier longitud se expresa sin más que tomar como 
unidad de medida el segmento desde el origen hasta el punto señalado sobre 
él. Es decir, que se pueden marcar sobre los ejes los sucesivos múltiplos de 
la unidad de medida y la posición de cada punto, P, sobre uno de los ejes 
queda caracterizada por el número (entero, fraccionario o incluso irracio- 
nal; positivo o negativo) de veces que el segmento OP contiene a la unidad 
de medida. La figura 5.6 muestra dos puntos P, y P, sobre los ejes, que 


3 
2 
1 
25/7 
(AX ¡A A 
432 -10| 1 2 3p4 
A] 
Paot -V3 
3 


figura 5.6 dos puntos situados sobre los ejes 


corresponden a las longitudes 25/7 y —Y/3. 
Habitualmente el eje de abscisas se representa horizontal, y el eje de 
ordenadas vertical. En el eje de abscisas el sentido positivo se toma hacia la 
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derecha y en el eje de ordenadas, el sentido positivo es hacia arriba. Esta es 
una convención, útil en la práctica, pero que en el fondo no significa nada: 
todo depende de como se coloque el papel, derecho o inclinado, de frente o 
al trasluz. 

Una vez que se ha fijado un sistema de referencia, ya puede “medirse” 
numéricamente la posición de cualquier punto en el plano. Para ello, se 
trazan por el punto P en cuestión las rectas paralelas a ambos ejes para 
determinar los puntos de intersección con ellos, P” y P”, este proceso se 
muestra en la figura 5.7; una vez “proyectado” así el punto P sobre los ejes, 


(ordenada) y — (0,1) 


o| (1,0) P 


z 


(abscisa) 


figura 5.7 coordenadas de un punto P del plano 


las posiciones de las proyecciones P* y P” quedan identificadas, según se ha 
indicado, por un número cada una de ellas. La posición del punto P en el 
plano queda caracterizada por un par de números: (2, y), que se denominan 
sus coordenadas. 


Las coordenadas de un punto en el plano son las longitudes (posi- 
tivas o negativas) de sus proyecciones sobre los ejes. La primera 
coordenada o abscisa es la longitud z del segmento OP”. La se- 
gunda coordenada u ordenada es la longitud y del segmento OP”, 


Ahora debe resultar claro por qué se ha representado por (1,0) al punto 
que señala la unidad sobre el eje de abscisas y por (0,1) al que señala la 
unidad sobre el eje de ordenadas. Más en general, el punto del eje de abscisas, 
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situado a distancia x del origen, tiene por coordenadas (z, 0); mientras que el 
punto del eje de ordenadas, a distancia y del origen, tiene por coordenadas 
(0,y). En cuanto al punto de coordenadas (z,y) está, por construcción, 
situado en la “vertical” del punto (z,0) y en la “horizontal” del punto (0, y) 
(después de poner “derecho” el sistema de referencia). 


Ejemplo 5.1 Las coordenadas de los puntos P, y Pa respecto al sistema de referen- 
cia de la figura son (—3,2) y (2, —1.5) respectivamente. Los puntos de coordenadas 


3 
Pro 2+ 
o 
Gl a 
——+ q 
4 3 2 10 1 2 3 4 
Pr nl 
. 21 .s 
Q» 
3+ 


figura 5.8 ejemplo de coordenadas 


(23/8, 1) y (-2, —V5) (respecto a dicho sistema de referencia) están en las posiciones 
Q1 y Q2 que se indican en la figura 5.8. 


Es útil observar que el sistema de referencia divide el plano en cuatro 
cuadrantes, caracterizados por los signos de las coordenadas, tal y como se 
indica en la figura 5.9, Nótese también la importancia del orden de las coor- 
denadas, en el sentido de que (zx, y) e (y, 1) corresponden a puntos distintos; 
exactamente simétricos uno de otro respecto a la diagonal de los cuadrantes 
primero y tercero. 

De hecho, esa diagonal está constituida por los puntos del plano que 
tienen ambas coordenadas iguales y, por otra parte, (z, y) e (y, 1) son vértices 
opuestos de un cuadrado cuyos otros dos vértices: (x,x) e (y, y), están sobre 
la diagonal. 
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2% cuadrante 1% cuadrante 
z<0,y>0 z>0,y>0 


(0,1) 


(1,0) 


3% cuadrante 4% cuadrante 
x<0,y<0 z>0,y<0 


figura 5.9 los cuatro cuadrantes del plano 


figura 5.10 la diagonal del primer y tercer cuadrante 


La manera de fijar la posición de un punto respecto a un sistema de refe- 
rencia es de uso corriente en la vida cotidiana. Es frecuente, por ejemplo, 
que en los mapas figure una cuadrícula numerada que permite expresar la 
localización de cada accidente geográfico. Si el mapa es de una región re- 
lativamente pequeña, las rectas de la cuadrícula son paralelas a los bordes 
del plano y se emplea el método cartesiano para expresar las coordenadas 
de cada punto. El sistema de referencia está constituido, en este caso, por el 
ecuador terrestre y el meridiano de Greenwich, y lo que expresa la cuadrícula 
no son realmente la abscisa y la ordenada del punto, sino las coordenadas 
geográficas: longitud y latitud (que usualmente se miden en grados). El he- 
cho de que los mapas representen, no una superficie plana, sino la superficie 
esférica del globo terráqueo establece algunas diferencias con el método car- 
tesiano, apreciables sólamente en mapas de grandes regiones. En tal caso, 
las líneas de la cuadrícula, representación de los meridianos y paralelos te- 
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rrestres, no son rectas sino que están ligeramente curvadas. Con todo, la 
idea es en esencia la misma que en la representación cartesiana. 

Sin embargo, la importancia de la representación cartesiana, mediante 
coordenadas, se debe no sólo a su utilización práctica. Como cuestión de 
fundamentos, si para la geometría intrínseca el punto era un concepto primi- 
tivo, indefinible, que se describía como “lo que no tiene dimensiones”, para 
la geometría analítica, un punto se identifica con un par ordenado de núme- 
ros. Por supuesto, es necesario apelar al concepto geométrico de sistema 
de referencia para dotar de interpretación a tal definición; pero basta con 
ella para desarrollar técnicas de cálculo que respondan a las preguntas que 
puedan hacerse sobre figuras geométricas (entendidas como configuraciones 
de este tipo de “puntos”). 


Ejercicios 


5.1 Hallar las coordenadas de los puntos Pa y P4 respecto del sistema de referencia 
de la figura 5.8; situar, respecto a dicho sistema de referencia, los puntos Q3 : 
(11/2,3.3) y Qs : (1.5, —16/5). (La unidad de medida utilizada en el gráfico es 
medio centímetro). 


5.2 Representar, respecto a los sistemas de referencia que aparecen representados 
en la figura 5.11, los puntos de coordenadas (-5/2,1) y (1,2), respectivamente. 
Hallar, respecto de ambos sistemas de referencia, las coordenadas del punto P. 


(0,1 
(1,0) 


figura 5.11 sistemas de referencia del ejercicio 5.2 
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5.3 ¿Qué figura geométrica constituyen todos los puntos cuya abscisa es 2.6? ¿Y 
aquellos cuya ordenada es 8/5? ¿Cuál es el punto común? 


5.4 Localizar respecto a un sistema de referencia arbitrario el conjunto de puntos 
cuya abscisa es mayor que 3; la región de los puntos cuya ordenada es menor que 2 
y la intersección de ambos conjuntos. 


5.5 Hallar la relación que existe entre la abscisa y la ordenada de todo punto 
situado sobre la diagonal de los cuadrantes segundo y cuarto. 


5.6 Hallar las condiciones que deben cumplir la abscisa y la ordenada de un punto 
para que esté situado entre el eje de abscisas y la diagonal de los cuadrantes primero 
y tercero. 


5.7 Determinar la figura geométrica que constituyen los cuatro puntos (a, b), 


(a,b), (—a,—b), (a, —b). ¿Y si a =b7 


5.4 Distancia entre dos puntos 


La configuración de puntos más sencilla que puede imaginarse es una pareja 
de ellos. No hay muchas cosas que preguntarse acerca de una configuración 
tan simple, pero sí hay una de importancia: la longitud del segmento que los 


E 


RTOE=S (2,4!) 


2) 
AS 
ah----- 


figura 5.12 distancia entre dos puntos 


une; o, con otras palabras, la distancia entre sus dos extremos. 

En la figura 5.12 aparecen representados dos puntos P y Q de coordena- 
das (2, y) y (x', y”) respecto de un sistema de referencia fijado. Por la propia 
definición de las coordenadas, el segmento P'Q” tiene longitud |2'—| (es de- 
cir, el valor absoluto de la diferencia 2'—x, sin tener en cuenta el signo, para 
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obtener en cualquier caso una cantidad positiva); mientras que el segmento 
P"Q" tiene longitud |y' — yl. 

Así pues, dadas las coordenadas de dos puntos, se conocen los dos catetos 
del triángulo rectángulo que aparece en la figura 5.12; el teorema de Pitágoras 
permite concluir que la hipotenusa A de dicho triángulo verifica 


1= (2-2 +(y y) 


De manera que la distancia PQ entre P y Q es igual a 


(1-1 +(y - y) 


La distancia entre los puntos de coordenadas (z, y) y (2”, y”) es 


=P + (y? 


Ejemplo 5.2 La distancia entre los puntos P y Q que tienen coordenadas (1, 5) y 
(3, 1) respecto de un mismo sistema de referencia, es igual a 


PO= 1-1 


por lo tanto PQ = y32= 4y2. 


Ejemplo 5.3 Los lados AB y AC del triángulo ABC de la figura 5.13 expresadas 
obviamente en las unidades de medida fijadas sobre los ejes (0.4 milímetros, en este 
caso) tienen por longitudes: 


AB 


Ya +3 


V20 = 4.472 


AC = (243.5) + (342.5)? 


= v60.5 = 7.778 
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A(2,3) 


B(4,-1) 
C(-3.5, -2.5) 


figura 5.13 figura del ejemplo 5.3 


Ejercicios 
5.8 Determinar la longitud del lado BC del triángulo de la figura 5.13. 


5.9 Respecto a un sistema de referencia, cuatro ciudades A, B, C y D están 
situadas en los puntos de coordenadas (0, 0),(3,0),(2, 1) y (3,2). Partiendo de A, 
un avión debe visitar las otras tres ciudades y regresar nuevamente a A. ¿Cuál es 
el trayecto de menor longitud? 


5.10 Comprobar que en cualquier triángulo, la suma de las longitudes de dos lados 
es siempre superior al tercero. 


5.11 Hallar el punto de abscisa 4 cuya distancia al origen de coordenadas sea 5. 


5.5 Rectas en el plano 


Al igual que ocurre con el punto, en la geometría intrínseca, el concepto de 
recta no tiene definición, sino que constituye otro de sus conceptos iniciales, 
indefinibles. Desde luego se trata de un conjunto de puntos alineados, pero 
inmediatamente surge la pregunta de qué significa que varios puntos estén 
alineados; la única respuesta posible (al menos en geometría intrínseca) es: 
puntos que se encuentran sobre una recta; lo cual cierra el círculo vicioso y 
hace la definición inservible?. 

En la geometría analítica, se dispone del recurso de representar cada 
punto por sus coordenadas (z,y) respecto a un sistema de referencia fijado, 


2 Alguien ha dicho de los diccionarios que son “un gran conjunto de círculos viciosos”; 
porque evidentemente no es posible definirlo todo partiendo de la nada. 
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y puede definirse una recta como el conjunto de los puntos del plano que 
cumplan cierta relación entre ambas coordenadas. La clave está en elegir 
cuál debe ser la relación para que el resultado responda a la idea intuitiva 
de recta. Así se define: 


Una recta es el conjunto de todos los puntos, cuyas coordenadas 
(zx, y) satisfacen una ecuación del tipo 


Ar+By4+C=0 


donde A, B y C son números que identifican la recta 3, 


Ejemplo 5.4 Según lo anterior, la ecuación 27 — 3y— 3 = 0 es la ecuación de una 
recta. 


De acuerdo con la definición análitica de recta, un punto pertenece a la 
recta si al sustituir z por la abscisa del punto e y por la ordenada del punto, 
la ecuación se cumple. 


Ejemplo 5.5 El punto (1,3) pertenece a la recta de ecuación 4z —y-1=0, ya 
que 4-1-3-1=0. 


Ejemplo 5.6 El punto (2,3) no pertenece a la recta 42 —y—1=0, ya que 
4.2-3-1%0 


Antes de interpretar la definición conviene distinguir dos casos particu- 
lares para evitar ciertas anomalías en los razonamientos: 


1. Si B=0, la ecuación anterior se reduce a 
Cc 


zt=-- 


A 


Se tiene así un conjunto de puntos de abscisa constante, igual a —C/A, 
que representa una recta paralela al eje de ordenadas, situada a dis- 
tancia —C/A del origen (repasar el ejercicio 5.3). 


3Quizás algún lector piense que conoce un método más profundo, mediante el cual la 
ecuación anterior se obtiene como consecuencia de postulados más simples. Depende de lo 
que se entienda por simples (lo cual no es un concepto matemático); pero, ¡desengáñese!, 
ningún modelo matemático es capaz de deducir la ecuación de una recta sin un postulado 
equivalente a la definición anterior. 
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2. Si A=0, la ecuación anterior se reduce a 


1”=-5 


Se tiene así un conjunto de puntos de ordenada constante, igual a 
—C/B, que representa una recta paralela al eje de abscisas, situada a 
distancia —C/B del origen (repasar el ejercicio 5.3). 


3. Si B A 0 la ecuación se puede expresar 


A C 
y=-F0-5 


B B 


que representa una recta del plano, ni vertical, ni horizontal. 


Ejemplo 5.7 La ecuación 22 —5= 0 tiene B = 0 y representa una recta vertical. 
Obsérvese que todos los puntos de la recta tienen abscisa constante e igual a 5/2. 


Ejemplo 5.8 La ecuación 3y+ 1 = 0 tiene A = 0 y representa a una recta 
horizontal. Todos los puntos de la recta tienen la misma ordenada: —1/3. 


Cuando B 4 0 puede despejarse y en la ecuación de la recta. Si se hace 
a=-—A/B y b= —C/B, resulta: 


Las coordenadas (x, y) de los puntos de una recta, no paralela al 
eje de ordenadas, satisfacen la relación 


y=ar+b 


para algún par de números a y b, que identifican la recta. 


Para calcular ciertos puntos situados en una recta que tienen la abscisa 
o la ordenada igual a un valor dado, basta sustituir en la ecuación. Por 
ejemplo, si se considera la recta definida por 


y=32+4 


pueden hallarse los puntos correspondientes a ciertos valores de la abscisa, 
sin más que calcular, mediante la ecuación anterior, el valor de sus ordenadas 
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correspondientes. Cuando z = 1, el valor de y debe ser y = 0.544 = 4.5; es 
decir, el punto de coordenadas (1,4.5) está en la recta. 

Si se repite este cálculo unas cuantas veces, puede darse una “justifica- 
ción” intuitiva de que toda ecuación de la forma Az+ Bx+C = 0 representa 
a una recta. En efecto, en la tabla 5.1 aparecen calculadas las ordenadas de 
una serie de puntos que tienen una abscisa fijada. 


z|-12 -9 -6 -4 -30 1 5 8 10 
y|-2 -05 1 2 2544565 8 9 


tabla 5.1 algunos puntos de la recta y = 2/24 4 


Si se representan gráficamente los puntos de la tabla, como aparece en la 
figura 5.14, se obtiene una configuración geométrica que parece responder 


figura 5.14 algunos puntos de la recta y= 2/2+4 


a la idea intuitiva de puntos alineados. Puede entonces imaginarse que si 
se representaran todos los puntos de la recta, sea cual sea la abscisa, con la 
ordenada calculada a partir de la expresión 2/2 + 4, se obtendría la gráfica 
de una recta (ver figura 5.15). 

Un resultado similar se tendría si las constantes a y b fueran otras. Desde 
luego la apariencia gráfica de la recta está determinada por los valores que 
toman esas constantes. Según sean a y b, la recta será más o menos inclinada, 
y cortará al eje de las ordenadas en un punto más o menos alejado del origen. 
Más concretamente: 


— En la ecuación y = az + b de una recta, la constante a se denomina 
pendiente de la recta y señala su inclinación, puesto que expresa lo 
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figura 5.15 todos los puntos de la recta y = 2/2+4 


que crece (o decrece) la ordenada y de los puntos de la recta por cada 
unidad que aumente la abscisa z. 


Cuanto más grande sea a|, más inclinada es la recta; mientras que los valores 
de a próximos a cero, corresponden a rectas casi horizontales. Además, el 
signo de a indica si la recta está inclinada hacia arriba (en Matemáticas se 
dice creciente, puesto que y crece cuando z crece) o está inclinada hacia 
abajo (es decreciente puesto que y disminuye cuando z aumenta). 

La figura 5.16 muestra una recta que tiene pendiente positiva, mientras 


figura 5.16 recta con pendiente positiva (a > 0) 


que la figura 5.17 muestra otra recta que tiene pendiente negativa. 


Ejemplo 5.9 La recta y = 22 — 1 tiene pendiente igual a 2. Como la pendiente es 
positiva, la recta está inclinada hacia arriba (es creciente). 


Ejemplo 5.10 La recta y = 5z — 3 tiene pendiente igual a 5, positiva como en el 
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figura 5.17 recta con pendiente negativa (a < 0) 


ejemplo anterior; como la pendiente de la recta y = 52 — 3 es mayor que la de la 
recta y = 2z — 1, la primera está más inclinada hacia arriba que la segunda. 


Ejemplo 5.11 La recta y = —2+4 tiene pendiente igual a —1. Como la pendiente 
es negativa, la recta está inclinada hacia abajo. 


Ejemplo 5.12 La recta y = —41—3 tiene pendiente —4. Como esta pendiente es 
más negativa que la de la recta del ejemplo anterior, y = —412—3 está más inclinada 
hacia abajo que y =-—2 +4. 


— En la ecuación y = az + b de una recta, la constante b representa 
la ordenada en el origen, en el sentido de que la recta de ecuación 
y = az + b pasa por el punto (0, b) (ya que para z = 0 es y = b) y bes, 
por lo tanto, la altura a la que la recta corta al eje de ordenadas. 


Ejercicios 

5.12 Representar, respecto de un sistema de referencia, las rectas de ecuaciones 
y=% 5 y=-3244. 

5.13 Representar, respecto de un sistema de referencia, las rectas de ecuaciones 


y=je+dy=je+3 y=—3r+3ey=-0+3. 


5.14 Representar, respecto de un sistema de referencia, las rectas de ecuaciones 


5 
y=q2+7,y=2+ley= 2-3. 


5.15 Hallar la ecuación de la recta de pendiente 3/2 y ordenada en el origen —2; 
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así como la de la recta de pendiente —2 y ordenada en el origen 3/2. Representar 
ambas rectas. 


5.6 Ecuación de la recta que pasa por dos puntos 


Dados dos puntos de coordenadas (21, y1) y (12, Y2), existe una única recta 
que pasa por ambos; ¿cuál será la ecuación de dicha recta? o, dicho en otros 
términos, ¿qué relación liga la ordenada y la abscisa de cualquier otro punto 
(x, y) alineado con los dos primeros? 

La respuesta es sencilla: se busca una ecuación de la forma y = az + b 
que se verifique para los valores (21, y1) y para los valores (22, y2); debe ser 
pues 


az2+b 
az +b 


'" 


Ya 
Y 


' 


sistema de ecuaciones lineales que permite determinar a y b. Si se resta a la 
primera ecuación la segunda, resultará 


Ya — Y = a(72- 21) 


por lo tanto 


a 27H 
17-11 

Y 
b= y - az] 


de forma que resulta la ecuación: 


RN, _ 
a m)+Y 


El cálculo anterior supone, implícitamente, que 2, % m2. Six, = xa la 
respuesta es todavía más simple, puesto que la recta en cuestión es paralela 
al eje de ordenadas y su ecuación es z = 21. En resumen: 


294 Capítulo 5. Geometría analítica 


La ecuación de la recta que pasa por los puntos (21,Y1) y (22, y2) 
es a 
Y 
= (ru 
MRS En 1+YN 
si los dos puntos tienen abscisas distintas 2, % 22. Mientras que 
si tienen abscisas iguales 2, = 22, la ecuación de la recta es 


I=2] 


Puesto que se trata de una recta vertical. 


Ejemplo 5.13 La ecuación de la recta que pasa por los puntos (1,2) y (3,—1) es 


es decir, 2y =-—31 +7. 


Ejemplo 5.14 La ecuación de la recta que pasa por los puntos (0,3) y (1, —2) es 
igual a 


y= 


es decir, y =-—52 +3. 


Ejemplo 5.15 La ecuación de la recta que pasa por los puntos (1,—3) y (1,2) es 
=D 


Ejemplo 5.16 La ecuación de la recta que pasa por los puntos (—1,4) y (8,4) es 
y=4. 


Ejercicios 
5.16 Determinar la ecuación de la recta que pasa por los puntos (1,2) y (-2, —5). 


5.17 Determinar la ecuación de cada uno de los lados del triángulo formado por 
los puntos A(3,—1), B(-2,3), C(-2, -2). 


5.18 Dados dos puntos (21,y1) y (22,2), comprobar que el punto medio del 
11422 Yy+y 
ge Ñ 


segmento determinado por ambos tiene por coordenadas ( 3 
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5.19 En el triángulo del ejercicio 5.17, determinar la ecuación de cada una de las 
tres medianas (que unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto). 


5.7 Condición para que tres puntos estén alinea- 
dos 


Si se conoce la ecuación de la recta determinada por dos puntos, el criterio 
para saber si tres puntos están alineados (ver figura 5.18) es automático; 


(21,11) 


figura 5.18 tres puntos alineados 


basta comprobar si las coordenadas del tercero verifican la ecuación de la 
recta determinada por los dos primeros. Como la recta que pasa por los dos 
primeros puntos tiene la ecuación 

YY ( 


ea 1-21)+Y 


y= 
Para que el tercer punto pertenezca a la recta, debe cumplirse 


Ya —Y 
1-2 


y= (21) +9 


Esta es la condición para que tres puntos estén alineados, condición que 
resulta más fácil de recordar si se pasa el sumando y, al primer término 


YY 
T2-T1 


Y-=Y= (23 — 21) 


y se divide por (13 — 21) cada miembro, resultará 


YY _Y9-=Y 


tg=Tt1 12-11 


296 Capítulo 5. Geometría analítica 


En resumen: 


Tres puntos (21, y1), (22, Y2) y (3, Y3) están alineados si se cumple 


Y-Y _Y-Y 


T3=I] 12-121 


o bien 21 = 22 = 23. 


La primera condición expresa que son proporcionales los catetos de los 
triángulos de la figura 5.18: 


AB! ACI 


donde a es la pendiente de la recta. Esto lo descubrió Thales de Mileto, 
bastante antes que Euclides. 


Ejemplo 5.17 Los puntos (1,1), (2,4) y (0,—2) están alineados ya que se cumple 
-2-1_ 4-1 
0-1 2-1 


Ejercicios 


5.20 Determinar cuáles de los siguientes puntos están alineados con el origen de 
coordenadas y el punto (2,1): (-3,-—2), (-3,—1.5), (-1,—1), (5.5, 2.75), (6, 3). 


5.21 Determinar cuáles de los siguientes puntos están alineados con los puntos 
(-2,2) y (-4,3): (0,1), (2,0), (3,—1), (5, —1). 


5.22 Determinar el punto de abscisa 2, alineado con (-3, 1) y (0, —2). Resolver la 
misma cuestión si la abscisa es —1; y si la ordenada es 2. 


5.8 Intersección de dos rectas 


La intuición geométrica dicta como evidente que dos rectas, no paralelas, se 
cortan en un punto. Desde el punto de vista analítico, se pueden determinar 
las coordenadas z e y del punto de intersección, sin más que caer en la 
cuenta de que deben verificar la ecuación de ambas rectas. Para admitir la 
posibilidad de que alguna de ellas sea paralela al eje de ordenadas, conviene 
escribir la ecuación en la forma inicial; se tiene así: 
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El punto de intersección de las rectas 
Ar+By4C=0 y 4Alz4+B'y4C'=0 


si existe, tiene por coordenadas la solución del sistema de ecuacio- 
nes 
0 


0 


Az + By + C! 


E e: 


Desde luego, si el sistema no tiene solución, es que las rectas son paralelas 
y distintas. En cambio si el sistema tiene infinitas soluciones, las rectas 
coinciden. En ambos casos debe cumplirse 


AB'-AB=0 


Esta es la condición para que dos rectas sean paralelas o coincidentes, que 
se estudiará en la sección siguiente. 


Ejemplo 5.18 Las rectas y = 1 —2, y= 31 + 5, se cortan en el punto que tiene 
como coordenadas la solución del sistema de ecuaciones 


y-1+2 
y-3-5 


0 
0 


Para hallar el punto de corte se resuelve el sistema. Si se resta la segunda ecuación 
a la primera, resulta 
22+7=0 


luego - = —7/2 y, al reemplazar este valor, y = —11/2. El punto de corte es 


(=7/2,-11/2). 


De esta manera, la resolución de los sistemas lineales con dos incógnitas 
que se estudiaron en el capítulo 3, adquiere una interpretación geométrica 
sencilla. 


Ejercicios 


5.23 Determinar el punto de intersección de las rectas y = 3x—3 e y= -—42+1. 
Representarlas y localizar el punto de intersección. 
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5.24 Determinar el punto de intersección de las rectas y = -5= -2y22+5=0. 
Representarlas y localizar el punto de intersección. 


5.25 Si un cuadrilátero tiene como vértices los puntos (3,2), (-2,1), (-1,-3) y 
(2, —3), hallar el punto de intersección de sus dos diagonales. Representar la figura. 


5.26 Determinar los vértices del triángulo formado por las rectas y = —2 +1, 
y=2r-4yzx-4y+5=0. 


5.27 Comprobar que las tres medianas determinadas en el ejercicio 5.19 tienen un 
punto común. 


5.28 Comprobar que en cualquier triángulo las tres medianas tiene un punto en 
común, denominado el baricentro (o centro de gravedad) del triángulo. Verificar 
que dicho punto está situado a una distancia de cada base igual a 1/3 de la longitud 
de la mediana. 


Indicación: Tomar como ejes de coordenadas un lado y la altura correspon- 
diente, a fin de que las coordenadas de los vértices sean de la forma (a, 0), (b, 0) y 
(0, c). 

5.9 Rectas paralelas 


Puesto que la pendiente de una recta marca su inclinación con respecto a los 
ejes de coordenadas, dos rectas serán paralelas si tienen la misma pendiente 
(véase el ejercicio 5.14). Es decir, las rectas de ecuaciones y = az +be 
y = dz + 0' son paralelas si a = a'. Visto de otra manera, se ha dicho que 
dos rectas de ecuaciones 


Ar+By4+C=0 y Az24+BY4C'=0 
son paralelas (o coinciden) si se cumple 
AB'-A'B=0 


Salvo en el caso en que ambas fuesen verticales, será B 4 0 y B' 4 0, de 
manera que la condición de paralelismo puede expresarse como 


44 


y se obtiene nuevamente que las pendientes tienen que coincidir. 
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Ejemplo 5.19 Las rectas y = 2z— 3 y y = 2z +6 son paralelas porque tienen la 
misma pendiente. 


Ejemplo 5.20 Las rectas 3y—4z—1= 0 y 9y— 12z—2= 0 son paralelas, porque 


-12. 9 
También puede razonarse que son paralelas porque tienen la misma pendiente igual 
a1/3. 


A partir de la observación anterior es muy fácil obtener la ecuación de la 
paralela a una recta dada, que pasa por un punto dado, ya que, además de 
tener pendiente a, la ecuación debe satisfacerse para z = 2y e y = yo. 


La ecuación de la paralela a la recta y = az + b, que pasa por el 
punto (zo, Yo) es 
y = a(z — 20) + yo 


Naturalmente, en el caso de una recta vertical z = k, la paralela por 
(Zo, Yo) es la vertical z = zo. 


Ejemplo 5.21 La ecuación de la paralela a la recta y = 3z— 1 que pasa por el 
punto (1, 1) es: 
y=3A(2-1)+1 


es decir, y = 3z — 2. 


Ejercicios 
5.29 Determinar la ecuación de la paralela a la recta 


y=-j2-2 


a través del punto (2,5). Representar ambas rectas. 


5.30 Un paralelogramo es un cuadrilátero cuyos lados opuestos son paralelos. Si 
un paralelogramo tiene por lados los segmentos que unen el punto (0,0) con (2,0) 
y (1,1), determinar las coordenadas del cuarto vértice. Comprobar que los lados 
opuestos tienen la misma longitud. Comprobar también que las dos diagonales Se 
cortan en el punto medio de cada una de ellas. 
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5.31 A partir del triángulo del ejercicio 5.26, se traza por cada vértice la paralela 
al lado opuesto. Determinar los vértices del triángulo así formado y comprobar que 
los vértices del triángulo original son los puntos medios de los lados del segundo. 


5.10 Rectas perpendiculares 


El concepto de perpendicular a una recta dada es más delicado, porque hay 
que saber interpretar lo que significa analíticamente la perpendicularidad en 
términos de las pendientes. En la figura 5.19, se observa que si la recta (r) es 
muy inclinada —tiene una pendiente a grande— la perpendicular (r”) tiene 
una pendiente pequeña y de signo contrario. Al revés, la perpendicular a 


(7) 


figura 5.19 una recta r y su perpendicular r” 


una recta (r') con pequeña pendiente es una recta (7) con pendiente grande 
y de signo contrario. 

Para deducir con más precisión la relación que existe entre la pendiente de 
una recta y la de su perpendicular, se considera un triángulo ABC rectángulo 
en A, de catetos b y c, y se traza por A la perpendicular a la hipotenusa 
(ver figura 5.20), se obtendrá una altura h del triángulo, que determina dos 
segmentos de longitudes a y a” sobre la hipotenusa. 

Si se aplica el teorema de Pitágoras a cada uno de los tres triángulos 
rectángulos de la figura 5.20, se tienen 


a = ¿-h 
a? en? 


(a+ ay? = P4e 
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B 
€, ¡a 
A 
POE 
C 
figura 5.20 


uego 

Prt=ad4 a+ daa = hb A? aa! 
/, por consiguiente, 

ad = h? 

Ahora, si 7 es la recta de pendiente a que pasa por el origen de coordenadas 
su ecuación es y = az y pasa por el punto (1, a)), y r' la perpendicular por 
1 origen (ver figura 5.21). Si —a' es la pendiente de la perpendicular, su 
cuación es y = —a'z y pasa por el punto (1,—a”). Se obtiene así una figura 
déntica a la 5.20, salvo que, ahora, h = 1; debe ser pues 


) bien 


is eee que la perpendicular a la recta de pendiente a tiene pendiente igual 
¿=> 


a 


¡jemplo 5.22 Cualquier perpendicular a la recta Y = 22 +3 tendrá pendiente 
-1/2. 


¡jemplo 5.23 Cualquier perpendicular a la recta y = —2+2 tendrá pendiente 
ual a 1. 
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figura 5.21 la recta y = az y su perpendicular y = a'z 


Del razonamiento anterior se deduce que para calcular la recta perpen- 
dicular a una recta dada, que pasa por un punto dado, se calculará primero 
la pendiente de la perpendicular y, luego, la ecuación de la recta que pasa 
por el punto y que tiene la pendiente calculada. 


La ecuación de la perpendicular a la recta y = az +b por el punto 
(Zo, Yo) es 


1 
y = (E - 20) + yo 


Ejemplo 5.24 La perpendicular a la recta y = 22 — 1 que pasa por el punto (2, 1) 
tiene pendiente —1/2; por lo tanto, su ecuación es 


y= (0 2)+1 


es decir, 2y+1-—4=0. 


Resta analizar los casos extremos; si a = 0, la recta es paralela al eje 
de abscisas y su perpendicular por el punto (Zo, Yo) es la paralela al eje de 
ordenadas z = to. Simétricamente, la perpendicular a la recta vertical z.= k 
por (Zo, Yo) es la paralela al eje de abscisas y = yo. 
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Ejemplo 5.25 Cualquier perpendicular a la recta y = 3 es paralela al eje de 
ordenadas y tiene una ecuación de la forma z =c. 


Ejemplo 5.26 Cualquier perpendicular a la recta z = —1 es paralela al eje de 
abscisas y tiene una ecuación de la forma y = c. 


Ejemplo 5.27 La perpendicular a la recta y = 3 que pasa por el punto (-4,3) es 
la recta x= -—4, 


Ejemplo 5.28 La perpendicular a la recta z = —2 que pasa por el punto (-4, 3) 
es la recta y= 3. 


Ejercicios 


5.32 Determinar la ecuación de la perpendicular a la recta 


y=-32-3 


por el punto (2, 1). Representar ambas rectas. 


5.33 Determinar la ecuación de la mediatriz del segmento de extremos (4,2) y 
(-1, -3); es decir, de la recta perpendicular al segmento en su punto medio. 


5.34 Determinar las tres alturas del triángulo del ejercicio 5.26; es decir, la per- 
pendicular por cada vértice al lado opuesto. Comprobar que se cortan en un punto 
(llamado ortocentro del triángulo). 


5.35 Determinar las tres mediatrices de los lados del triángulo del ejercicio 5.17. 
Comprobar que se cortan en un punto, cuya distancia a cada vértice es la misma. 


5.36 Determinar la distancia del punto (—2,3) a la recta y = 4x2 — 3 (la distancia 
se mide sobre la perpendicular por el punto a la recta). 


5.37 Un punto cualquiera P sobre el segmento de extremos (1,0) y (0,1), se 
proyecta sobre los ejes de coordenadas en P” y P”. Comprobar que la perpendicular 
por P a la recta P*P” pasa por el punto (1,1). 


304 Capítulo 5. Geometría analítica 


5.11 Polígonos y circunferencias 


A partir de las rectas, se pueden formar una infinidad de figuras geométricas 
planas: triángulos, paralelogramos, cuadriláteros y, en general, cualquier 
2 
4 


7 6 
figura 5.22 un polígono de siete lados 


figura poligonal, definida por n puntos consecutivos unidos por segmentos 
rectilíneos que no se corten, como la que se representa en la figura 5.22. que 
podría representar una parcela de terreno o la forma de una finca. 

Hay dos cuestiones acerca de los polígonos que merecen ser destacadas: 
los conceptos de perímetro y de área de un polígono. 

El perímetro de un polígono es simplemente la longitud total de su con- 
torno. Naturalmente, se obtiene al sumar las longitudes de cada uno de los 
segmentos rectilíneos que lo componen. 

El área de un polígono es un concepto que no se basa en ninguna de las 
ideas introducidas hasta ahora, de forma que habrá que considerar primero 
las figuras más simples. 

En el caso de un rectángulo, con longitud de sus lados a y b, se define su 
área como el producto de los lados; es decir 


A=axb 


La razón es simple: cuando a y b son enteros, el rectángulo puede dividirse 
en a x b cuadrados de lado 1, cada uno de los cuales representa la unidad de 
medida de área. Así, cuando la unidad de longitud sea el centímetro (cm), la 
unidad de área será el centímetro cuadrado (cm?); si es el metro (m) será el 
metro cuadrado (m?), etc. Si a y b no fuesen enteros, habría que considerar 
submúltiplos de la unidad de longitud, y los correspondientes submúltiplos 
de la unidad de área, pero ello no modifica el resultado. 

Para un paralelogramo, la descomposición que muestra la figura 5.24 
permite concluir que su área es igual a la de un rectángulo de la misma base 
y de la misma altura. 
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b 


figura 5.23 el área de un rectángulo 


figura 5.24 el área de un paralelogramo 


Por consiguiente: 


El área de un paralelogramo es el producto de su base por su altura 


A=bxh 


Cuando se trate de un triángulo arbitrario, basta duplicarlo para obtener 
un paralelogramo (ver figura 5.25). 


figura 5.25 el área de un triángulo 


Por consiguiente: 
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El área de un triángulo es la mitad del producto de su base por su 
altura 
bxh 


2 


A partir de aquí se puede obtener el área de cualquier polígono sin más 
que descomponerlo en triángulos de manera arbitraria, y sumar las áreas de 
los triángulos que se han obtenido. 


figura 5.26 una posible triangulación 


Resulta intuitivamente claro que la triangulación efectuada no influye 
en el resultado y ello permite calcular sin ambigiiedad el área de cualquier 
polígono. En la figura 5.26 se muestra una de las posibles triangulaciones de 
un polígono. 

Los polígonos no agotan, ni mucho menos, las figuras geométricas de 
interés, puesto que no incluyen ninguna figura curva que pueda considerarse 
dibujada sobre un plano. El trazado de una carretera, la órbita descrita 
por un satélite, el contorno de una hoja de abedul, son otras tantas figuras 
geométricas, no compuestas por segmentos rectilíneos, sino formadas por 
curvas más o menos complicadas. 

Los métodos para representar y estudiar las propiedades de figuras curvas 
generales corresponden, más bien que a la geometría, al análisis matemático 
de las funciones. Sin embargo hay algunas curvas que, por tradición, se 
incluyen en la geometría; entre ellas ninguna con más razón que la circunfe- 
rencia. 


Una circunferencia es el conjunto de los puntos del plano que están 
a una distancia fija —llamada radio— de un determinado punto: 
el centro 
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figura 5.27 centro y radio de una circunferencia 


Según ello, una circunferencia queda determinada por su centro, que será 
un punto cuyas coordenadas llamaremos (zo,Y0), y su radio r. Para que 
un punto, de coordenadas (x,y), pertenezca a la circunferencia de centro 
(Zo, Yo) y radio r, debe cumplirse la condición: 


distancia de (x,y) a (Zo, Yo) = 7 


v 20) + (y- yo)? =r 


de acuerdo con la fórmula conocida para expresar la distancia entre dos 
puntos. 
Si se eleva al cuadrado la ecuación anterior, se obtiene 


es decir 


(2 — 0) + (y- yo)? = 1? 


que es la ecuación de una circunferencia de centro (zp, Yo) y radio r. 

La región de plano encerrada por una circunferencia se denomina círculo; 
está constituida por los puntos con distancia al centro menor o igual que el 
radio; es decir aquellos puntos cuyas coordenadas (x, y) cumplen la desigual- 
dad 

(2-20) +(y- yo) < r? 


Es evidente que la circunferencia es una curva cerrada, y parece lógico, por 
tanto, que tenga una longitud determinada y que encierre un área deter- 
minada. Los conceptos de longitud y de área encerrada por una curva son 
conceptos que, matemáticamente, entrañan gran dificultad y no pueden ma- 
nejarse sólo a partir de la ideas intuitivas de adaptar un metro flexible a la 
curva o de medir la cantidad de pintura utilizada para colorearla. 


308 Capítulo 5. Geometría analítica 


El método general para tratar de asignar longitud a una curva, consiste 
en considerar todas las poligonales con vértices sobre ella y tomar como 
longitud, el mayor perímetro de todos estos polígonos. De manera semejante, 
para obtener el área de la región encerrada por una curva, se consideran todos 
los polígonos que la recubren y se toma el área ínfima entre todas ellas. 

Para la circunferencia no es difícil establecer, por los procedimientos 
indicados, que su longitud es proporcional a su radio, mientras que el área del 
círculo lo es al cuadrado del radio. Quiere ello decir que el cociente entre la 
longitud de una circunferencia y su radio es un valor fijo (27), independiente 
de la circunferencia considerada; igualmente, el cociente entre el área de un 
círculo y el cuadrado de su radio es una constante (7), para todos los círculos. 
Sin embargo las constantes de proporcionalidad son números irracionales que 
se expresan mediante el conocido número pi, que se simboliza por la letra 
griega r, cuya expresión decimal comienza 


Tr =3.141592... 


Concretamente: 


La longitud de la circunferencia y el área del círculo, de radio r, 
son respectivamente 


Ejercicios de repaso 
5.38 Hallar las coordenadas del punto de la recta y = —2z + 5, 


a) que tiene de abscisa 2; 
b) que tiene de ordenada 3; 


c) que tiene abscisa y ordenada iguales. 


5.39 Indicar si el punto (-4, 3) está sobre la recta 


a)y=22+7; 
b)y=42+5; 
)y=-j2+2; 


d)y=-je-1. 
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5.40 Indicar las relaciones de paralelismo entre las siguientes rectas: 


(a) y=-¿24+1 (b) y=-32 +4 (c) y=-22-3 
(d) -2y-674+2=0 (e) 3y+224+2=0 (f) -3y+22-3=0 


5.41 Indicar las relaciones de perpendicularidad entre las siguientes rectas: 


(a) y=-l2-2 (b) 3x-y+2=0  (c)y=32+4 
(d) -y+42—1=0 (e)3y+22+1=0 (f)2=-3y-3 


5.42 Hallar las coordenadas del simétrico del punto (2, 3) respecto al eje de abscisas, 
respecto a la diagonal del primer y tercer cuadrantes, y respecto a la diagonal del 
segundo y cuarto cuadrantes. 


5.43 Hallar las coordenadas del punto simétrico de (2,3) respecto de la recta 
=1 
y=32-3. 


5,44 Determinar los puntos en que la recta y = —2z2 + 1 corta a los ejes y a la 
recta y = 4x +5. 


5.45 Hallar las coordenadas de los puntos M y N que dividen el segmento de 
extremos (—2, 1) y (4,—2) en tres partes iguales. 


5.46 Dado el triángulo de vértices A : (5,2), B : (-3,1) y C : (1,—2), se traza 
el segmento que une los puntos medios de los lados AB y AC. Comprobar que es 
paralelo al lado BC. Comparar su longitud con la del lado BC. 


5.47 El eje de abscisas está situado sobre la banda de una mesa de billar. A lo 
largo de qué recta ha de lanzarse la bola A, situada en el punto (1,3), para que 
después de rebotar en la banda, alcance la bola B situada en (5, 2). 


5.48 Dado el triángulo de vértices A : (4,0), B : (0,—1) y C : (0,2), se trazan dos 
semirrectas simétricas respecto al eje de abscisas que intersecan a los lados AB y 
AC en dos puntos M y N. Probar que la recta MN corta al eje de ordenadas en 
un punto fijo, independiente de las semirrectas elegidas. 


Cuestiones de repaso 


5.1 El punto (—-2, 3) tiene por abscisa: 


5.2 El punto (5, —1) tiene por ordenada: 
a) 5 
b) -1 
e) 2 


5.3 El punto (-3,0) está situado: 
a) sobre el eje de abscisas 
b) sobre el eje de ordenadas 


e) en ninguno de los dos 


5.4 El punto (0,2) está situado: 
a) sobre el eje de abscisas 
b) sobre el eje de ordenadas 


ce) en el tercer cuadrante 


5.5 El punto (-3,3) está situado: 
a) en el cuarto cuadrante 
b) sobre la diagonal del segundo cuadrante 


c) a distancia 3 del origen 


311 


312 Capítulo 5. Geometría 


5.6 La distancia entre los puntos (3, 2) y (6, —2) es igual a: 
a) 5 
b) 4 
e) v18 
5.7 La distancia entre los puntos (—1,—2) y (-2, 3) es igual a: 
a) 5 
b) Y2 
c) v26 
5.8 Entre las ecuaciones siguientes, ¿cuál no representa una recta? 
a) 3x-2y=0 
b)y==-1 
c) 22-y+1=0 
5.9 Entre las ecuaciones siguientes, ¿cuál no representa una recta? 
a) r=l1+y 
b) z=-1 
c) 2=1/y 
5.10 La recta de ecuación y = —3z + 1 tiene pendiente igual a: 
a) 1 
b) -3 
c) -2 
5.11 La recta de ecuación 2x — 3y — 5 = 0 tiene pendiente igual a: 
a) 2/3 
b) 3/2 
c) -2/3 
5.12 La recta de ecuación y = 2x — 3 tiene por ordenada en el origen: 
a) 3 
b) 2 
c) —-3 
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5.13 La recta de ecuación —5z + 3y — 1 = 0 tiene por ordenada en el origen: 
a) -1/5 
b) 1/3 
c) 5/3 
5.14 La ecuación zx = 4 representa a: 
a) una recta paralela al eje de abscisas 
b) una recta paralela al eje de ordenadas 


c) no representa una recta 


5.15 El punto (1, —2) pertenece a la recta: 


a) 22-y=0 
b) 1+2y=0 
c) 22+y=0 


5.16 ¿Cuál de las rectas siguientes tiene mayor pendiente? 
a) 3x-2y-6=0 
b) 3x-3y+8=0 
€) 3z-6y-9=0 


5.17 ¿Cuál de las rectas siguientes tiene mayor pendiente? 


a) 2y=x-1 
b) 3y=x+1 
c) 4y=x-6 


5.18 ¿Cuál de las rectas siguientes está más inclinada hacia arriba? 


a) 22-3y=1 
b) 3x—4y=1 
c) 4x-5y=1 


5.19 ¿Cuál de las rectas siguientes está más inclinada hacia abajo? 
a) 24+2y=3 
b) 224 3y=3 
c) 3x4+4y=3 
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La ecuación y = —7 representa a: 

una recta paralela al eje de abscisas 

una recta paralela al eje de ordenadas 

un punto 

¿Cuál de las siguientes rectas tiene pendiente diferente de las otras dos? 


y=-31-5 


—61+2y-3=0 

62 +2y-1=0 

¿Cuál de las siguientes rectas tiene pendiente negativa? 
3x4+2y-4=0 

21-y+1=0 

y+2=0 


¿Cuál de las siguientes rectas tiene ordenada en el origen distinta de las otras 


y+2=0 
%y=x-4 
2x1 -3y-2=0 


¿Cuál de las siguientes rectas tiene ordenada en el origen entera? 
21-3y+1=0 

—31-3y+4=0 

3a-2y-6=0 

La ecuación de la recta de pendiente —5 y ordenada en el origen 2 es: 
y=2r-5 

y=-514+2 

y=-51-2 

La ecuación de la recta de pendiente 1/2 y ordenada en el origen —1 es: 
22-y-1=0 

z-2y-2=0 


y=32+1 
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5.27 ¿Cuál de las siguientes rectas pasa por el punto (—1, 2)? 
a) y=3-1 
b) y=22+4 
c) y=-31+1 
5.28 ¿Cuál de las siguientes rectas pasa por el punto (2,3)? 
a) y=-212+1 
b)y=z=-3 
c) y=22-3 
5.29 ¿Por cuál de los siguientes puntos pasa la recta y = —z — 2? 
3) (1,1) 
b) (2,-3) 
c) (0,2) 
5.30 ¿Por cuál de los siguientes puntos no pasa la recta 22 — y — 4 = 0? 
a) (-1,-5) 
b) (1,-2) 
) (-2,-8) 
5.31 La recta que pasa por los puntos (—1,2) y (2,3) tiene pendiente igual a: 
a) 1/3 
b) 1 
e) 7/3 


5.32 La recta que pasa por los puntos (2, —3) y (-2,0) tiene ordenada en el origen 
igual a; 


a) -3/4 
b) 1 
c) -3/2 


5.33 La recta que pasa por los puntos (—1,1) y (2,—1) tiene: 
a) pendiente —2/3 
b) ordenada en el origen 1/2 
c) pendiente —1/3 
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5.34 El punto medio del segmento de extremos (—1,—3) y (4, 2) tiene por coorde- 
nadas: 


a) (-1,-2) 

b) (5/2,1/2) 

c) (3/2, -1/2) 
5.35 ¿Cuál de los siguientes puntos está alineado con los puntos de coordenadas 
(0,2) y (3,1)? 

a) (2,-1) 

b) (6,4) 

e) (-4,0) 
5.36 ¿Cuál de los siguientes puntos no está alineado con los puntos de coordenadas 
(2, -1) y (1,2)? 

a) (-1,8) 

b) (3,-4) 

e) (-2,5) 
5.37 Las rectas de ecuaciones y = jz—1e y= ]z +2 se cortan en un punto que 
tiene: 

a) abscisa igual a —36. 

b) ordenada igual a —11. 


c) abscisa igual a —7. 


5.38 Las rectas de ecuaciones y = -21-—3ey= tz — 1 se cortan en un punto de: 
a) abscisa igual a —0.4. 
b) ordenada igual a 1.8. 
c) abscisa igual a —0.6. 
5.39 Las rectas de ecuaciones —22 + y—3=0 y 324+2y+1=0 se cortan en un 
punto de: 
a) ordenada igual a 2. 
b) ordenada igual a 1. 


c) abscisa igual a 1. 
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5.40 ¿Cuál de las siguientes rectas es paralela a la recta 5y = 3z — 2? 
a) 32+5y-4=0 
b) 3x-5y+1=0 
e) y=32+3 
5.41 ¿Cuál de las siguientes rectas no es paralela a las otras dos? 
a) y=42-¿$ 
b) 3x-4y+2=0 
c) 8x-6y-3=0 


5.42 La paralela a la recta y = —2z + 1 por el punto (4,—1) tiene por ecuación: 
a) y=-21+7 
b) y=-22-3 
e) 22+y=5 


5.43 La paralela a la recta y = —¿2 — 2 por el punto (-2, —1) tiene por ecuación: 
a) y=-¿r-1 
b) 32+2y+5=0 
c) 224+3y4+7=0 


5.44 La paralela a la recta z — y +5 = 0 por el punto (—-2, 1) pasa por el punto: 
a) (-1,2) 
b) (-3,-1) 
c) (0,-2) 
5.45 ¿Cuál de las siguientes rectas es perpendicular a la recta y = —2z + 3? 
a) y=2r-1 
b) 2+2y+1=0 
e) y=j2-2 
5.46 ¿Cuál de las siguientes rectas es perpendicular a la recta 22 — 3y — 1= 0? 
a) 2y+324+4=0 
b) 3z-2y+1=0 
e) y= dz +1 
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5.47 La perpendicular a la recta y = -iz — 2 por el punto (—1,-—3) tiene por 
ecuación: 


5.48 La perpendicular a la recta z — 3y +2 = 0 por el punto (1,1) tiene por 
ecuación: 


a) y=-314+3 
b) 3x+y-2=0 
c) y+3x-4=0 


5.49 La perpendicular a la recta 2z + y = 0 por el punto (2, —3) pasa por el punto: 
a) (2,5) 
b) (1,7) 
e) (0,4) 


5.50 La recta y = —te — 2 y su perpendicular por el punto (2,0) se cortan en un 
punto de abscisa igual a: 


a) 30/29 
b) 1 
e) -7/3 


5.51 El punto (1,-—3) pertenece a: 
a) la perpendicular a la recta 3y = z +5 trazada por el punto (0,0). 
b) la paralela a la recta y = 2 +2 trazada por el punto (0, 0). 
c) la recta 3z — 2y = 6. 


5.52 El punto de abscisa 3 que pertenece a la recta y = 2z — 6 tiene ordenada: 
a) 4.5 
b) 0 
c) No puede calcularse. 
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Las rectas 2x1 = 3y+1 y 3y+21-—2=0 son: 
Paralelas. 

Perpendiculares. 

No son ni paralelas ni perpendiculares. 

Las rectas y = 3x—2 y 3z—y+5=0 son: 
Paralelas. 

Perpendiculares. 


No son ni paralelas ni perpendiculares. 


Las rectas y = 3x—2 y 3x+y+5=0son: 
Paralelas. 
Perpendiculares. 


No son ni paralelas ni perpendiculares. 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 5.1 Sobre ambos ejes la unidad de medida es medio centímetro. 
Si se emplea esta unidad, las coordenadas de P3 son (-1.5,1.5); mientras 
que las de Py son (—2.3,—1). La situación de los puntos Q3 y Qa se indica 
en la figura 5.28. 


figura 5.28 posición de los puntos del ejercicio 5.1 


Ejercicio 5.2 La representación de los puntos (-5/2,1) y (1,2), respecto 
a cada uno de los sistemas de referencia, aparece en la figura 5.29. El punto 
P tiene coordenadas (8, —3) respecto del sistema de referencia de origen O 
(puesto que, en dicho sistema de referencia, la unidad es medio centímetro). 
En cambio, respecto del sistema de referencia de origen en O” (cuya unidad 
es 1 cm.) las coordenadas son (0.9,3.8). 
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figura 5.31 


cuya posición está por debajo de la recta y = 2, paralela al eje de abscisas. 
Constituyen pues el semiplano indicado en la figura 5.31. 

La intersección de ambos conjuntos es el cuadrante doblemente rayado, 
por debajo de y = 2 y a la derecha de x = 3. Los puntos de este cuadrante 
se caracterizan por serz>3ey<2. 


Ejercicio 5.5 La diagonal del 2” y 4? cuadrantes está constituída por los 
puntos cuya distancia a ambos ejes es la misma. Sin embargo, abscisa y or- 
denada tienen signos opuestos. La abscisa es positiva y la ordenada negativa 
en el 4% cuadrante; mientras que en el segundo cuadrante es al revés. En 


figura 5.32 la diagonal de los cuadrantes segundo y cuarto 


ambos casos se cumple y = —x, que es la ecuación de la diagonal en cuestión. 
Dicho de otra forma, todos los puntos de dicha recta tienen coordenadas de 
la forma (x,—x), donde zx es cualquier número real (ver figura 5.32). 
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Ejercicio 5.6 La región descrita aparece señalada en la figura 5.33. En el 


figura 5.33 región del problema 5.6 


primer cuadrante la ordenada tiene que ser positiva (y > 0) y la abscisa 
mayor que la ordenada (y < 2), para que el punto esté por debajo de la 
diagonal. 

En el tercer cuadrante la ordenada será negativa (y < 0) y la abscisa 
(también negativa) menor que la ordenada (x= < y), para que el punto esté 
por encima de la diagonal. 

En resumen, la región descrita se puede expresar diciendo que consta de 
todos los puntos que cumplen 


0<y<z 


y de todos los que cumplen 
<y<0 


o, más brevemente, si se hace uso de los valores absolutos de la abscisa y la 
ordenada, que consta de los puntos que cumplen |y| < |x|. 


Ejercicio 5.7 Los cuatro puntos en cuestión aparecen representados en la 
figura 5.34. Están situados en los vértices de un rectángulo, simétrico res- 
pecto de ambos ejes de coordenadas. Sus lados tienen longitudes 2a y 2b 
respectivamente. 

En el caso a = b, el rectángulo es, por consiguiente, un cuadrado de lado 
2a. 
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figura 5.34 los cuatro puntos del ejercicio 5.7 


Ejercicio 5.8 La longitud del segmento BC es igual a la distancia de sus 
extremos. Por lo tanto, se tiene: 


BC = (4 + 3.5)? + (-1 42.5)? = 156.25 + 2.25 


luego 'BC mide, aproximadamente, 7.648. 


Ejercicio 5.9 El mapa de la región se indica en la figura 5.35, donde las dis- 


D 
1 vis 2 
V5 
A 13 B 


figura 5.35 las ciudades del ejercicio 5.9 


tancias entre cada par de ciudades se calculan por la fórmula de la distancia 
entre dos puntos. Así se tiene 


AB=y(0- 3) +(0-0)2=3 
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de manera semejante se obtienen 

= VE+1B=v5 

= 13242 =y13 
V(- 3) +12 = 2 
= 2 


TD = yB-2?+(2-1)? = 2 


El cálculo de las longitudes de cada uno de los seis trayectos posibles es 
ahora fácil; por ejemplo 


3338 


ABCDA = AB4+BC+CD+ DA 
34124 V2+ V13 = 9.434 


de manera semejente se tienen 


ABDCA = 34+24+V2+v5=8.65 
ACBDA = V5+vV2424v13 2 9.25 
ACDBA = V5+vV242+4+328.65 
ADCBA = V13+V2+vV24+3 = 9.434 
ADBCA = V134+2+vV24+v5=09.25 


Los trayectos más cortos son pues ABDCA y ACDBA; el mismo recorrido 
en un sentido o en el contrario. 

Para cuatro puntos cualesquiera, no es difícil hallar un método para 
conocer la solución óptima sin calcular la longitud de los seis trayectos. Si 
hay n puntos, con n un poco grande, de forma que no sea viable calcular 
la longitud de todos los trayectos posibles, no se conoce un método para 
determinar la solución del problema. 


Ejercicio 5.10 Podría tomarse un sistema de referencia arbitrario y un 
triángulo cualquiera de vértices (21,41), (22, y2) y (ta, ya). Pero los cálculos 
son más simples si se adapta el sistema de referencia al triángulo, eligiendo 
como eje de abscisas, un lado y como eje de ordenadas, la altura correspon- 
diente (ver figura 5.36). Las coordenadas de los vértices serán entonces 


(a,0), (b,0), (0,c) 


Soluciones de los ejercicios 327 | 


figura 5.36 
con lo cual 
AC = yva+o 
BC = VB+e 
AB = b-a 


y se trata de comprobar que AC + BC > AB. Es decir: 
Va+e+ VI +d2>b-a 
Si se eleva al cuadrado, hay que ver que 
CO Va > a ad 


o bien 


Va VB > ab 
Si se eleva, otra vez, al cuadrado, resulta: 
(+ 2)10?4 02) > et 4 a2b? + 2abe? 
es decir: 
aer? > 470? 4 2abe? 


o bien 
a 4+b?> 2ab 


lo cual es siempre cierto, puesto que a? + 6? — 2ab = (a — b)? siempre es 
mayor o igual que cero por ser el cuadrado de algún número. 
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Ejercicio 5.11 Se trata de hallar un punto de coordenadas (4, y), cuya 
distancia al origen, y/4? + y?, sea 5. Es decir: 


164 y? = 25 


de donde y? =9 e y= +3. 

Así pues, existen dos puntos con las características requeridas: los puntos 
(4,3) y (4, -3), que son las intersecciones de la recta vertical z = 4 con la 
circunferencia de centro el origen y radio 5. 


Ejercicio 5.12 Para representar cualquier recta basta con encontrar dos 
puntos que estén situados sobre ella y trazarla con una regla. Si se hace 
zx =0 en la recta de ecuación y = 22 — 5, se tendrá y = —5; y si y = 0, 
entonces z = 5/2. Luego los puntos (0,5) y (5/2,0) pertenecen a la recta 


figura 5.37 


y sirven para trazarla. De manera semejante se encuentra que los puntos 
(0,4) y (12,0) pertenecen a la recta y = le + 4; a partir de ellos se traza 
la recta (ver figura 5.37). 


Ejercicio 5.13 Si se hace z = O en cualquiera de las rectas, se tiene que 
y = 3. Así pues, todas las rectas pasan por el punto (0,3). Luego, si en 
la recta y = ón +3 se hace y = 0, resulta z = —9/5; por lo tanto, esta 
recta pasa por los puntos (0,3) y (-9/5,0) lo que permite trazarla. Con las 
restantes rectas se opera de manera semejante (ver figura 5.38). 
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figura 5.38 rectas del ejercicio 5.13 


y=¿2+1 


figura 5.39 


Ejercicio 5.14 La recta y = ia +7 pasa por los puntos (0,7) y (-28/5, 0); 
la recta y = ¿241 pasa por los puntos (0, 1) y (-4/5,0); la recta y = ¿23 
pasa por los puntos (0,3) y (12/5,0). Con estos datos pueden trazarse las 
rectas (ver figura 5.39). 


Ejercicio 5.15 La ecuación de la recta de pendiente 3/2 y ordenada en el 
origen —2 es: A 

y=32= 2 
Mientras que la recta de pendiente —2 y ordenada en el origen 3/2 tiene por 
ecuación 3 

y=-21+ 3 
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Su interpretación gráfica aparece en la figura 5.40. 


figura 5.40 


Ejercicio 5.16 La recta y = ax +b pasará por los puntos (1,2) y (-2,-5) 


si se cumple 
-2=a+b 
-5=-2a+b 

de donde a =1 y b= -—3. Se trata entonces de la recta 


y=z-3 
Si se aplica directamente la fórmula general, se obtiene 
ON (50) 
y == - 1)+ (-2)=x-3 


Resultado que concuerda con el anterior. 


Ejercicio 5.17 Si y = az + b es la ecuación del lado AB, debe ser 


1 =  3a+b 

3= -2a+b 
luego a = 4, b= 1 y se obtiene la ecuación 
4 7 
Y=-212+5 


5 5 
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Si se aplica la fórmula general al lado AC resulta 


-2+1 1 8 
y= 233423) -1=5== 


5.5 
Por último, como los dos extremos del lado BC: tienen la misma abscisa, 
su ecuación es x = —2. La interpretación gráfica de los cálculos anteriores 
aparece en la figura 5.41. 


figura 5.41 


Ejercicio 5.18 Si se reemplaza la abscisa (2, + 22)/2 en la ecuación de la 
recta determinada por (71, y1) y (22,42), se obtiene 


YY (214% _ N-Y 
pon ( 2 2) +n ONE +YN 

- tn 

2 


luego el punto ((x1 + 22)/2, (y1 + y2)/2) se encuentra sobre la recta deter- 
minada por ambos puntos. 
Por otra parte, la distancia del citado punto a cada extremo es: 


EZA 21 
plot ts) +(u-252) =3 (21 — 22) + (Y — ya)? 


+22 y? +uy_1 
(e E+=) + (m- 172) = Y 2-21) + (1 - 91) 
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figura 5.42 


Como ambas distancias son obviamente iguales, el punto ((21 + 22)/2, (Y + 
y2)/2) es el punto medio del segmento. Otra manera más sencilla de razonar 
consiste en observar las proyecciones sobre los ejes (ver figura 5.42). 

Si (w,y) son las coordenadas del punto medio del segmento, el punto 
(x,0) tiene que estar a la misma distancia de (21,0) y de (12,0); es decir 


L-2=%3-2 
con lo cual 
y _11+2% 
2 
Análogamente, se tiene y = (y + y2)/2. 


Ejercicio 5.19 El punto medio, C”, del lado AB tiene por coordenadas 
(1/2,1). Luego la mediana CC” tiene por ecuación 

_ 142 
—1/24+2 


Y (x +2) -2 
o bien 


2tn,? 
PAGA 


El punto medio, B”, del lado AC' tiene por coordenadas (3-5). Luego la 
mediana BB' es la recta de ecuación 
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El punto medio, A”, del lado BC tiene por coordenadas (-2, 3). Luego la 
mediana AA! es la recta de ecuación 


Ejercicio 5.20 Como (21, y1) = (0,0), basta comparar los cocientes y3/z3 
con y2/22 = 1/2; concretamente: 


-=1,1 276 1 3 1 


47 5577 673 


luego los puntos (-3,-—1.5), (5.5,2.75) y (6,3) están alineados con los dos 
puntos dados; mientras que (-3,—2) y (—1,—1) no lo están. 


Ejercicio 5.21 La pendiente del segmento que une los puntos (-2,2) y 
(-4,3) es igual a 
=4_ 3-2 1 


3-2  -442 2 
Por lo tanto, hay que comparar los cocientes 


Ya — Yi 
T3- 1] 


con 2. Ahora bien: 


-1-2_ 3 


1-2. 1 0-2_ 1 -1-2 
542 7 


042. 02 242 2 342 


3 
==5 


de forma que los puntos (0,1) y (2,0) están alineados con los dos puntos 
dados; mientras que (3,—1) y (5,1) no lo están. 


Ejercicio 5.22 La recta determinada por los puntos (—3, 1) y (0, —2) tiene 
por ecuación 

y=-=-2 
El punto de dicha recta que tiene abscisa igual a 2 es (2,4) y el que tiene 
abscisa igual a —1 es (—1,—1). En cuanto al punto sobre la recta de ordenada 
y = 2, tiene por abscisa z = —4; se trata, pues, del punto (-4,2). 
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Ejercicio 5.23 La intersección de ambas rectas es la solución del sistema 


de ecuaciones 
y=32-3 
y =-41+1 
2 


Así pues, debe ser 3xz— 3 = -—4x +10 bien 7 = 2 Mientras que y = —7. 
Por lo tanto, el punto de intersección tiene por coordenadas (4,-$) (ver 
figura 5.43). 


figura 5.43 


Ejercicio 5.24 La segunda recta es la vertical z = —-5/2. El punto de 
abscisa —5/2 situado sobre la recta y = —31/5—2 tiene por ordenada —1/2. 
Así que el punto de intersección tiene por coordenadas (5/2, 1/2) (ver 
figura 5.44). 


Ejercicio 5.25 La diagonal que pasa por los puntos (3,2) y (—1,—3) tiene 
por ecuación: 


es decir: 


De manera semejante se calcula la ecuación de la diagonal que pasa por los 
puntos (—-2,1) y (2,3), que resulta: tiene por ecuación 
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figura 5.44 


y=-%-1 


Las coordenadas del punto de intersección verifican 


y=i-Í 
y=-"-1 


de donde x = 3 ey= 4 (ver figura 5,45). 


Ejercicio 5.26 Las coordenadas (x,y) del punto común a las rectas y = 
-1+1e y = 224 cumplen simultáneamente las dos ecuaciones, luego son 
solución del sistema de ecuaciones: 


y=-x+1 
y=2r-4 


de manera que es el punto (3, —2). Análogamente, las rectas de ecuaciones 


y=-2+1 
2-4y+5=0 


tienen en común el punto (Li $). Por último, las rectas de ecuaciones 


y=20-4 
1—-4dy4+5=0 
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(3,2) 
(23,1) 


(-1,-3) (2,-3) 


figura 5.45 


tienen en común el punto (3,2). Los tres vértices del triángulo son pues 
6-3) 5) y (,2). 


Ejercicio 5.27 Las tres medianas halladas en el ejercicio 5.19 son 


E 
SS 
2,2 
15 325 
EP 
Y = “10770 


Las dos primeras se cortan en el punto (—1/3,0), y las coordenadas de este 
punto verifican la ecuación de la tercera mediana. Ello significa que el punto 
(-3,0) es común a las tres medianas, o, dicho de otro modo, que las tres 
pasan por dicho punto. 


Ejercicio 5.28 Como en el ejercicio 5.10 se eligen como ejes un lado del 
triángulo y la altura correspondiente, a fin de que las coordenadas de los 
vértices sean 


(a,0), (5,0), (0,c) 


respectivamente. Este sistema de referencia se muestra en la figura 5.46. Los 
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figura 5.46 


puntos medios de los lados serán entonces 


.. 0) (25) 
(Eo), a (os 


Las tres medianas tendrán por ecuaciones 


cc" 
A4M' 


BB' 


El sistema constituido por las dos últimas ecuaciones proporciona 


e e 
at 0 en 


de donde 
e(z — a)(a — 2b) = c(x — b)(b - 2a) 


si se agrupan los términos en x, resulta: 
z(3a — 3b) = a? — 1? 


y, por consiguiente, 


mientras que 
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El punto de intersección de las medianas AA” y BB' es pues ((a+b)/3,c/3). 
Dicho punto verifica la ecuación de la recta CC”, ya que 
2c (E e) _e 


Taro X 3 2 3 


Las tres medianas concurren así en el baricentro ((a + b)/3,c/3). 
La distancia del vértice del baricentro al vértice C es: 


(o E 


la distancia del punto C” al baricentro es: 


a+b a+by? A a+b a+by? 3 
E E +.) +03) - a — els 
luego el cociente de la distancia del baricentro al vértice C' dividido por la 
distancia al punto C” es: 


2 2 
y) +(8-0* ya (242) o, 
2 _ 2 FS 
Ves +ey (e) + 
Ello significa que la distancia del baricentro al vértice es el doble de la 
distancia al lado opuesto; o bien que el baricentro divide la mediana en dos 
segmentos de 2/3 y 1/3 de su longitud respectivamente. Por supuesto, lo 


mismo sucede sobre las otras dos medianas, como se comprueba de forma 
similar. 


Ejercicio 5.29 Cualquier paralela a la recta dada tiene pendiente —1/4, de 
manera que su ecuación será de la forma 


y= 3240 


La posición de la dos paralelas se muestra en la figura 5.47. Para que pase 
por el punto (2,5) ha de ser 


1 
5=-¿24b 
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figura 5.47 


con lo cual b= Y y resulta 


= Lo + E 
e E 
También es posible calcular la ecuación por medio de la fórmula general; 


entonces resulta 1 


1 1 
y==W= YE 


como ya se había obtenido. 


Ejercicio 5.30 Uno de los lados del paralelogramo está situado sobre el eje 
de abscisas. Su paralela a través del punto (1,1) tiene por ecuación 


y=1 


El otro lado dado del paralelogramo es la recta y = zx, que pasa por los 
puntos (0,0) y (1,1). Su paralela por el punto (2,0) tiene por ecuación 


Ambas rectas se cortan en el punto de coordenadas x = 3, y = 1; de forma 
que el cuarto vértice,C, es el punto (3,1). El lado OA tiene longitud 2, que 
es la misma que la del lado BC. Las longitudes de los lados OB y AC son 


respectivamente 
OB=vV10 +12 =y2 
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figura 5.48 


AC = (3-2) + (1-0)? = V2 


Así que los lados opuestos tienen efectivamente la misma longitud. 
Las diagonales OC y AB son las rectas de ecuaciones 


y=3 


y=-2+2 
respectivamente. Ambas se cortan en el punto (3/2, 1/2). 
El punto medio del segmento OC es ((0+3)/2,(0+1)/2);el punto medio 
del segmento AB es ((2+ 1)/2,(1+0)/2). Ambos coinciden con el punto de 
intersección de las diagonales (ver figura 5.48). 


Ejercicio 5.31 La paralela al lado z — 4y + 5 =0 por el vértice (3 -) es: 


3> 
13 
2-4y- 3 =0 


La paralela al lado y = 22 — 4 por el vértice (4, 2) es: 


8 
=2 - 
y=20+ 5 
La paralela al lado y = —x + 1 por el vértice (3,2) es: 


y=-24+5 
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Los vértices del triángulo formado por estas tres rectas son 


(Es 2 E 2 E Ey 
15715) XAi515) Y (1515 


Los puntos medios de los lados de este triángulo son 


(eta lt e E » 


2 2 373 

(estos AS E (E s 
2 Ñ 2 E 5'5 
(BUEpnOS apt6+ 841» = (8,2) 


de forma que coinciden con los vértices del triángulo original. 


Ejercicio 5.32 Cualquier perpendicular a la recta 


y= ¿2-3 


tiene pendiente 4, luego su ecuación será de la forma 


figura 5.49 


=4x+b 
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Para que pase por el punto (2,1), ha de ser 1 = 8 + b con lo cual b= —7 y 
resulta 
y=4x-7 


Si se aplica la expresión general se obtiene también y = 4(1—2)+1= 4-7 
(ver figura 5.49). 


Ejercicio 5.33 La recta determinada por los puntos (4,2) y (—1,—3) tiene 
por ecuación 

y=:-2 
Además, el punto medio del segmento definido por ambos puntos tiene por 
coordenadas G, —¿). La mediatriz es por lo tanto 


Esto es, la recta y = —x +1. 


Ejercicio 5.34 La perpendicular a la recta y = —2 +1 por el punto (3,2) 
tiene por ecuación 
y=2-1 


que es la altura correspondiente al vértice y al lado indicados. La altura 
correspondiente al vértice (5/3, -2/3) es perpendicular al lado z—4y+4+5 =0 
y su ecuación es por tanto de la forma 


4i+y+b=0 
donde 

bo 

33 
es decir b= —6, con lo cual la ecuación resulta 

4i+y-6=0 


La altura correspondiente al vértice (1,5) es perpendicular al lado y = 
2x — 4, de manera que su ecuación es: 
1 1 11 


E E 
ET 
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Las dos primeras alturas se cortan en el punto solución del sistema 
y=x-1 
4r+y-6=0 

cuyas coordenadas son (7/5, 2/5). Este punto se halla sobre la tercera altura, 


ya que 
1.7, ,11_2 


20510 5 


de forma que las tres alturas concurren en el ortocentro E 2. 


Ejercicio 5.35 El punto medio del lado AB es (1/2,1); la perpendicular 
por dicho punto al lado AB es: 
5 1 5 3 
ys eel qee 
Análogamente, la perpendicular al lado AC en su punto medio (1/2, -3/2), 


tiene por ecuación 


1 3 
y=-=5M0-3)-7=-50+1 


Por último, la mediatriz del lado vertical BC, que pasa por el punto medio 
(-2,), es la recta horizontal 
y= 2 


Las dos últimas mediatrices se cortan en el punto P de coordenadas (1/10, 1/2); 
por el que pasa también la primera de ellas. 
Las distancias del punto P a los vértices son respectivamente 


PA = 6-13 = 1056 
PR = (2-9 + (8-3) = 1006 
PO = (2-2 +(=2- 3)? = 10.50 


de manera que el punto P equidista de los tres vértices. 
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Ejercicio 5.36 La perpendicular a la recta dada por el punto (-2,3) tiene 
por ecuación 
=-L0+2)+3= E 
E” 4 
Ambas rectas se cortan en el punto (4, z , cuya distancia al punto (—2, 3) 
es: 


2 3.395 


22 E BT 2 3332 
E 2) + (5-2) 17 


que es la distancia del punto (2,3) a la recta. 


Ejercicio 5.37 La recta determinada por los puntos (1,0) y (0,1) tiene por 
ecuación y = —z +1, de manera que las coordenadas del punto P serán de 
la forma (p,1— p). Por tanto P” es el punto (p,0) y P” el punto (0,1 — p). 
La ecuación de la recta P'P” es entonces 


figura 5.50 


SB 
P 


y= (z —p) 


y su perpendicular por P tiene por ecuación 


El punto (1, 1) verifica esta última ecuación, de manera que la perpendicular 
por P a la recta determinada por P' y P” pasa siempre por (1,1) (ver 
figura 5.50). 
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Ejercicio 5.38 Si se reemplaza z = 2 en la ecuación y = —2x +5, se obtiene 
y = 1; luego el punto de abscisa 2 sobre la recta es (2,1). Si y = 3 resulta 
z = 1; luego (1,3) es el punto de la recta de ordenada 3. 

Cuando y = z se obtiene z = 5 así que (5/3,5/3) es el punto de inter- 
sección de la recta con la diagonal del primer cuadrante. 
Ejercicio 5.39 El punto (-4,3) sólo se encuentra sobre la recta (b), ya que 


2-4)+7=-1%3 
por lo que no se encuentra en la recta (a), 
Lo+5=3 
2 
por lo que sí se encuentra en la recta (b), 
4-3+(-4)=8%2 
por lo que no se encuentra en la recta (c) y, por último, 
3(-4)+4-34+1=1%0 


por lo que no se encuentra en la recta (d). 
Ejercicio 5.40 Las pendientes de las seis rectas son, respectivamente 


recta pendiente recta pendiente recta pendiente 
() 2/13 (1) =3 (0) 273 
(d) -3 (e) -2/3 (1) 2/3 


Luego (a), (c) y (e) son paralelas entre sí; también lo son, entre sí, (b) y (d). 
En cambio (f) no tiene ninguna paralela entre las otras cinco rectas. 


Ejercicio 5.41 Las pendientes de las seis rectas son respectivamente 


recta pendiente recta pendiente recta pendiente 
(a) 1/4 (5) 3 (c) 3/2 
(a) 4 (e) 2/3 (1) -1/3 
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Por tanto, (a) y (d) son perpendiculares; lo mismo ocurre con (b) y (f). Ni 
(c) ni (e) tienen ninguna perpendicular entre las otras cinco rectas. 


Ejercicio 5.42 La idea inicial de simetría respecto a una recta consiste en 
reflejar la figura sobre la recta. En este caso, basta con esta idea intuitiva. El 


figura 5.51 


simétrico respecto al eje de abscisas es entonces el punto (2, —3); el simétrico 
respecto a la primera diagonal el punto (3, 2) y respecto a la segunda diagonal 
el punto (-3, —2) (ver figura 5.51). 


Ejercicio 5.43 Según la idea intuitiva de simetría expuesta en el ejercicio 
anterior, el simétrico de un punto respecto de una recta se encuentra sobre 
la perpendicular desde el punto a la recta, a la misma distancia de la recta 
pero en el semiplano contrario. 

En este caso, la perpendicular a la recta y = ju — 3 a través del punto 
(2,3) tiene por ecuación 


y=-22-2)+3  esdecir y=-224+7 


Ambas rectas se cortan en el punto (4,—1). En vez de determinar la distan- 
cia entre ambos puntos y reflejarla sobre la perpendicular, es más cómodo 
reflejar el rectángulo de vértices opuestos en (2,3) y (4,—1). Resulta así que 
el simétrico buscado es el punto (6, —5) (ver figura 5.52). 


Ejercicio 5.44 Para y = 0 se obtiene x = 3 luego (3,0) es el punto de corte 
con el eje de abscisas. 


Soluciones de los ejercicios 347 


figura 5.52 


Como la ordenada en el origen de la recta es 1, (0, 1) es su punto de corte 
con el eje de ordenadas. 
Por último, la solución del sistema 


y=-21+1 
y=43+5 


es (3,3 ; que es el punto de corte de ambas rectas. 


Ejercicio 5.45 Mejor que razonar acerca de la recta que une ambos puntos, 
es razonar con las proyecciones sobre los ejes. 

Las abscisas de ambos puntos son —2 y 4, que distan entre sí 6 unidades; 
las abscisas de M y N tienen que ser 0 y 2, para que el segmento de longitud 
6 quede dividido en tres de longitud 2. Las ordenadas son 1 y -2, a distancia 
3 una de otra; las ordenadas de M y N han de ser 0 y -1. 

En definitiva M y N tienen coordenadas (0, 0) y (2, —1) respectivamente. 


Ejercicio 5.46 Los puntos medios de los lados AB y AC son respectivamente 
B' :(1,$) y C' : (3,0). La recta B'C' tiene por ecuación 

3/2 
1-3 


y (2 —3) 
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deci 
es decir 2 e: 
PE A 
Mientras que el lado BC es: 
-2-1 
y= 1 e+9+1 
o bien 
eq 
1 


Evidentemente BC y B'C” son paralelas. 
Las longitudes de los segmentos B'C* y BC son respectivamente 


E 


VO +3) 4+(-2- 1) = 


de forma que la longitud de la paralela media es la mitad del lado. 


Ejercicio 5.47 De acuerdo con las leyes de la reflexión, la bola ha de lanzarse 
hacia el punto B”, simétrico de B respecto de la banda, a fin de que después 
de rebotar en ella siga la trayectoria simétrica de la que la llevaría hasta 
B'. El punto simétrico de B respecto al eje de abscisas tiene coordenadas 


A(1,3) 
B(5,2) 


B'(5,-2) 
figura 5.53 
(5,2). Y la recta que une (1,3) con (5, —2) es: 


gd 
Y=S 4 
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A lo largo de ella ha de lanzarse la bola A, que tropezará con la banda en el 
punto (4,0 (ver figura 5.53). 


Ejercicio 5.48 Los lados AB y AC del triángulo tienen por ecuaciones 


y= 0-1 
y 1 
y=-32+2 


respectivamente. 
Las semirrectas simétricas, tendrán pendientes opuestas; de manera que 
pueden expresarse como 
y=ax 


y = —az 


respectivamente (donde x > 0 y a > 0). El punto M de intersección de la 


figura 5.54 

segunda con el lado AB (ver figura 5.54), tiene por coordenadas la solución 
del sistema 

y=¿32-1 

y = -az 
es decir 

dl IS 4 ás 4a 
Tda+1 Y Tap 
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Análogamente, N se obtiene como solución del sistema 


y=-+2 
y=az 
que proporciona 
_ 4 _ Aa 
"saga “Rel 
La recta MN tiene entonces por ecuación 
_ 4a/(2a+1)+4a/(4a4 1) (=- 4 ) _ Aa 
== 4/(Qa+1)-4/(4a+1) 4a+1 4a+1 
es decir d 4 
a 
y=(00+1) (2 da+ 5) da Fl 
o bien 


y = (3a 4 1)2-4 


Lo cual indica que, independientemente del valor de a, la recta MN tiene 
ordenada en el origen —4 y pasa, pues, por el punto fijo (0, —4). 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 5.1 La respuesta correcta es b. La abscisa de un punto es su 
primera coordenada. 


Cuestión 5.2 La respuesta correcta es b. La ordenada de un punto es su 
segunda coordenada. 


Cuestión 5.3 La respuesta correcta es a. Su ordenada es nula, lo cual 
caracteriza los puntos del eje de abscisas. 


Cuestión 5.4 La respuesta correcta es b. Su abscisa es nula; tal es la 
condición que cumplen los puntos del eje de ordenadas. 


Soluciones de las cuestiones 351 


Cuestión 5.5 La respuesta correcta es b. Puesto que sus coordenadas son 
opuestas, (—3,3) es un punto de la diagonal del segundo y cuarto cuadrantes 
(cuya ecuación es y = —2). Sin embargo, no pertenece al cuarto cuadrante, 
puesto que en él es z > 0.e y <0. Su distancia al origen es Y37 + 32= y/18. 


Cuestión 5.6 La respuesta correcta es a. La distancia entre ambos puntos 
es: 


esto es, Y9+ 16 = 5. 


Cuestión 5.7 La respuesta correcta es c. La distancia entre ambos puntos 


es Y(=24 134 (34 2)? = Y26. 


Cuestión 5.8 La respuesta correcta es c. La ecuación (c) es de segundo 
grado en y y es la única que no puede escribirse en la forma Az 4 By+C =0. 


Cuestión 5.9 La respuesta correcta es c. La ecuación (c) puede escribirse 
xy=1 y no responde, por tanto, al formato Az + By+C =0. 


Cuestión 5.10 La respuesta correcta es b. La pendiente de la recta y = 
ax+bes a, 


Cuestión 5.11 La respuesta correcta es a. La ecuación de la recta se puede 


poner en la forma y = la -= z 


Cuestión 5.12 La respuesta correcta es c. La ordenada en el origen de la 
recta y = az + bes b. 


Cuestión 5.13 La respuesta correcta es b. La ecuación dada se puede 
expresar en la forma y = de + En 
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Cuestión 5.14 La respuesta correcta es b. La ecuación z = k corresponde 
siempre a una recta paralela al eje de ordenadas, puesto que está compuesta 
por todos los puntos de abscisa constante, igual a k. 


Cuestión 5.15 La respuesta correcta es c, No pertenece a las rectas 22—y = 
0 y z+2y =0 porque al sustituir la abscisa y la ordenada del punto en sus 
ecuaciones, éstas no se verifican. 


2.1-(-2%0 14+2:(-2) 40 


Sí pertenece a la recta 22 + y = 0 porque 2-14 (-2)=0. 


Cuestión 5.16 La respuesta correcta es a. La pendiente de la recta (a) es 
3/2, la pendiente de la recta (b) es 1 y la pendiente de la recta (c) es 3/6. 
Luego la de mayor pendiente es (a). 


Cuestión 5.17 La respuesta correcta es a. La pendiente de la recta (a) es 
1/2, la pendiente de la recta (b) es 1/3 y la pendiente de la recta (c) es 1/4. 
Luego la de mayor pendiente es (a). 


Cuestión 5.18 La respuesta correcta es c. Una recta está inclinada hacia 
arriba si su pendiente es positiva. La más inclinada será la que tenga la 
pendiente mayor. 
La pendiente de la recta (a) es 2/3, la pendiente de la recta (b) es 3/4 y 
la pendiente de la recta (c) es 4/5. Como 
2.3.4 
35155 


resulta que la más inclinada hacia arriba es la recta (c). 


Cuestión 5.19 La respuesta correcta es c. Una recta está inclinada hacia 
abajo si su pendiente es negativa. La más inclinada será la que tenga la 
pendiente menor. 
La pendiente de la recta (a) es —1/2, la pendiente de la recta (b) es -2/3 
y la pendiente de la recta (c) es —3/4. Como 
1 2 3 


EEE 
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resulta que la más inclinada hacia abajo es la recta (c). 


Cuestión 5.20 La respuesta correcta es a. La ecuación y = k representa 
una recta compuesta por puntos de ordenada constante k; se trata pues de 
una recta paralela al eje de abscisas. 


Cuestión 5.21 La respuesta correcta es b. Si se expresa la ecuación (c) en 
la forma y = —3x + 1/2, tanto (a) como (c) tienen pendiente igual a —3. En 
cambio (b) es y = 3x + 3/2, cuya pendiente es 3. 


Cuestión 5.22 La respuesta correcta es a. La pendiente de (a) es -3/2, 
mientras que la de (b) es 2 y la de (c) es 0. 


Cuestión 5.23 La respuesta correcta es c. Las dos primeras rectas son 
y=-2ey= je — 2 respectivamente, siendo la ordenada en el origen —2 
en ambos casos. En cambio (c) es de la forma y = 3x — 3, de ordenada en 


el origen —2/3. 


Cuestión 5.24 La respuesta correcta es c. Las ordenadas en el origen son 
respectivamente 1/3, 4/3 y —3. 


Cuestión 5.25 La respuesta correcta es b. La recta (a) tiene pendiente 2 y 
ordenada en el origen —5; mientras que la recta (c) tiene pendiente —5 pero 
su ordenada en el origen es —2. 


Cuestión 5.26 La respuesta correcta es b. Si la recta tiene pendiente 1/2 y 
ordenada en el origen —1, su ecuación será y = jx— 1. La pendiente de (a) 
es 2. (b) y (c) tienen pendiente 1/2, pero la ordenada en el origen de (c) es 
Ll, 


Cuestión 5.27 La respuesta correcta es b. Para z = —1, cada ecuación 
proporciona los valores y =-4,y=2e y=4. 
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Cuestión 5.28 La respuesta correcta es a. El punto de abscisa 2 sobre cada 
una de las tres rectas tiene ordenada —3, —1 y 1 respectivamente. 


Cuestión 5.29 La respuesta correcta es a. Para x= —1 la ecuación pro- 
porciona y = —1; en cambio para z = 2 se obtiene y = —4 y, para 2 =0, 
resulta y = —2. Sólo el primer punto se encuentra pues sobre la recta. 


Cuestión 5.30 La respuesta correcta es a. Poniendo la ecuación en la forma 
y = 21 —4 se obtiene y = —6 para x= -—1,y=-2parar=1ley=-8 
para x = —2, El primer punto es el único que no cumple la ecuación. 


Cuestión 5.31 La respuesta correcta es a. La recta en cuestión tiene por 
ecuación y = je + 1. 


Cuestión 5.32 La respuesta correcta es c. La recta en cuestión tiene por 


ecuación y = da - EN 


Cuestión 5.33 La respuesta correcta es a. La recta en cuestión tiene por 
ecuación y =-—¿2 +3. 


Cuestión 5.34 La respuesta correcta es c. Las coordenadas del punto medio 
de un segmento son la semisuma de las coordenadas de sus extremos. En 
este caso 


144 _3 
2 2 

Y 
-342_ 1 
2 3 


luego el punto medio es (3/2, —1/2). 


Cuestión 5.35 La respuesta correcta es b. La ecuación de la recta que pasa 
por los puntos (0,2) y (-3,1) es y = 32 + 2, que pasa por el punto (6,4) 
pero no pasa por el punto (—2,—1) ni por el punto (-4, 0). 
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Cuestión 5.36 La respuesta correcta es c. La recta que pasa por los puntos 
(2,1) y (1,2) tiene por ecuación y = —32 +5 y pasa por los puntos (—1, 8) 
y (3, -4), pero no pasa por el punto (-2,5). 


Cuestión 5.37 La respuesta correcta es a. La solución del sistema de ecua- 
ciones y = a — 1, y = ja+2esz = -36e y =-10. 


Cuestión 5.38 La respuesta correcta es c. La solución del sistema de ecua- 
ciones y = —21x-—3,y= ix-1lesz= 0.6 e y = —1.8. 


Cuestión 5.39 La respuesta correcta es b. La solución del sistema de ecua- 
ciones -224+y-3=0,314+2y+1=0eswv=-ley=1. 


Cuestión 5.40 La respuesta correcta es b. La recta 5y = 3x — 2 tiene pen- 
diente 3/5, que coincide con la pendiente de (b), mientras que la pendiente 
de (a) es -3/5 y la de (c) 5/3. 


Cuestión 5.41 La respuesta correcta es b. Las pendientes de las tres rectas 
son respectivamente 4/3, 3/4 y 8/6. 


Cuestión 5.42 La respuesta correcta es a. Las cuatro rectas tienen pen- 
diente igual a —2,de manera que son paralelas, pero ni (b) ni (c) pasan por 
el punto (4, —1). 


Cuestión 5.43 La respuesta correcta es c. La recta (a) no pasa por el punto 
(-2, —1), mientras que la recta (b) tiene pendiente —3/2. 


Cuestión 5.44 La respuesta correcta es a. La paralela a la recta dada por 
el punto (—2, 1) tiene por ecuación z — y +3 =0 y pasa por (—1,2) pero no 
pasa por los puntos (—-3,—1) ni (0, -2). 


Cuestión 5.45 La respuesta correcta es c. La pendiente de la recta y = 
—2z + 3 es —2, luego cualquier recta perpendicular tiene pendiente 1/2. La 
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recta (c) verifica tal condición, mientras que (a) tiene pendiente 2 y (b) 
pendiente —1/2. 


Cuestión 5.46 La respuesta correcta es a. La recta 22 — 3y— 1 = 0 tiene 
pendiente 2/3, de forma que sus perpendiculares tienen pendiente —3/2. 
Por tanto (a) es perpendicular a la recta dada, mientras que (b) y (c) tienen 
pendiente 3/2. 


Cuestión 5.47 La respuesta correcta es b. Cualquier recta perpendicular a 
la recta dada tiene que tener pendiente 4/3. (a) y (b) son pues perpendicu- 
lares a la recta dada, pero (a) no pasa por el punto (—1,—3), mientras que 
(b) sí lo hace. 


Cuestión 5.48 La respuesta correcta es c. La recta dada tiene pendiente 
1/3, de forma que sus perpendiculares tienen pendiente —3. Tanto (a) como 
(b) y (c) son perpendiculares a la recta dada, pero sólo (c) pasa por el punto 
(1,1): 


Cuestión 5.49 La respuesta correcta es a. La perpendicular a la recta 
y = —-2z por el punto (2,—3) tiene por ecuación y = ju = 4, pasa entonces 
por el punto (-2,—5) pero no pasa por (1,7) ni por (0,4). 


Cuestión 5.50 La respuesta correcta es a. La perpendicular a la recta dada 


por el punto (2,0) tiene por ecuación y = ón — 5. La solución del sistema 


compuesto por las ecuaciones de ambas rectas es z = 30/29, y = —-70/29. 
Cuestión 5.51 La respuesta correcta es a. La recta 3y = 2 +5 tiene 
pendiente 1/3. Luego su perpendicular trazada por el punto (0,0) será: 

y = -—3x 
Como el punto (1, —3) satisface la ecuación de la recta pertenece a ella. 


Cuestión 5.52 La respuesta correcta es b. Si se hace x = 3 en la ecuación 
de la recta y se calcula el valor de y, se obtendrá la ordenada del punto que 
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tiene abscisa igual a 3 y que pertenece a la recta. En este caso, se tiene 
y =2-3-— 6; luego y =0. 


Cuestión 5.53 La respuesta correcta es b. La pendiente de la recta 2y 
3z +1 es igual a 3/2, la pendiente de la recta 3y + 22 — 2 = 0 es igual 
—2/3; luego son perpendiculares. 


> 


Cuestión 5.54 La respuesta correcta es a. La pendiente de la recta y = 
3x —2 es igual a 3, la pendiente de la recta 3x — y +5 = 0 es igual a 3, luego 
son paralelas. 


Cuestión 5.55 La respuesta correcta es c. La pendiente de la recta y = 
3x — 2 es igual a 3, la pendiente de la recta 32 + y + 5 = 0 es igual a —3; 
luego no son ni paralelas ni perpendiculares, 


Capítulo 6 


La matemática de los 
conjuntos 


6.1 Introducción 


La Matemática no es sólo cuestión de números: no se reduce a calcular con 
habilidad. En su misma raíz, la Matemática tiene dos vocaciones bien dis- 
tintas. Una es proporcionar métodos a otras ciencias; ésta es una aspiración 
que la lleva hacia fuera, hacia la realidad del hombre en cada tiempo y su 
manera de organizarse y vivir. La otra vocación es resumir la mayor canti- 
dad de conceptos que sea posible en unas pocas ideas muy generales; es el 
deseo de reducir los métodos particulares a la ordenada servidumbre de una 
teoría común. Ésta es una exigencia interna, que busca los últimos porqués, 
la simplificación y la armonía, en suma: la belleza. 

Así, bien porque buena parte de los problemas que se plantean no pueden 
ser resueltos en términos estrictamente numéricos, bien porque la exigencia 
de unidad teórica impulsa a buscar conceptos más generales, en el discurrir de 
la historia se han incorporado al pensamiento matemático muchos conceptos 
más allá de los números. 

En este capítulo y el siguiente se examinan algunos de ellos: los conjuntos, 
sus operaciones, sus relaciones y sus transformaciones. 


6.2 Conjuntos y elementos 


En Matemáticas, se denomina conjunto a toda colección bien definida de ob- 
jetos. Por “bien definida” se debe entender que es siempre posible averiguar 
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si un objeto dado es miembro o no de la colección. 


Ejemplo 6.1 La colección de los números naturales pares está bien definida: 
siempre es posible averiguar si un número natural es miembro o no de ella. Por lo 
tanto, se habla del conjunto de los números naturales pares. 


Ejemplo 6.2 Las letras del alfabeto español son una colección bien definida. Es 
correcto hablar del conjunto de las letras del alfabeto. 


Ejemplo 6.3 La colección de movimientos posibles en la primera jugada de una 
partida de ajedrez, conforme a las reglas, es una colección bien definida. Avanzar 
el peón del rey dos cuadros es uno de los movimientos de la colección, mientras que 
avanzar una torre tres cuadros no lo es. 


Ejemplo 6.4 La colección de los números que son soluciones de la ecuación de 
segundo grado 2? — 52 +6 =0 es una colección bien definida. 


Para simbolizar los conjuntos se emplean, principalmente, las letras mayús- 
culas. 


Un conjunto es una colección bien definida de objetos. Los con- 
juntos se suelen simbolizar por letras mayúsculas. 


Ejemplo 6.5 Se puede hablar del conjunto P de los números naturales pares; 
el conjunto A de las letras del alfabeto español; el conjunto D de los resultados 
posibles de lanzar un dado; el conjunto S de las soluciones de cierta ecuación; el 
conjunto E de las elecciones posibles de dos personas de un grupo de cinco, etc. 


Los objetos que constituyen un conjunto se denominan sus elementos. Los 
elementos de un conjunto guardan una relación con éste: pertenecen a él. 
Esta relación de pertenencia se representa con el símbolo € que se lee “per- 
tenece a”. 


Ejemplo 6.6 Si se designa por S el conjunto de soluciones de la ecuación 2? — 
5x +6 = 0, resulta que el número 3 pertenece a S puesto que 3 es una solución 
de la ecuación. Entonces se escribe 3 € S. El número 2 también es solución de la 
ecuación; por lo tanto, 2 € S. 
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Los objetos que no son elementos del conjunto no pertenecen a él, esto 
se representa con el símbolo £ que se lee “no pertenece a”. 


Ejemplo 6.7 Si se designa por S al conjunto de soluciones de la ecuación de 
segundo grado 2? — 52 +6 = 0, resulta que el número 5 no pertenece a S puesto 
que no es solución. Esto se representa por 5 4 S. 


Ejemplo 6.8 Si A es el conjunto de las letras del alfabeto español, se tendrán 
ac A, bEA, REA 


mientras que 
AGA, YTRA, SEA, BRA 


Hay dos maneras distintas de especificar un conjunto —en matemáti- 
cas se suele decir definir un conjunto—, una es dar una lista con todos los 
elementos que lo componen. Por ejemplo 

A= (0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9) 
B = (2,4,6,8) 
V = (a, e, i, o, u) 
Otra manera es dar una regla o criterio que permita decidir sin ambigiiedad 


si un objeto dado pertenece o no. Esta es la manera de definir un conjunto 
que hasta aquí se ha venido empleando. Por ejemplo: 


A = [números naturales menores que 10) 
B = (números naturales pares menores que 10) 
V = (vocales del español) 


Se dice que la primera manera es una enumeración de los elementos del 
conjunto, mientras que la segunda es una descripción. 

Parece natural decir que dos conjuntos son iguales cuando tienen los 
mismos elementos. Por ejemplo, el conjunto: 


A=(1,-1) 
definido por enumeración es igual al conjunto 
B = (soluciones de la ecuación 2? — 1 = 0) 


puesto que tienen los mismos elementos. La igualdad de dos conjuntos se 
representa por el mismo símbolo que los números. Así, se escribe: 


A = (1, -1) = (soluciones de la ecuación 2? — 1=0)= B 
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Igualdad de dos conjuntos. Dos conjuntos son iguales cuando tie- 
nen los mismos elementos. 


6.3 Inclusión de conjuntos 


6.3.1 La relación de inclusión 


Cuando todos los elementos de un conjunto pertenecen a otro, se dice que 
el primero está contenido o incluido en el segundo. También se dice que el 
primero es un subconjunto del segundo o que el primero es una parte del 
segundo. Esta relación de inclusión se representa por el símbolo C, que se 
lee “está contenido en” o “es subconjunto de”. 


Ejemplo 6.9 Todos los elementos del conjunto A = (1,2) pertenecen al conjunto 
B = (-1,0,1,2); por lo tanto, A está contenido en B. También se dice que A es 
un subconjunto de B. Con símbolos se escribe: 


ACB 


expresión simbólica que se lee “A está contenido en B” o “A es subconjunto de B”. 


Ejemplo 6.10 Si A es el conjunto definido por 

A = (vocales del alfabeto español) 
y B es el conjunto definido por 

B = (letras del alfabeto español) 


Se tendrá A C B. Con palabras: A es un subconjunto de B. 


Ejemplo 6.11 Si A es el conjunto de los números múltiplos de 2 y B es el conjunto 
de los números múltiplos de 3, A no es subconjunto de B ya que tiene elementos 
que no pertenecen a B. Por ejemplo, 2 € A pero 2 4 B. 


Inclusión de dos conjuntos. Si todos los elementos del conjunto 
A pertenecen al conjunto B se dice que A está contenido en B o 
que A es subconjunto de B. Si A es subconjunto de B se escribe 
ACB. 
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Debe observarse que, tal como se ha definido la inclusión, un conjunto A 
siempre es subconjunto de sí mismo: cualquiera que sea el conjunto A, se 
cumple AC A. 

La relación de inclusión de un conjunto tiene muchas analogías con la 
relación de orden de los números. La tabla que sigue muestra esas analogías. 


El orden de los números 


La inclusión de conjuntos 


Todo número a es menor o igual que 
sí mismo. 
Con símbolos: 


a<a 


Todo conjunto A está contenido en 
sí mismo. 
Con símbolos: 


ACA 


Si un número a es menor o igual que 
otro b y el segundo es menor o igual 
que el primero, los dos números son 
iguales. 

Con símbolos: 


sia<byb<a, entonces a=b 


Si un conjunto A está contenido en 
otro B y el segundo conjunto tam- 
bién está contenido en el primero, 
ambos conjuntos son iguales. 

Con símbolos: 


si ACByBCA, entonces A= B 


Si un número a es menor o igual 
que otro b y b es menor o igual que 
un tercero c, entonces a es menor o 
igual que c. 

Con símbolos: 


sia<byb<c, entonces a<c 


Si un conjunto A está contenido en 
B y B está contenido en C,, entonces 
A está contenido en C. 

Con símbolos: 


si ACByBCC, entonces ACC 


6.3.2 Conjuntos universal y vacío 


Los razonamientos sobre conjuntos suelen estar referidos a un conjunto ma- 
yor que contiene a todos los sometidos a consideración. Por ejemplo, si los 
conjuntos son colecciones de letras, estarán contenidos en las letras de algún 
alfabeto, si son colecciones de números, en alguno de los conjuntos numéricos 
que se han estudiado. 

A ese conjunto mayor que contiene a todos los conjuntos que se analizan 
se le denomina conjunto universal y se representa por la letra 4. 
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Se acepta también la existencia de un conjunto que no tiene elementos. 
Se le denomina conjunto vacío y se representa por el símbolo Y. Cualquier 
condición imposible define al conjunto vacío, por ejemplo: 


0 = (números pares que no son divisibles por 2) 


Como el conjunto vacío no tiene elementos está contenido en cualquier con- 
junto. Con símbolos: cualquiera que sea el conjunto A se cumple Y C A. 


6.3.3 El conjunto de las partes de un conjunto 


La colección de los subconjuntos de un conjunto dado A está bien definida 
ya que, conforme a lo explicado, dado cualquier otro conjunto B podemos 
saber si es o no subconjunto de A. Se puede hablar del conjunto de los 
subconjuntos, o partes, de A. El conjunto de las partes de un conjunto A se 
denota por P(A). 


Ejemplo 6,12 A, = (a) y Az = [b) son subconjuntos de A = (a,b), pero no son 
los únicos: A tiene también como subconjuntos al mismo A (A C A) y al conjunto 
vacío (0 C A). Por lo tanto, el conjunto de las partes de A será: 


a) =((0),(01,0,4) 


Obsérvese que los elementos del conjunto de las partes son, a su vez, 
conjuntos. En el ejemplo anterior, no sería correcto escribir a € P(A), lo 
correcto es (a) € P(A), puesto que es el conjunto cuyo único elemento es a 
quien pertenece a P(A). 


Ejemplo 6.13 El conjunto A = (a,b,c) tiene ocho subconjuntos que son: 


un subconjunto de O elementos 0 

tres subconjuntos de un elemento (a), (b), [c) 

tres subconjuntos de dos elementos (a,b), (a,c), (b,c) 
un subconjunto de tres elementos  (a,b,c) 


Por lo tanto, el conjunto de las partes P(A) será: 
Pa) =(0,(0),(0),(0),(0,0, (4.0). (6.0),4) 


Si el conjunto A tiene n elementos, el conjunto P(A) tendrá 2” elemen- 
tos. La razón es fácil de entender: puede imaginarse que, para formar un 
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subconjunto, se ponen en fila los elementos de A y, elemento a elemento, se 
decide si se toma como elemento del subconjunto o no. El primer elemento 
puede pertenecer a él o no, el segundo puede pertenecer a él o no, etc. Hay, 
Pues, 
2x2x--"x2 elecciones posibles 
n veces 

y cada una de las elecciones define un único subconjunto, luego habrá 2” 
subconjuntos. 

Nótese que, cuando no se elige ningún elemento, se forma el subconjunto 
vacío Y) mientras que, cuando se toman todos, se forma el subconjunto A. 


Ejercicios 
6.1 ¿Cuáles de los conjuntos siguientes son iguales? 


B = (soluciones de 2? 4 4z—5= 0) 


D= (números naturales impares menores que 10) 
F' = (números primos menores que 10) 
H =(1,-5) 


6.2 Si A= (a,b,c,e), ¿cuáles de los conjuntos siguientes son subconjuntos de A? 
B=(ad)  C=(ca) 


D=(a,e,c) E=(e,c,b,a) 
F=(a,c,d) G=(e) 


6.3 Si A= (2,y,u,v), hallar P(A). 


6.4 Operaciones con conjuntos 


Las matemáticas de los conjuntos se basan en el hecho de que éstos pueden 
ser combinados mediante operaciones semejantes a las de los números, dando 
lugar a nuevos conjuntos. 


6.4.1 Intersección de conjuntos 


Se denomina intersección de dos conjuntos A y B al conjunto que tiene como 
elementos los que pertenecen a ambos conjuntos. La intersección de A y B 
se indica con el símbolo AN B. 
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Ejemplo 6.14 Si A= (a,b,e) y B = (a,c,e), el elemento a es común a A y B, 
esto es, pertenece a los dos conjuntos, luego a es un elemento de la intersección. El 
elemento b no es común puesto que pertenece a uno (A), pero no al otro (B). Del 
mismo modo se observa que e es común y que c no lo es. Así pues, sólo hay dos 
elementos comunes a Á y B que son a y e, por consiguiente, el conjunto intersección 
será 

ANB= 


a,e) 


Ejemplo 6.15 Si A es el conjunto de cartas de una baraja española que son oros y 
B es el conjunto de cartas de la misma baraja, que son figuras (sota, caballo y rey), 
la intersección de ambos conjuntos tendrá como elementos las cartas que cumplan 
ambas condiciones al mismo tiempo: ser oros y ser figura. Por lo tanto, el conjunto 
intersección está formado por la sota de oros, el caballo de oros y el rey de oros. 


ANB= (sola de oros, caballo de oros, rey de oros) 


Ejemplo 6.16 Si A es el conjunto de los números pares y B es el conjunto de 
los números múltiplos de 5, la intersección de A y B tendrá como elementos los 
números que cumplan simultáneamente ambas condiciones: ser múltiplo de 2 y de 
5 al tiempo. Por lo tanto, la intersección de A y B es el conjunto de los números 
múltiplos de 10. 


A = (múltiplos de 2) = (2,4,6,8,10,... 
B = (múltiplos de 5) = (5, 10,15,20,25,..] 
ANB = (múltiplos de 10) =(10,20,30,...) 


Obsérvese que un modo de calcular la intersección, ingenuo pero efectivo, es pasar 
revista a los elementos de ambos conjuntos y anotar los comunes. 


Ejemplo 6.17 Si A es el conjunto de soluciones de la ecuación 22 — y =1y B 
es el conjunto de soluciones de la ecuación 2 + 3y = 2, la intersección AM B es 
el conjunto de los pares de números que son solución simultáneamente de ambas 
ecuaciones. A los elementos de este conjunto, se los ha llamado, en el capítulo 3, 
soluciones del sistema de ecuaciones: 


2 - y 1 
+ 3y= 2 


y, en el capítulo 5, puntos de corte de las rectas 21 —y=1 y 1+3y=2. 


La intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto que tiene 
como elementos los comunes a A y a B. 
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La intersección de más de dos conjuntos se define de la misma manera: 
es el conjunto que tiene como elementos los comunes a todos los conjuntos 
que se intersecan. 


Ejemplo 6.18 Si A = (a,b,c,d), B = (b,c,d,e) y C = [c,d, e, f), los únicos 
elementos que pertenecen a los tres conjuntos son c y d. Por lo tanto 


ANBNC= (c,d) 
Es de destacar, que la intersección de más de dos conjuntos puede calcu- 
larse de manera sucesiva, igual que se suman o restan más de dos números. 


Así, la intersección AMB NC de los conjuntos del ejemplo anterior puede 
calcularse asociando los conjuntos que se intersecan. Primero se calcula 


ANB = (b,c,d) 
y luego la intersección de AN B con el conjunto C 
ANBNC=(ANB)NC = [c,d) 


Tampoco tiene trascendencia el orden en que se asocian los conjuntos, así 
resulta; 


ANBNC=AN(BNC) 


Si dos conjuntos no tienen elementos comunes, su intersección es el conjunto 
vacío, Se dice entonces que son disjuntos, 


Si A y B no tienen elementos comunes se tendrá: 
ANB=J4 


Entonces se dice que son disjuntos. 


6.4.2 Unión de conjuntos 


Se denomina unión de dos conjuntos A y B al conjunto que tiene como 
elementos los que pertenecen a alguno de los conjuntos. La unión de A y B 
se indica con el símbolo AU B. 
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Ejemplo 6.19 Si A= (a,b,e) y B= (a,c,e), el elemento a pertenece a A y a B, 
luego a es un elemento de la unión. El elemento b pertenece a A, pero no a B, luego 
también pertenece a la unión. Del mismo modo, se observa que c y e pertenecen a 
la unión, por lo tanto 

AUB=([a,b,c,e) 


Ejemplo 6.20 Si A= (1,2,5) y B= (1,5,6), se tiene 
AUB=(1,2,5,6) 


Ejemplo 6.21 Si A es el conjunto de cartas de una baraja española que son oros y 
B es el conjunto de cartas, que son figuras, la unión AU B será el conjunto de cartas 
que son oros o figuras incluyendo, claro está, a las que tienen ambas características. 


La unión de dos conjuntos A y B es el conjunto que tiene como 


elementos tanto los comunes como los no comunes a Á y a B. 


La unión de más de dos conjuntos es el conjunto formado por los elemen- 
tos que pertenecen, al menos, a uno de ellos. 


Ejemplo 6.22 Si A= (a,b,c), B = (b,c,d) y C = [c,d, e), la unión de los tres 
conjuntos será: 
AUBUC=(a,b,c,d,e) 


Al igual que ocurre con la intersección, la unión de más de dos conjuntos 
puede calcularse asociando los conjuntos que se han de unir. Así, en el 
ejemplo anterior, se tiene: 


AUBUC=(AUBJUC 


Luego, para hallar la unión de los tres, se calcula primero AU B y, a conti- 
nuación, se calcula la unión de AU B con C. 


6.4.3 Complementario de un conjunto 


Como ya se ha señalado, los conjuntos se suelen considerar incluidos en uno 
mayor Y que se denomina universal. El complemento o conjunto complemen- 
tario de uno dado A tiene como elementos aquéllos del conjunto universal 
que no pertenecen a A. El conjunto complementario de A se representa por 
A". Debe observarse que la noción de conjunto complementario es relativa 
a un conjunto universal que debe especificarse. 
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Ejemplo 6.23 Si se considera el conjunto A = (a, b,c) dentro del conjunto uni- 
versal UY = (a,b, c, d,e), el elemento d no pertenece a A, luego pertenece a su com- 
plementario A*. De manera análoga e también pertenece a A“, mientras que los 
elementos a, b y c pertenecen a A luego no pertenecen a A". Se tiene así: 


A*= (d,e) 


Ejemplo 6.24 El concepto de conjunto complementario es relativo al universal 
que se considere. Si el conjunto A = (a,b,c) del ejemplo anterior se considera 
dentro de otro conjunto universal, el complementario respecto del nuevo universal 
será distinto. Por ejemplo, si el nuevo conjunto universal es Y = (a,b,c,d), el 
conjunto complementario será A* = (d). 


Ejemplo 6.25 Si se considera como universal el conjunto de los números naturales 
N = (1,2,3,4,5,...), el complementario del conjunto A = [números pares) será 


A“=(1,3,5,7,..) 


esto es, A* = (números impares). 


El conjunto complementario de uno dado A tiene como elementos 
aquéllos del universal que no pertenecen a A. El complementario 
de Á se simboliza por A". 


6.4.4 Diferencia de dos conjuntos 


La diferencia A— B de los conjuntos A y B tiene como elementos los de A 
que no pertenecen a B. Con palabras más sencillas, puede decirse que es la 
parte de A que no está contenida en B. 


Ejemplo 6.26 Si A= (a,b,c,d,e) y B = (d, e, f, 9) la diferencia A— B será igual 
a 


A-B= (a,b,c) 


Los elementos a, b y e pertenecen a la diferencia porque pertenecen a Á y no 
pertenecen a B. 


Nótese que, conforme a la definición de la diferencia, no es lo mismo la 
d'“>rencia de A y B (A— B) que la diferencia de B y A(B- A). 
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En realidad, la diferencia no es una operación nueva ya que puede expre- 
sarse en términos de la intersección y la complementación. No cuesta mucho 
esfuerzo comprender que 

A-B=AnNB" 


ya que los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B son los mismos 
que pertenecen a Á y pertenecen a B, es decir, los que pertenecen a ANB*. 
Ejercicios 


6.4 Si A es el conjunto de los números múltiplos de 2 y B es el conjunto de los 
múltiplos de 3, hallar AN B y AUB. 


6.5 Si A es el conjunto de las cartas de la baraja española que son oros, B es el 
conjunto de las cartas de la misma baraja que son caballos, hallar AN B. 


6.6 Si A es el conjunto de los números múltiplos de 5 y B es el conjunto de los 
múltiplos de 10, hallar AMB y AUB. 


6.7 Si U es el conjunto de las cartas de la baraja española, definir con palabras el 
complementario del conjunto A de las cartas que son oros. 
6.5 Propiedades de las operaciones con conjuntos 


6.5.1 Propiedades de la intersección 


1. La intersección de cualquier conjunto consigo mismo es igual al mismo 
conjunto. Con símbolos, se expresa: 


ANA=A 


Es bien simple razonar que así debe ser: el conjunto A tiene en común consigo 
mismo todos sus elementos y no puede haber otros elementos comunes. 


2. La intersección de cualquier conjunto con el conjunto vacío es igual al 
conjunto vacío. Con símbolos, se expresa: 


AnP=0 


También es sencillo razonar que es correcta: ningún conjunto puede tener 
elementos en común con el vacío ya que éste no tiene elementos. 


6.5. Propiedades de las operaciones con conjuntos 371 


3. La intersección de cualquier conjunto con el universal es el mismo con- 
junto. Con símbolos, se expresa: 


ANU=A 


Esto es así porque todos los elementos de A son elementos del universal, 
luego son comunes, y sólo los elementos de A pueden ser comunes. 


4. La intersección de un conjunto A con otro B es igual a la intersección 
de B con A. Esta propiedad se llama conmutativa, ya que afirma que es 
posible commutar los conjuntos que intervienen en la intersección sin alterar 
el resultado. Con símbolos, se expresa: 


ANB=BnNA 


Para demostrar la propiedad conmutativa basta observar que los mismos 
elementos tendrán A y B en común que B y A. 


5. La intersección de dos conjuntos está contenida en cualquiera de los con- 
Juntos que se intersecan. Con símbolos, se expresa: 


Se cumplen ANBCA, y ANBCB 


La razón de esta propiedad es simple: todos los elementos de AN B son 
elementos de A, luego AMB C A. Por igual motivo se tiene AMB CB. 


6. Si B está contenido en A, entonces la intersección de A y B es igual a 
B. Con símbolos, se expresa: 


Si BC A, entonces ANB= B 


La demostración es elemental: si B es un subconjunto de A todos los ele- 
mentos de B y sólo estos son los comunes a A y B. 


6.5.2 Propiedades de la unión 


1. La unión de cualquier conjunto consigo mismo es igual al mismo conjunto. 
Con símbolos, se expresa: 
AUA=A 


Es bien simple razonar que así debe ser: los elementos comunes y los no 
comunes del conjunto A consigo mismo son todos sus elementos y no puede 
haber otros. 
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2. La unión de cualquier conjunto con el conjunto vacío es igual al conjunto. 
Con símbolos, se expresa: 
AU0=A 


También es sencillo razonar que es correcta: puesto que el conjunto vacío 
no tiene elementos, los únicos elementos que pertenecen a alguno de los 
conjuntos que unimos son todos los de A y sólo éstos. 


3. La unión de cualquier conjunto con el universal es igual al universal. Con 
símbolos, se expresa: 
AVU =U 


Esto es así porque todos los elementos pertenecen a alguno de los dos con- 
juntos ya que, al menos, pertenecen al universal. 


4. La unión de un conjunto Á con otro B es igual a la unión de B con A. 
Es la propiedad conmutativa de la unión, semejante a la ya estudiada para 
la intersección. Con símbolos, se expresa: 


AUB=BUA 


Para demostrar la propiedad conmutativa basta observar que los mismos 
elementos que pertenecen a A o a B son los que perteneceñ a Boa A. 


5. La unión de dos conjuntos contiene a cualquiera de los conjuntos que se 
unen. Con símbolos, se expresa: 


Se cumplen ACAUB, y BCAUB 


La razón de esta propiedad es simple: todos los elementos de A son elementos 
de AU B, luego AC AUB. Por igual motivo se tiene BC AUB. 


6. Si B está contenido en A, entonces la unión de A y B es igual a A. Con 
símbolos, se expresa: 


Si BC A, entonces AUB= A 


6.5.3 Propiedades de la complementación 


1. El complementario del conjunto vacío es el conjunto universal. Con sím- 
bolos 
p"=u 
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La razón es simple: como el conjunto vacío no tiene elementos, ningún ele- 
mento del conjunto universal puede pertenecer al conjunto vacío. 


2. El complementario del conjunto universal es el conjunto vacío. Con sím- 
bolos, se expresa: 
u=0 


La demostración es semejante a la anterior: como todos los elementos per- 
tenecen al conjunto universal, ningún elemento no pertenece al universal. 


3. El complementario del complementario de un conjunto es el mismo con- 
junto. Con símbolos, se expresa: 


(A) =A 


Puesto que el complementario de A está formado por los elementos que 
no pertenecen a A, los elementos que no pertenecen a A“ serán los que 
pertenecen a A, esto es (A%)" = A. 


6.5.4 Propiedades que relacionan varias operaciones 


1. La intersección de un conjunto y su complementario es igual al conjunto 
vacío. Con símbolos 
ANA*=0 


La razón es clara: no puede haber elementos que pertenezcan a A y a su com- 
plementario simultáneamente, puesto que si pertenecen a A“ no pertenecen 
ad. 


2. La unión de un conjunto con su complementario es igual al conjunto 
universal. Con símbolos 
AUA“=U 


Puesto que cualquier elemento pertenece a A o pertenece a AS, todos los 
elementos pertenecen a alguno de los dos. 


3. Propiedades distributivas. Son las propiedades que relacionan las operacio- 
nes de unión e intersección de conjuntos. La primera propiedad distributiva 
es: 

ANn(BUC)=(ANB)U(ANC) 
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La segunda propiedad es: 


AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 


4. Leyes de Morgan. Son dos y se enuncian: 


Primera ley de Morgan: El complementario de una unión de conjuntos es 
igual a la intersección de los complementarios de los conjuntos. Por ejemplo, 
cuando es una unión de dos conjuntos se tiene: 


(AUB) =A*nN BO 
si son tres los conjuntos de la unión, se tendrá 
(AUBUC)=ANBTNCA 


y así sucesivamente. 


Segunda ley de Morgan: El complementario de una intersección de con- 
juntos es igual a la unión de los complementarios. Cuando la intersección lo 
es de dos conjuntos se tendrá: 


(ANB)= AU B" 


si son tres: 
(ANBNC)=ATUBTUC” 


y así en los restantes casos. 


Tanto las propiedades distributivas como las leyes de Morgan son muy 
útiles para calcular con conjuntos. A continuación se muestran algunos ejem- 
plos. 


Ejemplo 6.27 La expresión (AM B)U(AN B*) puede simplificarse. Por la primera 
propiedad distributiva, se tiene 


(ANB)JU(ANB")=AN(BUB") 
pero BUB*=U4, por lo tanto 


(AN B)U(AN B) 


AN(BUB") 
Anu 
A 
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Ejemplo 6.28 La expresión 
e 
(a nBju(Atn 5) 
puede simplificarse. Por la primera ley de Morgan, se tiene 
e 
(cn BJU(An 9)) =(ANB)JN(AN B*) 
y, por la segunda ley de Morgan, se tienen 
(ANB) =A"UB" 
(AN B")=AUB 
luego 
e 
(a nBjuU(An 5) = (A“UB)N(AUB) 


Ahora bien, por la propiedad distributiva 


(ancaum) U (een(4un)) 
(AFNAJU(AFN B)U(BNAJU(BNB) 
Puesto que ANA =0 y B"NB = 0 resulta 

(A*UBS)N(AUB) = VU(ATNB)U(BNAJUO 
(4*NB)U(B*NA) 
(B- AJU(A— B) 


(A*UB")N(AUB) 


Ejemplo 6.29 Para obtener una expresión más simple del conjunto 
(A B)N(A-C)N(A—D) 
primero se convierten las diferencias en intersecciones 
(A B)N(AC)N(A—D)=(ANBS)N(ANCAIN(ANDI) 


Ahora bien, una intersección de varios conjuntos puede calcularse en cualquier or- 
den, por lo tanto 


(ANB)N(ANCIN(AND") = ANANANBNCND" 
pero ANANA = A y, por la primera ley de Morgan, se tiene 
BNCND*=(BUCUD) 
luego 
(ANBS)N(ANCIN(AND”)=AN(BUCUD)" 
esto es 
(ANBI)N(ANC)N(AND")=A-(BUCUD) 
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Ejercicios 
6.8 Si AC (BUC), simplificar la expresión 
AUBUC 


6.9 Si AC(BNC), simplificar la expresión 
(AUB)N(AUC) 
6.10 Desarrollar, por medio de las propiedades estudiadas, la expresión 
(AN(BUC)) 


6.11 Si AC(BUC), obtener una expresión simplificada del conjunto 
(ANB)U(ANC) 


6.6 Diagramas de Venn 


6.6.1 Introducción 


Las representaciones gráficas, si son fieles, ayudan a la intuición a penetrar 
en los conceptos y son una buena guía para resolver problemas. 

Los conjuntos suelen representarse por medio de unos dibujos denomi- 
nados diagramas de Venn, en honor al lógico John Venn. Se conviene en 
representar el conjunto universal mediante un rectángulo o un cuadrado; 
cada conjunto se simboliza por una región de ese cuadrado, limitada por 
una curva cerrada; la forma y tamaño de la curva es intrascendente. Por 
ejemplo, si el conjunto universal / tiene como elementos a, b, e, d y e, esto 
es 

U = ([a,b,c, d, e) 


y A es el conjunto A = (a,b,c), un diagrama de Venn para representarlo 
puede ser el que aparece en la figura 6.1(a). Si se observa bien la figura, se 
entenderá rápidamente el simbolismo de la representación. La línea ovalada 
marca, por así decir, los límites del conjunto. Cada elemento se representa 
por un punto. Si el punto es interior al óvalo, debe entenderse que pertenece 
al conjunto; si es exterior, se entenderá que no pertenece. Por lo tanto, la 
línea que delimita al conjunto divide al cuadrado —conjunto universal — en 
dos regiones: la interior al óvalo que representa al conjunto A y la exterior 
que simboliza al complementario de A. En la figura 6.1(b) se muestra esa 
convención general. 


6.6. Diagramas de Venn 377 


.e 


.d ss Ce 5 
(a) (0) 


figura 6.1 la convención de los diagramas de Venn 


Ejemplo 6.30 Cuando se lanza un dado hay seis resultados posibles. Si se con- 
sidera como universo el conjunto de esos seis resultados 4 = (1,2,3,4,5,6), el 
conjunto A de los resultados posibles que son pares se representa mediante el dia- 
grama de Venn de la figura 6.2. 


figura 6.2 


Ejemplo 6.31 Un diagrama de Venn como el de la figura 6.3 


figura 6.3 


informa de que el conjunto A está formado por los elementos x e y, y que su 
complementario tiene como elementos v, w y z. 


A=(x,y), A“=(v,w,2) 
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6.6.2 Diagramas de dos conjuntos 


Los diagramas de Venn permiten representar tantos conjuntos como se pre- 
cise, sin más limitación que la capacidad de percepción de la vista. La posi- 
ción relativa de los conjuntos muestra sus relaciones. Cuando se representan 
dos conjuntos A y B sólo caben tres posibilidades: 


1. Uno de los conjuntos está contenido en el otro. 
2. Los conjuntos no tienen ningún elemento en común. 


3. Hay elementos comunes y elementos no comunes a ambos conjuntos. 


La primera posibilidad es que uno de los conjuntos, digamos B, esté conte- 
nido en el otro, A. Entonces todos los elementos de B se representan dentro 
del área limitada por el contorno de A. Por lo tanto, el diagrama mostrará 
el contorno de B dentro del área que corresponde a A, como se muestra en 
la figura 6.4. 


figura 6.4 representación de BC A 


Ejemplo 6.32 Si A es el conjunto de los números pares y B es el conjunto de los 
múltiplos de seis, se tiene B C A puesto que todo múltiplo de seis es un número 
par. El diagrama de la figura 6.4 es el adecuado para representar estos conjuntos. 


Ejemplo 6.33 Si A es el conjunto de los españoles mayores de 65 años y B el 
conjunto de los españoles mayores de 75 años, entonces B C A. El mismo diagrama 
del ejemplo anterior es el correcto para representar estos conjuntos. 


Ejemplo 6.34 Si se quiere dar una representación gráfica de la afirmación: “todos 
los afiliados al sindicato X votan al partido Y”, el diagrama de la figura 6.4 es 
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el apropiado. Si A es el conjunto de personas que votan al partido Y y B es el 
conjunto de personas afiliadas al sindicato X, se tendrá BC A. 


En resumen, el diagrama de la figura 6.4 puede simbolizar gráficamente 
cualquier afirmación del tipo “todos los B son A”. 


La segunda posibilidad es que los conjuntos A y B no tengan elementos 
en común —que sean disjuntos—, entonces se representarán como dos áreas 
separadas: sus contornos no se cortan. El diagrama de la figura 6.5 muestra 
una de las representaciones posibles. 


figura 6.5 representación de BNA=0 


Ejemplo 6.35 El diagrama de la figura 6.5 es adecuado para representar el con- 
junto A de los múltiplos de 6 y el conjunto B de los números primos, ya que ningún 
múltiplo de seis es primo. 


Ejemplo 6.36 Si A es el conjunto de los españoles menores de 20 años y B es el 
conjunto de los españoles mayores de 50 años, el diagrama de la figura 6.5 representa 
aAyB. 


Ejemplo 6.37 Si se quiere dar una representación gráfica a la afirmación: “ningún 
afiliado a la organización X vota al partido Y”, el diagrama de la figura 6.5 es el 
apropiado. Si A es el conjunto de afiliados a la organización X y B es el conjunto 
de votantes del partido Y, se tendrá ANB=0. 


En resumen, el diagrama de la figura 6.5 representa gráficamente cual- 
quier afirmación del tipo “ningún A es B”. 
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La tercera y última posibilidad es que los conjuntos A y B tengan ele- 
mentos comunes y elementos no comunes; unos pertenecerán a A y noa B 
y otros pertenecerán a B y no a A. Entonces los conjuntos se representan 
como dos áreas que se cortan. El diagrama de la figura 6.6 lo muestra. Esta 


(m 
(1)=4NB 


(2) =AN Bs (alo)o) 
(3)=A*NB 
()=(4UB) 


figura 6.6 posición general de dos conjuntos 


disposición de los conjuntos divide al espacio universal en cuatro regiones 
que hemos llamado (1), (2), (3) y (4). 

La región marcada con (4) corresponde a los elementos que no están ni 
en Ani en B, es decir, a A*N B* o bien, por las leyes de Morgan, a (AU B)". 


(4) = AN B"=(AUB) 


La región marcada con (1) corresponde a los elementos comunes a A y B, es 
decir, al conjunto AN B. 
(1)=4NB 


La región (2) corresponde a los elementos de A que no pertenecen a B, esto 
es a los elementos que pertenecen a A y B* simultáneamente; se trata del 
conjunto AN B*=A-—B. 


(2)=ANB"=A-B 


De manera semejante la región (3) corresponde a los elementos que pertene- 
cen a B y a AS, es decir al conjunto BNA*=B- A. 


(3)=BNA"=B-A 


Debe observarse que la unión de las regiones (1), (2), y (3) es igual a la unión 
de los dos conjuntos: 
(1)u(2)U (3) = AUB 


6.6. Diagramas de Venn 381 


es decir: 
(ANB)U(ANB)U(ANB")=AUB 


Esta expresión tiene mucho interés porque descompone la unión de dos con- 
juntos A y B en conjuntos disjuntos. 


Ejemplo 6.38 Una afirmación como “algunos afiliados del sindicato X votan 
al partido Y” indica que el conjunto de afiliados al sindicato X y el conjunto de 
personas que votan al partido Y tienen intersección no vacía. Esta afirmación no 
excluye que haya afiliados al sindicato X que no voten al partido Y, ni que haya 
votantes del partido Y que no estén afiliados al sindicato X. Por ello, si se quiere 
dar una representación gráfica a la afirmación debe emplearse el diagrama de la 
figura 6.6. 


Ejemplo 6.39 Si A es el conjunto de los múltiplos de 2 y B es el conjunto de los 
múltiplos de 3, el diagrama de la figura 6.6 los representa. En efecto: los conjuntos 
A y B tienen elementos comunes, por ejemplo 6, 12, ..., pero los números 2, 4, 
.. pertenecen a Á y no pertenecen a B. De manera semejante los números 3, 9, 
..., pertenecen a B y no pertenecen a Á. 


En resumen, el diagrama de la figura 6.6 permite representar afirmaciones 
del tipo “algunos A son B”., 


6.6.3 Diagramas de tres conjuntos 


La configuración más general que pueden presentar tres conjuntos A, B y 
C, tiene ocho regiones ya que un elemento cualquiera del espacio universal 
puede pertenecer o no a A, pertenecer o no a B y pertenecer o no a C. En 
total 2x 2 x 2 = 8 posibilidades que se enumeran: 


(1) Corresponde a los elementos que pertenecen a A y a B y aC, luego 
equivale a ANBNC. 


(2) Corresponde a los elementos que pertenecen a Á y a B pero no a C. 
Equivale a ANBNC. 


(3) Corresponde a los elementos que pertenecen a A y a C pero no a B. 
Equivale a ANB*NC. 


(4) Corresponde a los elementos que pertenecen a B y a C pero no a Á. 
Equivale a A4NBNC. 
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(5) Corresponde a los elementos que pertenecen a A pero no pertenecen 
nia BniaC. Equivale a ANBNC", 


(6) Corresponde a los elementos que pertenecen a B pero no pertenecen 
nia AniaC. Equivale a ANBNC". 


(7) Corresponde a los elementos que pertenecen a C' pero no pertenecen 
nia A nia B, luego equivale a A4NBNC. 


(8) Corresponde a los elementos que no pertenecen nia A nia BniaC. 
Por lo tanto, esa región es igual al conjunto APN BNC" = (AUBUCY. 


En el diagrama de la figura 6.7 se han representado tres conjuntos en su 
posición más general. Las distintas regiones se han nombrado conforme a la 
explicación anterior. Obsérvese que la unión de todas las regiones menos la 


(1) =ANBNC 
(2) =ANBNC* 
(3) =ANBNC 
(4) =ANBNC 


(5)=ANBNC" 
(6) = AN BNC" 
ANBNC 
(8) =(AUBUC) 


figura 6.7 posición general de tres conjuntos 


(8) es igual a la unión AUBUC, lo que permite descomponer en conj..atos 
disjuntos la unión de A, B y C. 

En resumen, los diagramas de Venn permiten reflejar, con absoluta fi- 
delidad, cualquier relación existente entre dos o más conjuntos que pueda 
expresarse en términos de las operaciones con conjuntos y la inclusión. Las 
distintas relaciones entre los conjuntos se traducen en la posición relativa 
que tienen los conjuntos en el dibujo. 

Así pues, resultan muy útiles para lograr, de un vistazo, una comprensión 
rápida de cualquier cuestión relacionada con conjuntos. Sin embargo, debe 
entenderse la necesidad de que la representación sea fiel, es decir, que recoja 
todos los datos del problema, en otro caso se estará resolviendo un problema 
distinto al planteado. 
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Ejemplo 6.40 El diagrama de la figura 6.8 muestra tres conjuntos A, B y C que 
tienen una relación especial, apreciable a simple vista. 


figura 6.8 


El diagrama muestra que C está contenido dentro de B y éste, a su vez, dentro de 
A. Esa relación se sintetiza en la expresión: 


CCBCA 


Ejemplo 6.41 Si A, B y C son los conjuntos: 


A = (números pares) 
B= (números múltiplos de cuatro) 
C = (números múltiplos de ocho) 


se tendrá la relación anterior, puesto que todo número múltiplo de ocho es múltiplo 
de cuatro, CC B, y todo número múltiplo de cuatro lo es de dos, BC A. 


Ejemplo 6.42 El mismo diagrama de la figura 6.8 permite representar cualquier 
terna de conjuntos A, B y C, que tengan la relación “todo C' es B y todo B es A”. 


Ejemplo 6.43 El diagrama de la figura 6.9 permite apreciar de inmediato la 
relación existente entre los conjuntos A, B y C sin necesidad de más aclaraciones. 


figura 6.9 


El dibujo muestra que tanto B como C están contenidos en A, pero que no tie- 
nen ninguna parte en común: son disjuntos. Para expresar, con precisión, esta 
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circunstancia mediante fórmulas se debe escribir 


BCA 

CCA 

BnC=0 
o, más brevemente 

BUCCA 

BnCc=0 


Ejercicios 
6.12 ¿Qué relaciones entre sí tienen los conjuntos representados en el diagrama de 
Venn de la figura 6.107 


u 


figura 6.10 conjuntos del 
ejercicio 6.12 


6.13 Dibujar el diagrama de Venn adecuado para representar los conjuntos: 


U = (números enteros) 

A = (números pares) 

B = (múltiplos de cuatro) 
C = (múltiplos de seis) 


6.14 Representar por medio de un diagrama de Venn los conjuntos 4, A, B y C, 


donde 
U = (números naturales) 


múltiplos de 2) 
B = (múltiplos de 3) 
C = (múltiplos de 6) 


6.15 Representar el diagrama de Venn de tres conjuntos A, B y C que cumplen: 


BUCCA 
BNCAH0 
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6.16 Si A es el conjunto de días que hace frío, B el conjunto de días que nieva y C 
el conjunto de días que se precisa de la máquina quitanieves para limpiar las calles, 
a su juicio, ¿cómo deben representarse estos conjuntos en un diagrama de Venn? 


6.17 ¿Qué relaciones entre sí guardan los conjuntos que aparecen representados en 


el siguiente diagrama de Venn? 


6.18 Llamemos A al conjunto de especies botánicas que viven en el encinar, B a 
las especies que viven en el jaral y C' a las especies que viven en los saladares. Si 
el encinar y el jaral comparten algunas especies botánicas, pero ninguna de ellas 
resiste las condiciones ambientales del saladar, representar en un diagrama de Venn 
los tres conjuntos. 


u 


6.19 Si U es el conjunto de declaraciones de renta, A es el conjunto de declara- 
ciones de renta positivas, B el conjunto de declaraciones de renta negativas, C' el 
conjunto de declaraciones de renta con algún error y se sabe que los errores en las 
declaraciones se dan tanto entre las positivas como entre las negativas. Representar 
en un diagrama de Venn los conjuntos A, B y C. 


6.7 Cardinal de un conjunto 


6.7.1 La noción de cardinal 


El cardinal de un conjunto A es su número de elementos y se representa por 


HA). 


Ejemplo 6.44 El conjunto A = ([a,b,c,d) tiene cuatro elementos, por lo tanto, 


H(4) =4. 


Ejemplo 6.45 El conjunto vacío no tiene elementos, por lo tanto, tiene cero 
elementos y ¿£(0) = 0. 
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Ejemplo 6.46 El conjunto de los posibles resultados de lanzar un dado tiene 6 
elementos: su cardinal es seis. 


Así pues, el cardinal de un conjunto se halla contando cuántos elementos 
tiene. Si el conjunto tiene pocos elementos y están ordenados por algún 
criterio, contarlos es fácil. Cuando tiene muchos o no presentan ninguna 
ordenación aparente el problema puede ser muy difícil. Los métodos para 
contar se agrupan en una disciplina que se denomina Combinatoria. La 
Combinatoria se estudiará en el capítulo 9. Por el momento, el interés se 
centra en estudiar el comportamiento del cardinal frente a las operaciones 
de los conjuntos. 


6.7.2 Cálculo de cardinales con dos conjuntos 


Si dos conjuntos A y B son disjuntos, su unión AUB tendrá tantos elementos 
como indica la suma del cardinal de A y el de B. Con otras palabras: si los 
conjuntos Á y B no tienen elementos en común, entre A y B juntos tendrán 
tantos elementos como indique la suma del número de elementos de A y de 
B. 


Ejemplo 6.47 Si A y B son los conjuntos A = (a,b,c) y B = (y, z), ver figura 6.12, 
se tendrá 


figura 6.12 


AUB=(a,b,c,y,2) 


luego H(AUB)=5=3+2=(4) +4(B). 
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Si dos conjuntos A y B son disjuntos, el cardinal de la unión es 
igual a la suma de los cardinales. Con símbolos: 


Si ANB=0, entonces ¿(AU B) = HA) + HB) 


En general, cuando A y B son dos conjuntos cualesquiera no se cumple 
la relación anterior sino que el cardinal de la unión es inferior a la suma 
de los cardinales. El motivo de esta dificultad es fácil de entender: si los 
conjuntos tienen elementos en común, cuando sumamos los cardinales de A 
y de B estamos contando dos veces los elementos comunes —los contamos 
una vez como elementos de A y otra como elementos de B—, sin embargo, 
al calcular el cardinal de la unión estos elementos se cuentan sólo una vez. 

Se entenderá mejor con un ejemplo. Si A = ([a,b,c,d,e) y B = (d,e, f), 
entonces 

AUB=([a,b,c,d,e, f) 


El balance es: 
elementos de A a bcld e H(A)=5 
elementos de B delf H(B)=3 
elementos de AUB— a bc de f  F(AUB)=6 


Al contar los elementos de A se cuentan una vez los elementos comunes d 
y e. Al contar los elementos de B se vuelve a contarlos otra. Por eso la 
diferencia entre la suma de los cardinales y el cardinal de la unión es igual 
al número de elementos comunes, 


HA) +4(B) -HAUB)=5+3-6=2 


Pero los elementos comunes a A y B forman el conjunto intersección AN B, 
luego el número de elementos comunes es igual al cardinal de la intersección. 
Resulta así 

HA) + HB) -FLAUB) = ¿EAN B) 
o bien 

HAU B) =¿H(A) + H(B) - ¿HAN B) 
Fórmula que permite calcular el cardinal de la unión y que tiene validez 
general. 
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Visto de otra manera, en la sección anterior se estudió que la unión de 
dos conjuntos puede expresarse como unión de tres conjuntos disjuntos, a 
saber: 


AUB=(A-B)U(B-AJU(ANB) 


Esta descomposición puede expresarse con palabras bien sencillas: los ele- 
mentos de la unión de A y B o son elementos que pertenecen a A y no a 
B (elementos de (A — B)), o son elementos que pertenecen a B y no a A 
(elementos de (B — A)), o son elementos comunes a A y B (elementos de 
ANB). Además estas categorías son excluyentes porque no puede haber un 
elemento que pertenezca a dos de ellas al mismo tiempo. Por consiguiente 


HAU B) = ¿HA — B) 4 HH(B— A) + ¿EAN B) 


En la figura 6.13 se aprecia con claridad el razonamiento anterior. El con- 


()=A4NB 

(2)=ANB* 

(3) =4NB 

HA) =4(2) +41) (=(0)») 
4(B) =4(3) +40) > 
HAU B) = 41) + 402) 44463) u 


figura 6.13 descomposición de los elementos de la unión AU B 


junto A tendrá tantos elementos como la suma de los que se encuentren en 
la región (2) y la región (1). 

El conjunto B tendrá tantos elementos como la suma de los situados en 
las regiones (3) y (1). 

Por último, la unión de los dos conjuntos tendrá tantos elementos como 
la suma de los que haya en las regiones (2), (1) y (3), por lo tanto 


F(AUB) HA— B)+H(B- AJ+ HAN B) 


HA) + H(B) - FAN B) 
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Si A y B son dos conjuntos, siempre se cumple que el cardinal de 
su unión AU B es igual al cardinal de A más el cardinal de B 
menos el cardinal de la intersección AM B. Con símbolos: 


HAUB)=H(A) + H(B) - HAN B) 


Ejemplo 6,48 Si (AUB)= 15, H£(A) = 10 y 4£(B) =9, se tendrá: 


FA) +44(B) - HAU B) 
1049-15 


H(AN B) 


luego FAN B) =4. 


Ejemplo 6.49 Si HE(A) =5 y H(AN B) = 3, como A— B y AN B son disjuntos 
y su unión es Á, se tiene: 


HA) = HA B) +3 HAN B) 
luego 


HHA— B) 


FEA) HAN B) 
5-3 


Por lo tanto, ¿(A — B) = 2. 


Ejemplo 6.50 Si BC A, (A) =7 y H(B) = 3, entonces se cumple: 
HAN B)=+4HB) =3 


Por el ejercicio anterior, se tendrá (A— B)=7-—3=4. 


Ejemplo 6.51 Una entidad bancaria realizó una encuesta acerca de la situación 
económica de las familias españolas. Según los resultados de la encuesta, el 30% 
de las familias pagaban un crédito hipotecario, el 40% pagaban un crédito para 
comprar un coche y el 10% pagaban créditos de ambos tipos. ¿Qué porcentaje 
de las familias no pagan ni créditos hipotecarios ni créditos para la compra de un 
coche? 


Por proporcionalidad, basta razonar sobre un universo de 100 familias. Lla- 
memos A al conjunto de familias, entre las 100, que están pagando un crédito 
hipotecario y B al conjunto de familias que pagan un crédito para la compra de 


390 Capítulo 6. La matemática de los conjuntos 


un coche. Según los datos, de cada 100 familias 30 pertenecen a A y 40 perte- 
necen a B, por lo tanto, (A) = 30 y HE(B) = 40. Ahora bien, las familias que 
pagan ambos créditos'a un tiempo constituyen el conjunto intersección AN B, luego 
FE(AN B) = 10. Entonces, las que pagan alguno de los créditos serán 


H(AUB) = FA) +4(B) - HAN B) 
30+40—10 
= 60 


y las que no pagan ninguno de los créditos serán 
FE(AU B)") = JU) — FEA U B) = 100 — 60 = 40 


Por lo tanto, el 40% de las familias no pagan ni créditos hipotecarios ni créditos 
para la compra de un coche. 


Los diagramas de Venn son muy útiles para resolver problemas como 
el del ejemplo anterior, ya que lo reducen al seguro procedimiento de la 
cuenta de la vieja. En definitiva se trata de hallar cuántos elementos hay en 
cada una de las cuatro regiones en que queda dividido el universal por dos 
conjuntos. 

Considérese, otra vez, un conjunto universal de 100 familias. De ellas 
habrá 10 que pagan ambos créditos. En la figura 6.14(a) aparecen las cuatro 
regiones. Puesto que, de las 100 familias, hay 10 que pagan ambos créditos 
se anota 10 en la región (1), ver figura 6.14(b). Ahora, el conjunto A tiene 


(MM 


figura 6.14 cuenta de la vieja con diagramas de Venn 


30 elementos que estarán repartidos entre las regiones (1) y (2), como en 
la región (1) hay 10 elementos en la región (2) habrá 20. Esto se marca 
en el diagrama como muestra la figura 6.14(c). De manera semejante, si el 
conjunto B tiene 40 elementos y de ellos 10 están en la región (1), en la 
región (3) habrá 30 elementos. 
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La solución es evidente. En la unión —las familias que pagan algún 
crédito de estos tipos— hay 20 + 10 + 30 = 60 elementos y, puesto que en 
el total hay 100, el complementario de la unión —las familias que no pagan 
ningún crédito de estos tipos— tiene 100 — 60 = 40 elementos. La respuesta 
es 40 de cada 100, es decir, el 40% de las familias. 


Ejemplo 6.52 Si A y B son dos conjuntos tales que H(A—B)=7, H(B-A)= 2 
y H(AUB)=14, hallar 4(A) y H(B). 

De los datos se sigue directamente el número de elementos que hay en las regio- 
nes (2) = A— B y (3) = B— A. Los marcamos como aparece en la figura 6.15(b). 
Como la unión tiene 14 elementos, en las regiones (1), (2) y (3) hay 14 elementos, 


(c) 
figura 6.15 otra cuenta de la vieja 


puesto que entre (2) y (3) reúnen 9 elementos, en la región (1) habrá 5 elementos 
como muestra la figura 6.15(c). Ahora la solución es inmediata, en el conjunto A 
hay 7 +5 = 12 elementos y en el B hay 542 = 7 elementos. 


Aunque los diagramas de Venn proporcionan un método seguro para 
resolver estas cuestiones referidas al cálculo de cardinales, es conveniente 
acostumbrarse al manejo de las expresiones simbólicas. En el ejemplo que 
sigue, se repite el razonamiento de manera más formal. 


Ejemplo 6.53 Si A y B son dos conjuntos tales que :(A—B) =7, A(B— A) =2 
y HAU B) = 14, hallar 4(A) y 44(B). 
Como 
HAU B) =3HA— B)+3HH(B- A) + HAN B) 


resulta 


HAN B) =H(4U B) — HHA— B) — HH(B— A) 
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luego 
HANB)=14-7-2=5 


Ahora 
HA) = H(A— B) +H(AN B)= 12 
H(B) = H(B- A) + H(ANB)=7 


6.7.3  Acotación de cardinales 


En ocasiones los datos disponibles no son suficientes para calcular con exacti- 
tud el cardinal de cada una de las regiones. A pesar de ello, puede obtenerse 
alguna información. Por ejemplo, si sólo se conoce el cardinal de A y el 
_de B, no es posible calcular con exactitud el cardinal de AU B y el de 
ANB pero pueden acotarse, esto es, puede saberse entre qué valores están 
comprendidos. En efecto, se sabe que 


HAU B) = 44) + 4(B) - HAN B) 
como FAN B) > 0 se tiene 
HAUB)< HA) + HB) 


Si la suma de ¿¿(A) y H4(B) es mayor que el número de elementos del conjunto 
universal, la desigualdad anterior proporciona una información banal, puesto 
que de antemano es sabido que el cardinal de AU B no puede ser mayor que 
el número de elementos total. Pero si la suma de ¿f(A) y HH(B3) es menor 
que el número de elementos del conjunto universal, entonces la desigualdad 
anterior proporciona una información significativa acerca de los elementos 
que hay en AUB. 


Ejemplo 6.54 De una encuesta se desprende que uno de cada cuatro españoles 
es aficionado al fútbol y que uno de cada diez es aficionado al baloncesto. Por 
desgracia no se dispone de datos acerca de cuántos españoles comparten ambas 
aficiones. En estas circunstancias no se puede averiguar con exactitud cuántos 
españoles tienen alguna de las dos aficiones, pero algo sí puede asegurarse: el número 
de españoles que tienen alguna de las dos aficiones no será superior a la suma de los 
aficionados al fútbol y los aficionados al baloncesto. Como, de cada 100 españoles, 
hay 25 aficionados al fútbol y 10 aficionados al baloncesto, puede asegurarse que el 
porcentaje de españoles que tienen alguna de esas aficiones no supera el 35%. 
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Un razonamiento semejante al anterior permite acotar el cardinal de la 
intersección. Puesto que 


HAD B) =H(A) + H4(B) - HAU B) 
y como ¿(AU B) < ¿HU), se tiene 
HAD B) > HA) + HH(B) — HU) 


Si la suma de ¿¿(A) y H(B) es menor que el cardinal de 14, la desigual- 
dad produce una información banal puesto que de antemano sabemos que 
FAN B) > 0. Pero si la suma de (A) y ¿£(B) es mayor que el número de 
elementos del conjunto universal, la desigualdad anterior proporciona infor- 
mación significativa sobre AN B. 


Ejemplo 6.55 Si el 80% de los alumnos de un curso aprueban la asignatura X y 
el 70% aprueba la asignatura Y, de cada 100 alumnos, el conjunto A de aprobados 
en X tiene cardinal 80 y el conjunto B de aprobados en Y tiene cardinal 70, por lo 
tanto 


HADB) > ALA) + HB) — HU) 
= 804+70- 100 


Por lo tanto, al menos el 50% de los alumnos habrán aprobado las dos asignaturas. 


6.7.4 Cálculo de cardinales con tres conjuntos 


Cuando se manejan tres conjuntos, los diagramas de Venn son también útiles 
para calcular cardinales. El procedimiento es semejante al ya visto, con la 
única complicación adicional de emplear ocho regiones en lugar de cuatro. 
Por ejemplo, en una reunión hay 40 personas que hablan alguno de los 
idiomas alemán, español o inglés. Se sabe que 22 hablan alemán, 26 no 
hablan inglés, 30 hablan sólo un idioma, 30 hablan inglés o alemán, 7 hablan 
inglés pero no hablan español y 17 hablan español pero no hablan alemán. 
¿Cuántas personas hablan los tres idiomas?, ¿cuántas personas hablan sólo 
español?, ¿cuántas personas hablan español pero no hablan inglés? 
Llamemos A, B y C, respectivamente, a los conjuntos de personas que 
hablan alemán, español e inglés. Las regiones en que se descompone la 
unión de los tres conjuntos aparecen en la figura 6.16. Se trata de escribir 
los datos en términos de las siete regiones. Para simplificar, se denomina con 
el mismo símbolo a la región y a su cardinal; así, por ejemplo, se escribirá 
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()=ANBNC 
(2) =ANBNC* 
(3) =ANBNC 
(4) =A"NBNC 


(5) =ANB=NC* 
(6) = A*NBNC? 
(7) =ANBNC 


figura 6.16 cálculo de cardinales con tres conjuntos 


(3) para designar al número de elementos de la región (3). El primer dato 
del problema es que la unión de los tres conjuntos tiene 40 elementos, esto 
se traduce en una ecuación que expresa que la suma de los cardinales de las 
regiones (1) a (7) es 40. 


()+ (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) = 40 


Luego, dice el enunciado, 22 personas hablan alemán, esto se traduce en una 
ecuación que indica que la suma de los cardinales de las regiones (1), (2), 
(3) y (5) es igual a 22. 


(1) + (2) + (3) + (5) = 22 
Así sucesivamente, sin más explicaciones, se traducen todos los datos del 


enunciado. El resultado se refleja en la tabla siguiente, donde cada ecuación 
está numerada para facilitar la explicación posterior. 


40 personas en total (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) =40 [1 
22 hablan alemán (1) + (2) + (3) + (5) = 22 2) 
26 no hablan inglés (2) + (5) + (6) = 26 [3] 
30 hablan sólo un idioma — (5)+(6) + (7) = 30 0] 
30 inglés o alemán (1) + (2) + (3) + (4) + (5) + (7) = 30 [5] 
7 inglés pero no español (3) +(7)=7 [6] 
17 alemán pero no español (3) + (5) = 17 [7] 


Al operar así, se convierte un problema de conjuntos en otro algebraico. 

> J » 
puesto que la solución se logra a través de la resolución de un sistema de 
ecuaciones. 
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Para empezar se resta a la ecuación [1] la [5], resulta (6) = 10. Luego, 
se sustituye este valor en cada ecuación y, resulta: 


(1) + (2) + (3) + (4) +(5) + (7) =30 [1] 


(1) + (2) + (3) + (5) = 22 (21 
(2) + (5) = 16 [7 
(5) + (7) = 20 41 
(3) + (7) =7 [5 
(3) + (5) = 17 [61 


Si se suman las ecuaciones [5'] y [6'] se tiene 
2x (3) + (5) + (7) = 24 
pero, de la ecuación [4] se tiene (5) + (7) = 20, luego 
2x(3)=4 


por lo cual (3) = 2. El resto es simple, si se reemplaza el valor de (3) en la 
ecuación [5/] se tiene (7) = 5, y si se reemplaza en [6'), resulta (5) = 15. De 
[3] se tiene ahora (2) = 1. Si se sustituye en [2], se obtiene (1) = 4 y, por 
último, al sustituir en [1] se obtiene (4) = 3. 

Los cardinales de cada una de las regiones están calculados, tal como 
aparece en la figura 6.17, ahora puede responderse a cualquier pregunta 


hablan los tres idiomas = (1) =4 
hablan sólo español = (6) = 10 
hablan español pero no inglés = (2) + (6) = 11 


figura 6.17 los cardinales ya calculados 


referida a un conjunto que se exprese como unión de las regiones, por ejemplo: 


personas que hablan los tres idiomas = (1) = 4 
personas que hablan sólo español = (6) = 10 
personas que hablan español pero no inglés = (2) + (6) = 11 
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Como ocurría con los cálculos acerca de dos conjuntos, puede suceder que 
no se disponga de datos suficientes para calcular los cardinales de las siete 
regiones y que, sin embargo, sea posible responder a algunas preguntas. El 
ejemplo que sigue muestra un caso. 


Ejemplo 6.56 A una reunión asisten 50 personas que hablan alguno de los idiomas: 
alemán, español e inglés. Si 45 personas hablan el alemán, 30 personas hablan el 
español, 20 personas hablan el inglés y 10 personas hablan los tres idiomas, ¿cuántas 
personas hablan dos idiomas? 


Se planten las ecuaciones en términos de los cardinales de las siete regiones, 


Hay 50 personas — (1)+(2)+(3) +(4) +(5) +(6) + (7) =50. [1] 
45 hablan alemán — (1) + (2) +(3) + (5) = 45 (2] 
30 hablan español (1) + (2) + (4) + (6) = 30 (8] 
20 hablan inglés — (1) + (3) + (4) + (7) = 20 [4] 
10 hablan los tres (1)= 10 [5] 


No debe olvidarse que el problema no consiste en resolver el sistema, sino en calcular 
(2) + (3) + (4). Por ello, no es preciso calcular el número de elementos que hay en 
cada región. Basta con encontrar 2 = (2) + (3) + (4). 


Si se suman las ecuaciones [2], [3] y [4], resulta: 
3 x (1) + 22 + (5) + (6) + (7) = 45 +30 +20 = 95 
pero, de la ecuación [1] se tiene: 
(5) +(6) + (7) =50—2-(1) 


luego 
3x (1)+224+50-2-(1)=2x (1) +2+50= 95 


Puesto que (1) = 10, resultará 
3x (1) +22+50-2-(1)=20+2+50= 95 


es decir: 
z=95-20-50=25 


Luego 25 personas hablan dos idiomas. 


Ejercicios 


6.20 Si A y B son dos conjuntos tales que J£(4) = 25, ¿£(B) = 20 y H(AUB) = 40, 
hallar (AN B). 
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6.21 Si A y B son dos conjuntos tales que ¿¿(A) = 5 y (BN A") = 4, hallar 
HAU B). 


6.22 Si A y B son dos conjuntos tales que H(AN B)=2 y FE(AU B) = 18, hallar 
F((A— B)U(B—A)). 


6.23 Si t(A) =4(B) y H(AUB) = 34(ANB), probar que J(A—B) = H(ANB). 


6.24 En una reunión entre españoles e ingleses hay 50 personas, naturalmente 
cada uno de ellos habla su lengua. En total, 30 personas hablan español y 35 
hablan inglés. Además, 10 ingleses hablan español, ¿Cuántos españoles hablan 
inglés? 


6.25 En una reunión entre españoles e ingleses hay 50 personas, naturalmente 
cada uno de ellos habla su lengua. En total, 10 personas no hablan español y 15 no 
hablan inglés. ¿Cuántas personas hablan los dos idiomas? 


Cuestiones de repaso 


6.1 Dos conjuntos son iguales si: 
a) Todos los elementos de uno pertenecen al otro. 
b) Tienen el mismo número de elementos. 


c) Tienen los mismos elementos. 


6.2 Si AC B se cumple: 


a) AUB=A 
b) ANB=A 
e) B"=A 


6.3 Dos conjuntos son disjuntos si y solo si: 
a) Tienen algún elemento distinto. 
b) Tienen distinto número de elementos. 


c) No tienen elementos comunes, 


6.4 Si ANB"=0Q se cumple: 
a) Todo elemento de A pertenece a B. 
b) Todo elemento de B pertenece a A. 
c) A y B no tienen elementos comunes. 
6.5 Si AC BUC, se cumple: 
a) (BUC)'C A" 
b) ACBÓACC 
c) APC(BUC)* 
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6.6 ¿(AN B) siempre es: 
a) Menor o igual que ¿£(A). 
b) Menor que ¿(AU B). 
c) Menor que ¿(A). 
6.7 La igualdad (A) — HA — B) = FE(AN B) es cierta: 
a) Siempre. 
b) Sólo cuando B = 0. 


c) Únicamente si A y B son disjuntos. 


6.8 El cardinal de la intersección de dos conjuntos ¿£(A N B) es igual a: 
a) HA) -4(B) 
D) HA) + HB) — HAU B) 
e) H(AUB) 34) — H4(B) 
6.9 Si (A) =9 y H(A— B) = 5, entonces ¿(AN B) es igual a: 
a) 4 
b) 14 
c) Faltan datos para calcularlo. 
6.10 El conjunto P((1,2,3)) tiene: 
a) Siete elementos. 
b) Ocho elementos. 


c) Ningún elemento porque está formado por subconjuntos. 


6.11 El conjunto de partes del conjunto (a, b,c, d) tiene: 
a) Cuatro elementos. 
b) Ocho elementos. 


c) Dieciseis elementos. 


6.12 El conjunto A = P((0, 1,2)) cumple: 
a) 0€A 
b) 0€A 
e) HA) =3 


Cuestiones de repaso 
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6.13 Si A y B son conjuntos disjuntos, se cumple: 


a) AtUB*=U 
b) ANB=U 
c) ATUB*=0 
6.14 El conjunto (A — B)U(A — B*) es igual a: 
a) 0 
b) A 


e) El conjunto universal Y 


6.15 Si AMB = ( siempre se cumple que: 


a) A=0 
b) AUB=A 
ce) A-B=A 


6.16 Si ANB= A, siempre se cumple que: 
a) A=B 
b) ACB 
e) ATC B* 
6.17 A*NB" cumple: 
a) Está contenido en A“ y en B*. 
b) Está contenido en ANB. 
c) Está contenido en A“, pero no en B*. 
6.18 El conjunto (A*)" es igual a: 
a) A 
0 
El conjunto universal 4. 
6.19 Sit(A) =6 , (B)=4, (AN B) =2, entonces FEA U B) es igual a: 
a) 10 
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6.20 Si Jt(A) =5 y H(AN B) =2, entonces E(A — B) es igual a: 
a) 4 
b) 3 


c) Faltan datos para calcularlo. 


6.21 Si (AUB)=6 y H(AN B) = 4), entonces ¿E(A) + H(B) es igual a: 
a) 10 
b) 2 


c) Faltan datos para calcularlo. 


6.22 Si A y B son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se cumple: 


a) ac A" 
b) aEB-A O 
c) a€EA-B 


6.23 Si (AU B)=10, (AN B)=5 y H(A) =6, entonces ¿£(B) es igual a: 
a) 9 
b) 10 


c) Faltan datos para calcularlo. 


6.24 Si ¿¿(A) es mayor que ¿¿(B), se cumplirá que: 
a) BCA 
b) ANB=B 
e) ATAB0 


6.25 (A*UB“)" es el conjunto de los elementos que: 
a) pertenecen a A ó pertenecen a B. 
b) pertenecen a A y pertenecen a B. 


c) pertenecen a Aóa B. 
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6.26 Si A es el conjunto de los números naturales múltiplos de 2, B el conjunto de 
los múltiplos de 3, y C el conjunto de los múltiplos de 6, se cumple: 


a) C=AUB 
b) AUBCC 
e) ANB=C 
6.27 Si el 8% de los españoles han estudiado una carrera de grado superior y el 


6% una carrera de grado medio, el porcentaje de españoles que han estudiado una 
carrera de grado superior o medio cumple: 


a) Es igual al 14% 

b) No supera el 14% 

c) Es igual al 2% 
6.28 Si el 75% de los españoles leen periódicos y el 45% leen libros, el porcentaje 
de españoles que leen periódicos y libros cumple: 

a) Es igual al 35% 

b) Es inferior al 20% 

c) Es, al menos, del 20% 
6.29 Si el 75% de los españoles leen periódicos y el 45% leen libros, el porcentaje 
de españoles que ni leen periódicos ni leen libros cumple: 

a) No supera el 25% 

b) Es, al menos, del 20% 

c) Es, al menos, del 55% 


6.30 Si ¿E(A) =9 y FE(A— B) =09, entonces: 
a) HANB)=9 
b) H(AUB)=09 
c) A y B son disjuntos. 


6.31 Si (A) =9 y H(AU B) = 12, entonces siempre se cumple: 
a) (B)=3 
b) 4(B)>3 
c) $(B) 23 
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6.32 Si A y B son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se cumple: 


a) A=B* 
b) AUB=ANB G) 
e) ANB=0 


4 


6.33 Si el 95% de los españoles han visto el mar y el 15% han visto amanecer en 
la montaña, el porcentaje de españoles que han visto amanecer en la montaña y no 
han visto el mar cumple: 


a) Es superior al 5% 
b) No supera el 5% 
c) Es, al menos, del 10% 


6.34 Si la señorita Alegre pasa el 80% de su jornada laboral sonriendo y el 50% 
hablando, el porcentaje de su jornada en que habla y sonríe a un tiempo cumple: 


a) No supera el 30% 
b) Es, al menos, del 30% 
c) No supera el 20% 


6.35 Si A es el conjunto que aparece representado en la figura, se cumple: 


a)agA 
b) ce A 
c) LEA 


6.36 Si el 45% de los españoles usan gafas y el 5% llevan peluquín, el porcentaje 
de españoles que usan gafas y no llevan peluquín cumple: 


a) No supera el 5% 
b) No supera el 45% 
e) Es superior al 95% 
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6.37 Si A y B son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se cumple: 


a) ac At B" 2 
b) E BAS 0 
€) ac ArNBS 


u 


6.38 Si ¿E(A) =8 y FE(B) = 5, entonces H(A U B) es igual a: 
a) 13 
b) 3 


c) Faltan datos para calcularlo. 


6.39 Si (A) =10 y H(B) = 6, entonces HE(AN B) es igual a: 
a) 16 
b) 4 


e) Faltan datos para calcularlo. 


6.40 En el conjunto de los números naturales consideremos los subconjuntos: A de 
los múltiplos de 4, B de los números pares y C de los múltiplos de 12. Se verifica: 


a) BCACC 
b) ACBCC 
ce) CCACB 


6.41 En el conjunto de los números naturales, si A es el subconjunto de los múltiplos 
de 5; B el subconjunto de los números cuya última cifra es 5 y Ces subconjunto 
de los números cuyas dos últimas cifras son 25, se verifica: 


a) CCBCA 
b) CCACB 
e) BCCCA 
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6.42 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) C*CB* 


b) BC A" 
e) AFCC* 


6.43 Si A* C B, siempre se cumple que: 


a) A-BX0 
b) BECA 
c) B-A 40 


6.44 Si A?NB 0, se cumple que: 
a) Todos los elementos de A pertenecen a B. 
b) Todos los elementos de B pertenecen a A. 


c) Hay elementos de B que no pertenecen a Á. 


6.45 Si B— AC B* se cumple: 
a) BCA 
b) B=0 
c) Es imposible. 


6.46 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) BCANC 
b) (BNC)ICA 
e) BUCCA 


6.47 Si A y B son conjuntos, siempre se cumple que: 
a) H(A— B) <A) 
D) H(A— B) > H(A) 
c) H(A— B)<H(ANB) 
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6.48 ¿EAU B) siempre es: 
a) Mayor o igual que ¿¿(A). 
b) Mayor que HH(B). 
c) Mayor que ¿(AN B). 


6.49 Si (AUB)=15, H(A) = 12 y H(B) =5, entonces H(AN B) es igual a: 
a) 0 
b) 2 


c) Faltan datos para calcularlo. 


6.50 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) CC(ANB) 
b) C*C(AUB) 
e) CEC(ANB) 


6.51 Si (A— B)' = B, siempre se cumple que: 
a) BCA 
b) ACB 
ce) B"=A 


6.52 Si A*UB = (, siempre se cumple que: 


a) ACB 
b) A=0 
e) B=0 


6.53 Si A— B HQ siempre se cumple que: 
a) Algún elemento de B no pertenece a A. 
b) Todo elemento de A no pertenece a B. 


c) Algún elemento de A no pertenece a B. 
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6.54 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) CC(ANB") O) 
b) CC(ANB) 40») 
e) CC(ATNB*) 
u 
6.55 Si dos conjuntos A y B verifican A* 4 B“, siempre se cumple que: 
a) (A-B)U(B-A)H0 
b) ANB=0 
c) A y B tienen todos sus elementos distintos. 
6.56 El conjunto (A — B) — B es igual a: 
a) ANB 
b)0 
ce) ANB* 
6.57 El conjunto A*U B* es igual a: 
a) (AUB)" 
b) (AN B)* 
c) (A"NB)U(ANB") 


6.58 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) (AtUB")CC* (o) 
b) (4*UB)CC* 60») 
c) (AUB)CC* 0 


6.59 Si AUB= A, siempre se cumple que: 
a) A=B 
b) ACB 
e) ATCB 
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6.60 Si ANB= A", siempre se cumple que: 


a) A=B 
b) A=0 
c)B=0 


6.61 Si A— B" = A, siempre se cumple que: 
a) B es el conjunto universal 14. 
b) ACB 
c) B-A=B 


6.62 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) (BUC) CA" A 


b) A*C(BUC) EJ) 
e) (BNO) CA 
u 


6.63 Si el 75% de las personas opinan que la lógica es divertida y el 80% opinan 
que las matemáticas son apasionantes, el porcentaje de personas que opinan que la 
lógica no es divertida ni las matemáticas apasionantes será: 


a) Menor o igual que el 20% 
b) Mayor que el 5% 
e) Mayor que el 20% 


6.64 En una empresa de Estocolmo hay 120 empleadas. El 80% son rubias y el 
60% tienen los ojos azules. Entonces se puede asegurar que: 


a) Al menos hay 48 empleadas rubias con los ojos azules. 
b) Como mucho hay 20 empleadas rubias con los ojos azules. 


c) Al menos hay 40 empleadas rubias con los ojos azules. 
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6.65 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) A*CB* () 

b) BcC* O 

E) CCA (c) 
u 


6.66 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a) ANBNC=0 - 
b) AABNAC=0 G (16 
e) ANBNC*=0 


6.67 En el conjunto de los números naturales, consideramos los subconjuntos: A de 
los números pares, B de los números múltiplos de 10, y C' de los números múltiplos 
de 5. Se cumple: 


a) ANCCB 
b) AUBCC 
ce) CCAUB 


6.68 El conjunto de las partes de A tiene 32 elementos, entonces: 
a) HA)=5 
D) H(A) = 2? 


c) Es imposible. 


6.69 FEP(A)) es igual a: 
a) 2%(A) 
b) H(4) 
c) PA) 
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6.70 Si A, B y C son los conjuntos que aparecen representados en la figura, se 
cumple: 


a olO 
b) (AUB)CC* (5 


e) A*C(AUB) 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 6.1 Como 


_ 4410420 _ -446 
A A 


Las soluciones de la ecuación 2? + 4 — 5 = 0 son —5 y 1. Por lo tanto 
B=(-5,1) 

Como los conjuntos B, C, H tienen los mismos elementos, resulta 
B=C=HáH 


Por otra parte, los números naturales impares menores que 10 son: 1,3, 5, 
7 y 9. Por lo tanto 
D = (1,3,5,7,9) 


Así, los conjuntos D y E tienen los mismos elementos. Luego 
D=E 


De manera semejante, los números primos menores que 10 son: 2, 3, 5 y 7. 
Luego 
F =(2,3,5,7) 


Resulta así que F, A y G tienen los mismos elementos. Luego 
F=A=G 
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Obsérvese que el orden en que se escriba la lista de los elementos de un 
conjunto no cambia su naturaleza. Tan sólo importa la composición de la 
lista. 


Ejercicio 6.2 El conjunto B no es subconjunto de A porque el elemento d no 
pertenece a A. El conjunto C' es subconjunto de A porque todos los elementos 
de C (c y a) pertenecen a A. El conjunto D es subconjunto de A porque 
todos los elementos de D pertenecen a A. El conjunto E es subconjunto 
de A porque todos los elementos de E pertenecen a A. Todavía más, D 
y A tienen los mismos elementos, luego son iguales. El conjunto F' no es 
subconjunto de A porque el elemento d de F no pertenece a A. El conjunto 
G es subconjunto de A porque todos los elementos de G pertenecen a A. 


Ejercicio 6.3 Conviene formar de manera ordenada todos los subconjuntos 
de A; A contiene: 

un subconjunto de O elementos Y 

4 subconjuntos de un elemento (2), (y), (u), (v) 

6 subconjuntos de 2 elementos — (2, y), (2,u), (2,v), [y,u), [y, v), Lu, v) 

4 subconjuntos de 3 elementos (2,y,u), (z, y, v), (2, u,v), [y, u, 

un subconjunto de 4 elementos  (z,y,u,v) 


Por lo tanto: 


P(A) = (0,(2), (y), (u), (vo), (z, y), (2, u), (z, 0), 
(y, u), (y,v), Lu, v), (2, y, u), 
(z,y,v), (z,u,v), (y,u, v), A) 


Una comprobación elemental que evita muchos errores: debe haber 2* = 16 
subconjuntos. En efecto, 14+44+6+4+1= 16. 


Ejercicio 6.4 El conjunto AM B tiene como elementos los comunes a los 
conjuntos A y B; esto es, los números naturales que son, a un tiempo, 
múltiplos de 2 y múltiplos de 3. Por lo tanto, AN B es el conjunto de los 
múltiplos de 6. 

AN B= (múltiplos de 6) 
El conjunto AU B tiene como elementos los que pertenecen a Á o pertenecen 
a B; esto es, está formado por los números que son múltiplos de 2 o múltiplos 
de 3. Por lo tanto 

AU B= (2,3,4,6,8,9,...) 
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Obsérvese que los elementos de la unión pueden pertenecer a los dos conjun- 
tos a un tiempo). 


Ejercicio 6.5 El conjunto AN B está formado por las cartas que son oros 
y caballos. Por lo tanto, AM B = (caballo de oros). 


Ejercicio 6.6 Puesto que todos los números que son múltiplos de 10 también 
lo son de 5, se tiene que los elementos comunes a A y B son todos los de B. 
Por lo tanto, ANB= B. 

De manera semejante, los números que pertenecen a alguno de los con- 
juntos serán todos los de A; por lo tanto, AUB=A. 


Ejercicio 6.7 El complementario de las cartas que son oros, respecto del 
universo de las cartas de la baraja española, son las cartas que no son oros; 
es decir, los bastos, las copas y las espadas. 


Ejercicio 6.8 Como AUBUC = AU(BUC) y AC(BUC), por la sexta 
propiedad de la unión, se tiene AUBUC=BUC. 
Ejercicio 6.9 Por la segunda propiedad distributiva, se tiene 
(AUB)N(AUC)=AUV(BNC) 
Ahora bien, como A es un subconjunto de BNC (AC (BNC)), se tiene 
(4AUB)N(AUC)=AUL(BNC)=BNC 


puesto que todos los elementos de A pertenecen a BN C. 


Ejercicio 6.10 Por la segunda ley de Morgan, se tiene 
(AN(BUC) = ATU(BUC) 
A su vez, por la primera ley, se tiene 


(BUC)) =BNC* 
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luego 
(AN(BUC)"=A“U (5 nc”) 


Por último, de la segunda propiedad distributiva, se sigue (AN (BUC))* = 
(A5U B)N(A“UCS). 


Ejercicio 6.11 Por la primera propiedad distributiva, se tiene 
(ANB)U(ANC)=AN(BUC) 


Como A es un subconjunto de BUC, la intersección de A con BUC es igual 
a A; AN(BUC)=A. 


Ejercicio 6.12 El conjunto C está contenido en la parte común a los con- 
juntos A y B; es decir, C C(AN B). 


Ejercicio 6.13 El conjunto B de los múltiplos de 4 tiene elementos comunes 
con el conjunto C de los múltiplos de 6; por ejemplo, 12, 24, ... Además, 
ambos conjuntos están contenidos en el conjunto A de los números pares. El 
diagrama de Venn de esta relación es el que aparece en la figura 6.18. 


Ed) 


figura 6.18 solución del ejercicio 6.13 


Ejercicio 6.14 El conjunto A de los múltiplos de 2 y el B de los múltiplos 
de 3 tienen elementos comunes; por ejemplo, 6, 12, 18, etc. Sin embargo, no 
todos los múltiplos de 2 son múltiplos de 3 y, al revés, no todos los múltiplos 
de 3 son múltiplos de 2. Por otra parte, todos los múltiplos de 6 son múltiplos 
de 2 y de 3, luego el conjunto C está contenido en la intersección de A y B. 
La figura 6.19 muestra el diagrama de Venn correspondiente. 
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u 


figura 6.19 conjuntos del ejercicio 6.14 


Ejercicio 6.15 El diagrama de Venn será: 


Ed») 


figura 6.20 conjuntos del ejercicio 6.15 


Ejercicio 6.16 Todos los días que sale la máquina quitanieves, está nevando; 
luego 
CCB 


Todos los días que nieva, hace frío; luego 
BCA 


En resumen, CC BC A. Por lo tanto, el diagrama de Venn que representa 
esta relación aparece representado en la figura 6.21. 


figura 6.21 conjuntos del ejercicio 6.18 
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Ejercicio 6.17 El conjunto C no tiene ningún elemento en común con A ni 
con B. Por lo tanto, CN(AU B)=0. 


Ejercicio 6.18 Es un caso análogo al anterior. Ninguno de los elementos 
del conjunto C pertenece a Ao a B. Por lo tanto, CN(AUB)=0. 


figura 6.22 conjuntos del ejercicio 6.18 


Ejercicio 6.19 El conjunto Y de todas las declaraciones de renta está divi- 
dido en dos partes: A el conjunto de las declaraciones positivas y B = A* de 
las declaraciones negativas. El conjunto C' tiene elementos en común tanto 


con Á como con B, 


figura 6.23 figura del ejercicio 6.19 


Ejercicio 6.20 Los datos del problema permiten plantear tres ecuaciones: 


H(A) = 25 (1) + (2) = 25 10) 
H(AUB)=40 (1)+(2)+(3)=40 [2] 
H(B)=20 — (1)+(3)=20 fl 


Si se resta a la segunda ecuación la primera, se tiene (3) = 15. Al sustituir 
este valor en la tercera, se obtiene (1) = 20 — 15 = 5 (ver figura 6.24). Sin 
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(a) (0) (c) 


figura 6.24 


el auxilio de los diagramas de Venn, se puede razonar: puesto que 


(AU B) =H(A) + H(B) - HAN B) 


se tendrá 
(AD B) = HA) + HB) - HAU B) 
luego H(AN B) = 204 25-40=5. 


Ejercicio 6.21 Como 
AUB=AU(BNA") 
y los conjuntos A y BN AS son disjuntos, resulta 
HAU B)= HA) +H(BNAS) 


Por lo cual 
H(AUB)=9 


También puede razonarse a partir de los diagramas de Venn. 
Como BN AS es la región (3), los datos del problema se traducen en las 


ecuaciones: 
FA) =5 (1M+(0)=5 (1) 
HBNAS)=4 (3)=4 [2 
Se quiere calcular 


z = [AU B)= (1) + (2) +(3) 


basta sumar las dos ecuaciones [1] y [2] para obtener: x =5+44=9. 
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(2) + (3) = 18- 2 


(b) 
figura 6.25 
Ejercicio 6.22 Por medio de los diagramas de Venn, fácilmente se observa 
que el conjunto cuyo cardinal se quiere hallar —(A — B)U(B — A)— es 
la unión de las regiones (2) y (3). Puesto que entre las tres regiones hay 
18 elementos y en la región (1) hay 2, entre (2) y (3) tendrán 18 — 2 = 16 


elementos. 
De un modo más formal se razonaría: el cardinal de la unión es igual a 


H(AUB) =H(A— B)+H(B-A)+ ¿HAN B) 
pero A— B y B— A son conjuntos disjuntos, luego 

H(A— BJU(B-A)) = H(A— B)+H(B- A) 
por lo tanto 

HAUB)=3(A— B)U(B—A)) + HAN B) 
y H((A-B)U(B-A))=H(AUB)-H(ANB)=18-2=16. 


Ejercicio 6.23 Como 
HAUB) =H(A) + H(B) - HAN B) 
y H(AUB)=3H(AN B) y H(A) = 4(B), se tiene: 
3H(AN B) = 2(A) - FAN B) 
es decir, 2£(A N B) = ¿E(A). Por otra parte, se tiene: 
FA) = H(A— B)+ ¿HAN B) 
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luego 
LEAN B) = HAB) + HAN B) 
Por lo tanto, se cumple ¿(AN B) = HA — B). 


Ejercicio 6.24 Por lo que se refiere a la nacionalidad, las personas de la 
reunión o son españoles o son ingleses, esto se representa en el diagrama, 
ver figura 6.26, mediante una línea que divide en dos el espacio universal. 
Supongamos que el lado de la izquierda representa a los españoles y el de 
la derecha a los ingleses Respecto de los idiomas que habla cada uno, todos 
los ingleses hablan inglés y también algún grupo de españoles, este grupo se 
ha señalado como un subconjunto del conjunto de los españoles. Otro tanto 
pasa con el español: habrá un subconjunto de ingleses que hablen español. 
El conjunto universal ha quedado dividido en cuatro regiones que hemos 


(1) 


(1)=españoles que sólo hablan español 
(2)=españoles que hablan inglés 
(3)=ingleses que sólo hablan inglés 
(4)=ingleses que hablan español 


(3) 


figura 6.26 


llamado (1), (2), (3) y (4). La interpretación de estas regiones aparece en la 
leyenda de la figura 6.26. 

Ahora, puesto que hay 10 ingleses que hablan español, en la región (4) 
debe marcarse 10. Por otra parte, como hay 30 personas que hablan español, 
la suma de los elementos de (1), (2) y (4) será 30, pero entonces en la 
región (3) debe haber 20 elementos, se marca y, como hay 35 personas que 
hablan inglés, en la región (2) habrá 5 y en la (1) habrá 15. La respuesta es 
inmediata: hay 5 españoles que hablan inglés. 


Ejercicio 6.25 Si E es el conjunto de personas que hablan español, e / es 
el conjunto de personas que hablan inglés, se tiene: 


H(EUI)=50 
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puesto que hay 50 personas en total. Por otra parte, como hay 10 que no 
hablan español, se tiene: 
H(I—-E)=10 


De manera semejante, resulta: 
HE-I)=15 
Ahora bien, se tiene: 
HEUI) = HE 1) 441 EJ+ AE NI) 
luego 


H(ENI) 


HEDI)-H(E—=1)- HI E) 
50-15-10 


esto es, hay 25 personas que hablan los dos idiomas. 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 6.1 La respuesta correcta es c. Dos conjuntos son iguales si tienen 
los mismos elementos. 


Cuestión 6.2 La respuesta correcta es b. Si A es un subconjunto de B, la 
intersección de A y B será igual a A. Obsérvese que si A C B, entonces 
AUB=B. 


Cuestión 6.3 La respuesta correcta es c. Dos conjuntos que no tienen 
elementos comunes se denominan disjuntos. Dos conjuntos son disjuntos si 
ANB=J. 


Cuestión 6.4 La respuesta correcta es a. Si AM B* = 0, ningún elemento 
de A pertenece a B“; es decir, no hay elementos de A que no pertenezcan a 
B. Por lo tanto, A C B y todos los elementos de A pertenecen a B. 
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Cuestión 6.5 La respuesta correcta es a. Si todos los elementos de A 
pertenecen a B UC, los elementos que no pertenecen a BUC no pueden 
pertenecer a A. Obsérvese que la respuesta b no es cierta: A puede estar 
contenido en la unión de B y C sin estar contenido en ninguno de los dos 
conjuntos. 


Cuestión 6.6 La respuesta correcta es a. El número de elementos de la 
intersección no puede ser mayor que el número de elementos de cualquiera 
de los conjuntos que se intersecan. Por lo tanto, (AN B) < ¿E(4). 


Cuestión 6.7 La respuesta correcta es a. Los conjuntos A— B y ANB son 
disjuntos y su unión es igual a A. Por lo tanto, siempre se cumple 

HA B)+ HAD B) =3HA) 
por lo cual, siempre se cumple que (A) — HH(A— B) = F(AN B). 


Cuestión 6.8 La respuesta correcta es b. Puesto que 
HAU B) = H(A) + H(B) - ¿HAN B) 
se tiene (AN B) = H(4) + H(B) - HAU B). 


Cuestión 6.9 La respuesta correcta es a. Como (ver la cuestión 6.7) 
RCA) = HA — B)4+ FAN B) 
resulta H(ANB)=9-5=4. 


Cuestión 6.10 La respuesta correcta es b. El conjunto de las partes de un 
conjunto de tres elementos tiene 2? = 8 elementos. 


Cuestión 6.11 La respuesta correcta es c. El conjunto de las partes de un 
conjunto de cuatro elementos tiene 2* = 16 elementos. 


Cuestión 6.12 La respuesta correcta es b. El conjunto vacío es un elemento 
de cualquier conjunto de las partes. 
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Cuestión 6.13 La respuesta correcta es a. Si A y B son disjuntos, se cumple 
AN B=0. Por lo tanto, 
(ANB)=Uu 


luego AU B*=(ANB)=1U. 


Cuestión 6.14 La respuesta correcta es b. Los elementos de A pueden 
clasificarse en dos grupos: los que pertenecen a B y los que no pertenecen 
a B. Desde luego, cualquier elemento de A pertenece a una de estas dos 
categorías. Esa clasificación está contenida en la expresión 


(A— B)U(A- B*) 


porque A— B son los elementos de A que no pertenecen a B y A— B' son 
los elementos de A que pertenecen a B. Según lo razonado será (A — B)U 
(A-B")=A. 


Cuestión 6.15 La respuesta correcta es c. Si AMB = 0, entonces A y B 
no tienen ningún elemento en común; por lo tanto, A— B=A. 


Cuestión 6.16 La respuesta correcta es b. Si AMB = A, todos los elementos 
de A pertenecen a B (puesto que son comunes). Por lo tanto, A C B. 


Cuestión 6.17 La respuesta correcta es a. La intersección de cualquier par 
de conjuntos está contenida en los conjuntos que se intersecan. Por ello, 
ANBCA Cy AnB CB". 


Cuestión 6.18 La respuesta correcta es a. El conjunto (A4*)" está formado 
por los elementos que no pertenecen a AS, es decir: por los elementos que 
pertenecen a Á. 


Cuestión 6.19 La respuesta correcta es c. Como 
FAUB) =H(A) +4H(B) - ¿HAN B) 


resulta (AU B)=8. 


Soluciones de las cuestiones 425 


Cuestión 6.20 La respuesta correcta es b. Como 
HA— B) =3H(A) - ¿HAN B) 
resulta (A — B) =3. 


Cuestión 6.21 La respuesta correcta es a. Como 
HA) + HB) = HAU B) + ¿AN B) 
se tiene H(A) + (B) = 10. 


Cuestión 6.22 La respuesta correcta es c. De la figura se desprende que a 
pertenece al conjunto A y que no pertenece a B. Por lo tanto, a € A— B. 


Cuestión 6.23 La respuesta correcta es a. Como 
HAUB)+ HAN B) - HA) = H(B) 
se tiene ¿H(B) = 9. 


Cuestión 6.24 La respuesta correcta es c. Si el número de elementos de A es 
mayor que el número de elementos de B, con seguridad hay algún elemento 
que pertenece a Á y no pertenece a B. Por lo tanto, A“ no puede ser igual 
a B“. Obsérvese que si ¿E(A) > ¿¿(B), no puede asegurarse que B sea un 
subconjunto de A, ya que los elementos de B no tienen porqué pertenecer a 
A. 


Cuestión 6.25 La respuesta correcta es bh. Por las leyes de Morgan se tiene 
(AU BS) =(AJ)N(B)=ANB 

Luego (A*U B*)* es el conjunto de los elementos que pertenecen a A y a B. 

Cuestión 6.26 La respuesta correcta es c. Si un número es múltiplo de 6, 


será múltiplo de 2 y de 3 al mismo tiempo. Recíprocamente, todo número 
múltiplo de 2 y de 3 es múltiplo de 6. Por lo tanto, ANB=C. 
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Cuestión 6.27 La respuesta correcta es b. Como 


HAU B)< HA) + 4H(B) 


se tiene que el porcentaje de españoles que han estudiado una carrera supe- 
rior o una de grado medio no supera el 14%. 


Cuestión 6.28 La respuesta correcta es c. Como 


HAD B) > H(4) + H(B) - HU) 


el porcentaje de españoles que leen libros y periódicos es, al menos, del 
(75 + 45 — 100)% = 20%. 


Cuestión 6.29 La respuesta correcta es a. Según el enunciado, el 25% de 
los españoles no leen periódicos y el 55% no leen libros, luego, el porcentaje 
de españoles que no leen libros ni periódicos no puede superar el 25%. 


Cuestión 6.30 La respuesta correcta es c. Si H(A) = HE(A — B), todos 
los elementos de A no pertenecen a B, luego A y B no tienen elementos en 
común y son disjuntos. 


Cuestión 6.31 La respuesta correcta es e. Como 


HA) + HB) > HAU B) 


se tiene 
(B) > H(AUB) - HA) 
Por lo tanto, H¿(B) > 3. 


Cuestión 6.32 La respuesta correcta es c. La figura muestra dos conjuntos 
que no tienen elementos en común —disjuntos—, por lo tanto, AN B =0. 


Cuestión 6.33 La respuesta correcta es b. El porcentaje de españoles que no 
han visto el mar es igual al 5%. Por lo tanto, el porcentaje de españoles que 
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han visto amanecer en la montaña y no han visto el mar no puede superar 
el 5%. 


Cuestión 6.34 La respuesta correcta es b. El porcentaje de su jornada en 
que habla y sonríe es, al menos, del (80 + 50 — 100)% = 30%. 


Cuestión 6.35 La respuesta correcta es c. Según el diagrama de la figura, 
ac A CcgAybEaA. 


Cuestión 6.36 La respuesta correcta es b. Puesto que el 45% usan gafas y 
el 95% no usan peluquín, al menos el 40% usan gafas y no usan peluquín y, 
a lo más, el 45% usan gafas y no usan peluquín. 


Cuestión 6.37 La respuesta correcta es c. Según el diagrama, a no perte- 
nece a Á y a no pertenece a B. Luego pertenece a A" y a B* y, por lo tanto, 
a la intersección de ambos. 


Cuestión 6.38 La respuesta correcta es c. Como 
HAU B) = (A) + H(B) - HAN B) 
es preciso conocer ¿(A M B) para calcular el número de elementos de la 
intersección, 
Cuestión 6.39 La respuesta correcta es c. Como 
HAN B) = (A) + H(B) - H(AU B) 
es preciso conocer HE(A U B) para calcular el número de elementos de la 


unión. 


Cuestión 6.40 La respuesta correcta es c. Todo número múltiplo de 12 
es múltiplo de 4, luego C C A. Todo número múltiplo de 4 es par, luego 
ACB. Por lo tanto, CCACB. 
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Cuestión 6.41 La respuesta correcta es a. Todo número cuyas dos últimas 
cifras son 25 termina en 5, luego CC B. Todo número que termina en 5 es 
múltiplo de 5, luego B C A. Por lo tanto, CCBCA. 


Cuestión 6.42 La respuesta correcta es c. Como C está contenido en 
A, todos los elementos que no pertenecen a A no pertenecen a C. Luego 
AFCOE 


Cuestión 6.43 La respuesta correcta es b. Si A* C B, los elementos que no 
pertenecen a B tienen, forzosamente, que pertenecer a A. Luego B* C A. 


Cuestión 6.44 La respuesta correcta es c. Si A9N B A Q, habrá elementos 
que no pertenecerán a A y sí pertenecerán a B. 


Cuestión 6.45 La respuesta correcta es a. No puede haber elementos que 
pertenezcan, simultáneamente, a B-A y a B“, ya que si pertenecen a B—A, 
pertenecen a B y, si pertenecen a B*, no pertenecen a B. Por lo tanto, si 
B- ACB", necesariamente B-A=0y BC A. 


Cuestión 6.46 La respuesta correcta es c. Según el diagrama, tanto B 
como C están contenidos en A. Luego BUC C A. 


Cuestión 6.47 La respuesta correcta es a. El número de elementos de la 
diferencia A— B no puede superar al número de elementos de A. Por lo 
tanto, H(A— B) < FA). 


Cuestión 6.48 La respuesta correcta es a. El número de elementos de la 
unión siempre es mayor o igual que el número de elementos de cualquiera de 
los conjuntos que se unen. Obsérvese que no tiene porqué ser mayor (puede 
ser igual). 


Cuestión 6.49 La respuesta correcta es b. Como 


FAN B) = HA) +H(B) - H(AU B) 
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se tiene que (AN B) =2. 


Cuestión 6.50 La respuesta correcta es a. Según el diagrama, el conjunto 
C está contenido en la intersección de ambos conjuntos. Por lo tanto, C C 
(ANB). 


Cuestión 6.51 La respuesta correcta es c. Si (A— B)" = B, entonces 
A-B=B". Luego ANB=0y A= B. 


Cuestión 6.52 La respuesta correcta es c. Si la unión de dos conjuntos no 
tiene elementos, cada uno de los conjuntos es vacío. Por lo tanto, A* =f y 
B=/. 


Cuestión 6.53 La respuesta correcta es c. Si A— B no es vacío, algún 
elemento de A no pertenece a B. 


Cuestión 6.54 La respuesta correcta es c. Según el diagrama, C está 
contenido en el complementario de A y en el complementario de B. Por 
lo tanto, CC (A*N BS). 


Cuestión 6.55 La respuesta correcta es a. Si A* 4 B“, algún elemento de 
AS no pertenece a B* y AN B AQ, o algún elemento de B* no pertenece a 
A“ y ANB AH 0. Luego (A— BJU(B—A)H0. 


Cuestión 6.56 La respuesta correcta es c. El conjunto (A— B)-— B es igual 
a A-— B. Luego es igual a AN B". 


Cuestión 6.57 La respuesta correcta es b. Por las leyes de Morgan, se tiene 
ACUB"=(ANBY. 


Cuestión 6.58 La respuesta correcta es c. Según el diagrama, el conjunto 
A está contenido en el complementario de C y el conjunto B también está 
contenido en el complementario de C. Por lo tanto, AUB C C*. 
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Cuestión 6.59 La respuesta correcta es c. Si AUB = A, todos los elementos 
de B pertenecen a A. Luego los elementos que no pertenecen a Á no pueden 
pertenecer a B. Por lo tanto, se cumple A* C BS. 


Cuestión 6.60 La respuesta correcta es c. Si AMB = A“, necesariamente 
A*=0. Luego A=U y B=0. 


Cuestión 6.61 La respuesta correcta es b. Si A-B"= A, no hay elementos 
de B* que pertenezcan a A. Por lo tanto, A está contenido en B. 


Cuestión 6.62 La respuesta correcta es b. Según el diagrama, el comple- 
mentario de A está contenido en el complementario de B y en el complemen- 
tario de C, luego está contenido en la intersección de esos complementarios 
que, por las leyes de Morgan, es (BUC)". 


Cuestión 6.63 La respuesta correcta es a. Del enunciado se sigue que el 25% 
de las personas opinan que la lógica no es divertida y que el 20% opinan que 
las matemáticas no son apasionantes. Luego a lo más el 20% de las personas 
pueden opinar ambas cosas a un tiempo. 


Cuestión 6.64 La respuesta correcta es a. Puesto que hay 96 empleadas 
rubias y 72 empleadas con los ojos azules, al menos habrá 96+72— 120 = 48 
empleadas rubias de ojos azules. 


Cuestión 6.65 La respuesta correcta es b, Según el diagrama, el conjunto 
B no tiene elementos comunes con C y, por lo tanto, está contenido en su 
complementario. 


Cuestión 6.66 La respuesta correcta es a. Según el diagrama, no hay 
elementos comunes a los tres conjuntos, luego ANBNC =0. 


Cuestión 6.67 La respuesta correcta es a. Si un número es par y es múltiplo 
de 5, es múltiplo de 10. Por lo tanto, ANC C B. 
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Cuestión 6.68 La respuesta correcta es a. Como el conjunto de las partes 
de un conjunto A tiene 2*(4) elementos, si el conjunto de las partes tiene 
32 = 2% elementos, A tendrá 5 elementos. 


Cuestión 6.69 La respuesta correcta es c. El conjunto de las partes de un 
conjunto A tiene 2*(4) elementos. 


Cuestión 6.70 La respuesta correcta es b. Según el diagrama, el conjunto 
A y el conjunto B están contenidos en C*, luego su unión también lo está. 


Capítulo 7 


Aplicaciones y funciones 


7.1 Introducción 


Uno de los problemas principales de cualquier disciplina científica es el estu- 
dio de las transformaciones. Por ejemplo, los físicos estudian las leyes que 
rigen el movimiento de los cuerpos. El movimiento debe entenderse como 
una transformación de la posición, es un pasar de estar aquí para estar allá: 
un cambio del lugar que ocupa el cuerpo. Los biólogos estudian el desa- 
rrollo —la transformación— de los embriones en seres completos, también 
estudian la evolución —el cambio— de los ecosistemas. Los historiadores y 
sociólogos estudian las transformaciones de las sociedades. Los psicólogos 
la modificación —cambio, transformación— de la conducta de las personas. 
Los economistas estudian la influencia de los tipos de interés en la actividad 
económica; si el Banco de España sube el tipo de interés, habrá una trans- 
formación del funcionamiento de la economía nacional, porque las personas 
y las empresas modificarán sus decisiones. Como se ve, los ejemplos serían 
innumerables. 

Como se ha señalado, la palabra transformación indica cambio. Unas ve- 
ces el alcance de ese cambio puede ser precisado con gran exactitud; se puede 
estar seguro de cuál será el resultado final, como ocurre con el movimiento de 
un planeta o con una reacción química. Otras veces no puede precisarse con 
total exactitud a qué nuevo estado conduce la transformación, como sucede 
en la economía cuando el Banco de España baja el tipo de interés. 

En Matemáticas, también hay un concepto que significa transformación 
o cambio. Es el concepto de aplicación o función, que se estudia en este 
capítulo. Las aplicaciones pretenden ser un modelo, un patrón, que sintetice 
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lo que tienen en común muchas transformaciones de otras ciencias. 


7.2 ¡Cuál es la esencia de una transformación? 


¿Qué sucede si se exponen al sol, durante cierto tiempo, una película fo- 
tográfica virgen y una esponja húmeda?, la película se velará y la esponja 
se secará. Este simple e intrascendente experimento muestra claramente la 
esencia del concepto de transformación. 

Una transformación convierte objetos de una clase en objetos de otra 
clase. La exposición al sol convierte la película fotográfica virgen en velada 
y la esponja húmeda en seca. Si se quiere explicar cómo actúa la transfor- 
mación “ezposición al sol” sobre estos objetos, se tiene la tentación de decir 
que convierte el conjunto de objetos 


A = (película virgen, esponja húmeda) 


en el conjunto 
B = (película velada, esponja seca) 


Pero se comprende que no basta esa descripción para determinar completa- 
mente la transformación. No basta con saber cuál es el conjunto de objetos 
sobre el que actúa la transformación y el conjunto que resulta. Si se procede 
así, sólo se sabrá qué objetos había antes y qué objetos hay después, pero 
resultará imposible averiguar en qué se transforma cada uno de los objetos 
originales. Por lo tanto, la esencia de una transformación, lo que permite 
describirla sin ambigiiedad, es una conjunción de dos informaciones: la com- 
posición de los estados inicial y final —dos conjuntos— y una descripción 
que permita saber en qué objetos se convierte cada uno de los objetos del 
estado inicial. Todo eso puede hacerse, de manera muy expresiva, mediante 
una gráfica. Por ejemplo, para describir la transformación “exposición al 
sol”, puede dibujarse el esquema: 


exposición al sol 
película virgen — película velada 
esponja húmeda — esponja seca 


que describe el cambio de cada uno de los objetos que se tenían. 


Ejemplo 7.1 Una transformación que se realiza a diario es conectar un aparato 
eléctrico a la red. Si se dispone de una bombilla, una radio y un ventilador, puede 
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describirse así: 


conectar 
bombilla apagada _— bombilla encendida 
radio apagada — radio encendida 


ventilador parado — ventilador en movimiento 


Ejemplo 7.2 El funcionamiento de un commutador eléctrico se describe mediante 
la más simple de las transformaciones. El circuito puede estar conectado o des- 
conectado. Si el circuito está desconectado y se pulsa el conmutador, el circuito 
se conecta; si el circuito está conectado y se pulsa el commutador, el circuito se 
desconecta. Este funcionamiento puede describirse mediante el esquema: 


pulsar el commutador 
circuito conectado — circuito desconectado 
circuito desconectado = circuito conectado 


El circuito sólo presenta dos estados: conectado o desconectado. La descripción 
consiste en especificar a qué estado final se llega a partir de cada estado inicial. 
Más brevemente, si se simboliza por 0 el estado circuito desconectado y por l el es- 
tado circuito conectado, la transformación que supone pulsar el commutador puede 
representarse por: 
pulsar el commutador 
— 1 


1 — 0 


Esta transformación, la más sencilla, tiene una importancia crucial en el mundo de 
los computadores, como se explicará en el capítulo 12. 


Ejemplo 7.3 El movimiento de cualquier cuerpo también puede ser descrito con el 
procedimiento establecido. En esencia, “conocer” el movimiento es saber dónde se 
encuentra el cuerpo en cada instante. Si se imagina un coche que parte del kilómetro 
0 de una carretera y circula durante una hora y media a una velocidad constante 
de 60 Km/h, a la media hora se encontrará en el kilómetro 60 x 0.5 = 30, una hora 
después de la salida estará en el kilómetro 60 x 1 = 60 y, tras hora y media de viaje, 
estará en el kilómetro 60 x 1.5 = 90. Una descripción, que puede servir para ciertos 
fines, de “lo que ha hecho” el coche puede ser: 


tiempo posición 
30 minutos — km. 30 
60 minutos — km. 60 
90 minutos — km. 90 


Si interesa conocer con mayor precisión el movimiento, puede indicarse dónde se 
encuentra el móvil en los instantes intermedios; por ejemplo, dónde se encuentra en 
cada minuto del transcurso del viaje. En el primer minuto habrá recorrido 60 x 5 = 
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1 kilómetro; en el segundo minuto 60 x 2 = 2 kilómetros, así sucesivamente. Todos 
estos cálculos se pueden resumir en el esquema: 


tiempo en minutos 1 2 3 4 5 . 9 
1434 y 1 
posición en km. 1.2.3.4 5 90 


que muestra la posición del vehículo en cada minuto del viaje. Resulta evidente que 
esta descripción puede hacerse tan precisa como se quiera. 


Ejemplo 7.4 Otras veces, interesa considerar transformaciones en las que un ob- 
jeto puede convertirse en uno o en varios. Por ejemplo, el diagrama de la figura 7.1 
puede interpretarse como el plano de una red de distribución de gas, donde los 
círculos representan a los consumidores, los recuadros a los depósitos de gas y las 
líneas rectas a las tuberías. Si se considera que la transformación consiste en “levar 


0) Lo] 


po 0 


figura 7.1 red de distribución de gas 


el gas desde un depósito a un consumidor”, entonces desde el depósito A se puede 
llevar al consumidor Co al B y desde el depósito D sólo se puede llevar a E. Esta 
transformación puede representarse de manera gráfica por medio del diagrama de 
la figura 7.2, que recoge la información acerca de los consumidores que están conec- 
tados con cada depósito. En esta transformación un objeto puede ser convertido 


figura 7.2 una transformación múltiple 


en varios: un cargamento de gas situado en un depósito puede ser enviado a varios 
consumidores diferentes. 
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En la transformación pulsar el commutador, a partir de cada estado previo del 
circuito, el efecto está determinado de manera única. En la transformación enviar 
el gas el efecto no está determinado de manera única, sino que puede ser uno entre 
varios. 


Esta clase de redes y transformaciones aparecen con frecuencia en muchos de 
los problemas prácticos que estudia una especialidad de la Matemática denominada 
Investigación operativa. Por ejemplo, el problema de llevar el gas desde distintos 
depósitos hasta los consumidores de manera que el coste sea mínimo. 


En resumen, se entiende por transformación un cambio de estados u 
objetos en otros, de suerte que cada estado u objeto inicial se convierte en 
otro estado u objeto por la acción de la transformación. Para definir una 
transformación es preciso indicar los estados u objetos iniciales (que hay 
antes de la transformación), los estados u objetos finales (que hay después 
de la transformación), e indicar a dónde puede conducir la transformación, 
cuando se aplica a cada uno de los estados u objetos iniciales. 


7.3 El concepto de aplicación 


7.3.1 Primeras nociones 


En Matemáticas, se reserva el nombre de aplicaciones a una clase especial de 
transformaciones. Se entiende por aplicación una transformación que con- 
vierte los elementos de un conjunto —el conjunto inicial, conjunto original 
o dominio— en elementos de otro conjunto —el conjunto final—, de modo 
que cada elemento del conjunto inicial se transforma en uno del final. Las 
aplicaciones se suelen designar por las letras f, g, h, o sus mayúsculas. Si A 
representa al conjunto inicial y B al conjunto final, se acostumbra represen- 
tar una aplicación f por 
f:ArB 


o bien por 


AS=B 


Para que la aplicación esté plenamente definida es preciso indicar en qué 
elemento del conjunto final se convierte cada elemento del conjunto inicial. 
Esto se puede conseguir mediante diagramas semejantes a los ya empleados. 
Por ejemplo, si A y B son los conjuntos 


A= (1,2,3,4), B= (2,4,6,8) 
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y la transformación consiste en multiplicar por 2 cada número del conjunto 
inicial, se tendrá la aplicación f: A - B, definida por el diagrama: 


En este diagrama, la fila superior indica los elementos del conjunto inicial, 
la fila inferior los elementos del conjunto final y las flechas señalan el trans- 
formado de cada elemento del conjunto inicial. Por ejemplo, en la aplicación 
anterior, el elemento 1 se aplica o se transforma en 2, 3 se transforma en 6, 
etc. También se acostumbra a decir que 2 es la imagen de 1 por la aplicación 
o que 1 es una preimagen de 2. Otra expresión frecuente es decir que a 1 le 
corresponde 2 y que a 4 le corresponde 8. 


Una aplicación entre dos conjuntos A y B es una transformación 
o una regla que convierte cada elemento del conjunto inicial A un 
único elemento del conjunto final B. 


Ejemplo 7.5 Si A y B son los conjuntos 
A= (a,b,c,d), B=(1,2,3,4,5) 
y f es la transformación definida por el diagrama: 


ab d 
Ff y 4 
12 


oo 


1 

4 5 

entonces f es una aplicación, ya que cada elemento del conjunto inicial A tiene una 
y sólo una imagen. Obsérvese que el elemento 5 del conjunto final no es el trans- 
formado de ningún elemento del conjunto inicial. En esta aplicación, al elemento a 
le corresponde el elemento 1, el elemento b es preimagen de 2, el transformado de d 
es 4, la imagen de c es 3 y 5 no tiene ninguna preimagen. 


Ejemplo 7.6 La transformación “sumar 1”, que convierte cada número natural z 
en z +1, puede describirse mediante el esquema: 

1234 

2 dd 

12345 


es una aplicación, puesto que todo número tiene un transformado y solamente uno. 
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Ejemplo 7.7 La transformación que asocia a cada expresión decimal de un número 
natural la expresión en base dos del mismo número es una aplicación. 
1 2 3 4 5 
FU 1 
1 (10)2 (11) (100), (101) 


Cada expresión decimal se corresponde con una y solamente una binaria. 


Otro método gráfico para definir aplicaciones consiste en emplear diagra- 
mas como el que aparece en la figura 7.3. La representación es fácilmente 


f 
l- :Q 
2 “bh 
3- .C 
4- «d 
A B 


figura 7.3 una aplicación f: A => B 


comprensible. Los conjuntos inicial y final se han representado mediante 
recuadros (la forma es intrascendente) y las flechas señalan el transformado 
de cada uno de los elementos del conjunto original. 

Por ejemplo, la aplicación de la figura 7.3 transforma 1 en b, 2 en a, 3 
en c y 4 en c. El elemento d del conjunto final no tiene ninguna preimagen 
—no es el transformado de ningún elemento de A—, a pesar de lo cual la 
transformación es aplicación puesto que todos los elementos de A tienen 
imagen y solamente una imagen. 

No cuesta mucho comprender que este tipo de diagramas sólo son útiles 
cuando el número de elementos de los conjuntos que intervienen es pequeño, 
en otro caso, la figura puede convertirse en una maraña de flechas. Por 
ello, es preciso disponer de una definición exclusivamente simbólica. La 
convención que se adopta es dar una lista con las imágenes de cada elemento 
del conjunto inicial. Se acostumbra a representar la imagen de un elemento, 
por ejemplo 1, con el símbolo f(1). Así, para la aplicación f de la figura 7.3, 
se tienen 

[0 =b, f(Q)=a, f(3)=0, f(4)=0 
Esta serie de igualdades constituye otro modo de definir la aplicación sin 
recurrir a diagramas. 
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figura 7.4 otra aplicación f: A+ B 


Ejemplo 7.8 La transformación que aparece en la figura 7.4 es aplicación, puesto 
que cada uno de los elementos del conjunto inicial A tiene una única imagen. Con 
símbolos, la aplicación f: A B se define mediante la lista: 


F1)=b f(3)=b 
F0)=a fl4)=0 


Con palabras, b es la imagen de 1 y de 3, a es la imagen de 2 y c es la imagen de 4. 
Ejemplo 7.9 Si A y B son los conjuntos 

A=(a,b,c,d), B=(0,1) 
y f:Ar- B es la transformación definida mediante la lista: 


F(a) = f(c) =0 
F(0) = f(d) =1 


entonces f es aplicación: cada elemento del conjunto inicial tiene una única imagen. 


Ejemplo 7.10 La transformación descrita por el diagrama de la figura 7.5 no es 
aplicación, puesto que el elemento c del conjunto inicial tiene dos imágenes. 


Ejemplo 7.11 La transformación descrita por el diagrama de la figura 7.6 no es 
aplicación. En efecto, el elemento 3 del conjunto inicial no tiene imagen. 


7.3.2 Imagen e imagen inversa de un subconjunto 


La noción de imagen de un elemento, establecida en el apartado anterior, 
se extiende a los subconjuntos del conjunto inicial. Si f:A => B es una 
aplicación de A en B y C es un subconjunto de A, se denomina imagen del 
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figura 7.6 una transformación que no es aplicación 


subconjunto C al conjunto de las imágenes de los elementos de C. La imagen 
de C se representa por f(C). 


KC) =1f2); z € C) 


Conviene tener presente que la imagen de un elemento a del conjunto ini- 
cial es un elemento, f(a), del conjunto final, mientras que la imagen de un 
subconjunto C del conjunto inicial es un subconjunto, f(C'), del conjunto 
final. 


Ejemplo 7.12 En la aplicación definida por el diagrama de la figura 7.4, la imagen 
del subconjunto C = (1,2,3) es igual a 


F(C) = (a,b) 


puesto que la imagen de 1 y de 3 es b y la imagen de 2 es a. De manera semejante, 
la imagen del subconjunto D = (3,4) es igual al subconjunto (b,c) del conjunto 
final. 
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Ejemplo 7.13 Si A y B son los conjuntos: 


f:Ar- B es la aplicación definida por la lista: 


10=] 10)=3 10) 


" 
1 


1)=7 16)=; 


y C= (1,3,5), entonces la imagen de C es igual a: 


111 
10)= (533) 
puesto que la imagen de 1 es 1, la imagen de 3 es 1/3 y la imagen de 5 es 1/5. 


Como se ha señalado, si f(1) = u, se dice que x es una preimagen de 
u. Obsérvese que se dice una preimagen, ya que no se puede descartar que 
haya otros elementos de A que se transformen en u. 

Se define la imagen inversa o imagen recíproca de un subconjunto D del 
conjunto final B, como el subconjunto de A formado por las preimágenes 
de los elementos de D. Es decir, el conjunto de los elementos de A que se 
transforman en elementos de D. La imagen inversa de D se representa por 
F7UD) y se define 


SD) = (los x pertenecientes a A, tales que f(x) € D) 


Por ejemplo, si f:A = B es la aplicación definida por el diagrama de la 
figura 7.7, se tendrá que la imagen inversa del subconjunto C = (a,b) de B 
es igual a: 
FC) = (1,2,3) 

puesto que 1 se transforma en b € C, 2 se transforma en a € C, 3 se 
transforma en b € C, y los restantes elementos de A se transforman en 
elementos que no pertenecen a C. De manera análoga, si D = (c) y E = 
(b,c), se cumplen: 


F(D)=4(4), F7(E)=(1,3,4) 


Naturalmente, la imagen inversa del conjunto final siempre es el conjunto 
inicial, puesto que en una aplicación todos los elementos del conjunto inicial 
tienen una imagen. Esto es, f71((B)= A. 
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figura 7.7 


Ejemplo 7.14 Puede ocurrir que algún elemento del conjunto final no tenga 
preimágenes en A. Por consiguiente, la imagen inversa de algún subconjunto de B 
puede ser el conjunto vacío. Así ocurre, en la aplicación definida por el diagrama 


figura 7.8 f7'((4)) =0 
de la figura 7.8, con el subconjunto C = (4). Como 4 no tiene ninguna preimagen 
en A, se tendrá f-1(C) =0. 
Ejercicios 
7.1 Si A y B son los conjuntos 


A= (2, y,u,v) 


B= (z,y,u) 


Representar mediante un diagrama la aplicación definida por 


HMo=y  fy=z 
fu=y fu) =u 
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y responder a las preguntas siguientes: ¿con qué elemento de B se corresponde el 
elemento z de A? ¿cuál es la preimagen de u? ¿cuál es la preimagen de 2? ¿cuántas 
preimágenes tiene y? 


figura 7.9 diagrama del ejercicio 7.2 


7.2 Comprobar que la transformación dada por el diagrama de la figura 7.9 es 
aplicación. Definir de manera simbólica la aplicación. Hallar la imagen de a y de 
f. Hallar la preimagen de a. ¿Cuántas preimágenes tiene b? 


7.3 Si A y B son los conjuntos: 
A=(a,b,c,d,e), B=(1,2,3,4) 
y f:Ar- B es la aplicación definida por 
flaj=4  f(0)=2  f(c)=4 
Fd)=2  f(e)=1 
Hallar la imagen inversa del conjunto C = (1,4) y la imagen inversa del conjunto 
D= (3). 


7.4 Analizar si la transformación definida por el diagrama de la figura 7.10 es 
aplicación. En caso afirmativo, responder a las preguntas siguientes: ¿cuánto vale 
f(a)? ¿cuál es la imagen de c? ¿cuál es la imagen del subconjunto C = (a,c)? 
¿cuál es la imagen inversa de D = (1,2)? 


7.5 Analizar si la transformación definida por el diagrama de la figura 7.11 es 
aplicación. 


7.4 Aplicaciones definidas mediante fórmulas 


Si el número de elementos del conjunto inicial de una aplicación es muy 
grande, ninguno de los procedimientos empleados en la sección anterior es 
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figura 7.10 diagrama del ejercicio 7.4 


figura 7.11 diagrama del ejercicio 7.5 


útil para definirla. 
Por ejemplo, si N es el conjunto de los números naturales 


N = (1,2,3,4,...) 


y f:N -» N es la aplicación que transforma cada número natural en su 
doble, el diagrama de la figura 7.12 sugiere cómo está definida pero, desde 
un punto de vista estricto, no la define ya que no se declara de forma explícita 
el transformado de cualquier número. 

Para definir esta aplicación es preferible emplear la fórmula verbal: f 
es la aplicación que “transforma cada número natural en su doble”. De 
esta manera, resulta claro cómo hallar el transformado de cualquier número 
natural: el transformado de 2 es f(2) = 2-2, el transformado de 17 es 
Í(17) = 2-17, etc. La fórmula verbal no indica, uno por uno, cuáles son 
los transformados de los elementos del conjunto inicial, sino que señala una 
regla que permite calcular el transformado de cualquier número del conjunto 
inicial. 
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figura 7.12 la aplicación f(2) = 22 


Ejemplo 7.15 Si A es el conjunto de los nombres de municipos de España: 
A = (Elche, La Coruña, Renera, ....) 
y B es el conjunto de provincias 
B = (Alicante, Burgos, Guadalajara, ....) 


La aplicación f: A => B que hace corresponder a cada municipio la provincia a la 
que pertenece está perfectamente definida mediante esta fórmula verbal, sin que 
haya la menor duda de cómo calcular el transformado de cada municipio. 


En muchas ocasiones, la fórmula verbal puede traducirse fácilmente al 
simbolismo matemático. Así ocurre con la expresión “f es la aplicación 
que transforma un número natural en su doble”; la manera más simple de 
describir esta aplicación consiste en decir: f: N => N es la aplicación tal que 


f(x) =2x, para cada z natural 


La fórmula matemática f(x) = 2z señala el modo de calcular la imagen de 
cada elemento del conjunto inicial. La z que aparece en esa fórmula no es 
ninguno, en particular, de los elementos del conjunto inicial. Es una letra 
que se emplea de manera semejante a las incógnitas de las ecuaciones, ya 
que puede ser reemplazada por cualquier número. Con palabras sencillas, 
puede decirse que la expresión: 


f(x) =2x, para cada z natural 
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significa que si se quiere calcular la imagen de un número, basta sustituir la 
zx por ese número y hacer la operación. 


Ejemplo 7.16 Si f es la aplicación de N en N dada por f(2) = z +2, para cada 
z natural, la imagen del número 5 es: 

f(5)=5+2=7 
y la imagen de 17 es f(17) = 17+2= 19. La preimagen de 21 es el número z tal 
que f(x) = 21. Como f(2) = 2 +2, debe ser z +2 = 21; luego 7 =21—2= 19. 
Ejemplo 7.17 Si f:N —N es la aplicación dada por f(x) = 2?, para cada z 
natural, la imagen del número 5 es: 

$(5) =5?=25 


y la imagen de 7 es f(7) = 7? = 49. Una preimagen de 121 es un número natural 
z que cumple: 
f(2)=x?=121 


luego la única preimagen de 121 es 11. El número 3 no tiene ninguna preimagen, 
ya que no hay ningún número natural z que cumpla 2? = 3. 


Ejercicios 
7.6 Si f.N +N es la aplicación que hace corresponder a cada número natural su 
triple, hallar la fórmula matemática que la define. 
7.7 Razonar que la transformación de N en N, dada por la fórmula: 
f(2) = 3242, para cada x número natural 
es una aplicación. 
7.8 Si f:N > N es la aplicación definida por f(x) = z*, para cada z número 
natural, hallar la imagen de 4; hallar la preimagen de 27. Si C es el subconjunto 
C = (8,16, 32,64) 
hallar f-1(C). 
7.9 Si f£¿N ->N es la aplicación definida por f(z) =2z + 1, para cada z número 


natural, hallar la imagen del número 5; hallar la preimagen del número 16. Si P es 
el subconjunto de los números pares, hallar f7*(P). 


7.10 Si f: P == I es una aplicación del conjunto P de los números naturales pares 
en el conjunto 7 de los números naturales impares dada por: f(2) = 2x2 + 1, para 
cada z natural par, hallar la imagen de 8; hallar la preimagen de 21. 
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7.5 Tipos de aplicaciones 


Una aplicación f: A —+ B se denomina inyectiva si no hay dos elementos 
del conjunto inicial que tengan la misma imagen. Es decir, cada par de 
elementos distintos del conjunto inicial tienen imágenes distintas. 


Una aplicación f: A -+ B es inyectiva si cada par de elementos 
z, y, 7 A y, del conjunto inicial A tienen imágenes f(x) y f(y) 
distintas, f(2) 4 f(y). 


Ejemplo 7.18 La aplicación f: A => B definida por el diagrama de la figura 7.13, es 
inyectiva. Para comprobarlo, basta observar que no hay dos elementos del conjunto 


figura 7.13 una aplicación inyectiva y sobreyectiva 


inicial que tengan la misma imagen. 


Ejemplo 7.19 La aplicación f:(1,2,3) —= (a,b), definida por F£0)=f(02)=a, 
F(3) = b, no es inyectiva ya que 1 y 2 tienen la misma imagen. 


Ejemplo 7.20 La aplicación definida por el diagrama de la figura 7.14 no es 
inyectiva: los elementos c y d del conjunto inicial tienen la misma imagen. 


Ejemplo 7.21 La aplicación definida por el diagrama de la figura 7.15 es inyectiva: 
no hay dos elementos del conjunto original que tengan la misma imagen. 


Una aplicación f: A+ B se denomina sobreyectiva si todos los elementos 
del conjunto final tienen alguna preimagen. Es decir, si cada elemento del 
conjunto final tiene al menos una preimagen. 
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figura 7.15 una aplicación inyectiva que no es sobreyectiva 


Una aplicación f: A => B es sobreyectiva si para cada elemento y 
del conjunto final B hay algún elemento z del conjunto inicial, tal 
que f(2)= y. 


Ejemplo 7.22 La aplicación definida por el diagrama de la figura 7.13 es sobre- 
yectiva, puesto que todos los elementos del conjunto final tienen alguna preimagen. 


Ejemplo 7.23 La aplicación definida por el diagrama de la figura 7.14 no es so- 
breyectiva, puesto que el elemento d del conjunto final no tiene ninguna preimagen. 


Ejemplo 7.24 La aplicación f: (1,2,3) — (a,b), definida por: 
ND)=f02)=a, f(3)=b 
es sobreyectiva ya que « tiene dos preimágenes (1 y 2) y b tiene una preimagen (3). 


Ejemplo 7.25 La aplicación definida por el diagrama de la figura 7.15 es inyectiva 
pero no es sobreyectiva, puesto que el elemento c del conjunto final no tiene ninguna 
preimagen. 
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Una aplicación que es inyectiva y sobreyectiva a un tiempo, se dice bi- 
yectiva. 


Una aplicación f: A- B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva 
al mismo tiempo. 


Ejemplo 7.26 La aplicación f: (0,1) = (0,1), definida por: 
f(0)=1, f(1)=0 


es inyectiva puesto que f(0) % f(1); también es sobreyectiva, puesto que cada 
elemento del conjunto final tiene alguna preimagen. Por lo tanto, es biyectiva. 


Ejemplo 7.27 La transformación que asocia a cada expresión decimal de un 
número natural la expresión en base dos del mismo número: 


d 2 3 4 5 
Fi y 1 y | 

1 (10)2 (11)2 (100)2 (101) 
es una aplicación biyectiva. En efecto; a cada expresión decimal le corresponde una 
binaria, y a cada binaria una decimal. 


Ejemplo 7.28 En la figura 7.16 aparecen representadas tres aplicaciones f, y y 
h entre distintos conjuntos. La aplicación f es sobreyectiva pero no inyectiva. La 
aplicación y es inyectiva pero no sobreyectiva. La aplicación h es biyectiva. 


figura 7.16 


Como muestran los ejemplos anteriores, no debe pensarse que las aplica- 
ciones que no son inyectivas serán sobreyectivas y, al revés, que las aplicacio- 
nes que no son sobreyectivas serán inyectivas. Todavía más, hay aplicaciones 
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que no son ni inyectivas ni sobreyectivas, en la figura 7.17 se muestra una 
de ellas. 


figura 7.17 una aplicación que no es inyectiva ni sobreyectiva 


Ejercicios 


7.11 Si A = (1,2,3) y B = (a,b,c,d) son dos conjuntos, y f:A => B es la 
aplicación definida por: f(1) =c, f(2) = d, f(3) = a, averiguar si f es inyectiva o 
sobreyectiva. 


7.12 Si A= (1,2,3,4,5) y B= (a,b, c, d) son dos conjuntos, y f: A — B es la 
aplicación definida por: f(1) =c, $(2) = d, f(3) = a, $(4) = a, f(5) = b, averiguar 
si f es inyectiva o sobreyectiva. 


7.13 Si f:N > N es la aplicación que a cada número natural le hace corresponder 
su doble, averiguar si es inyectiva y si es sobreyectiva. 


7.14 Si llamamos Q al conjunto de los números racionales y f:Q + Q es la 
aplicación que a cada número racional le hace corresponder su doble, averigurar si 
es inyectiva y si es sobreyectiva. 


7.15 Si f:Q > Q es la aplicación definida por f(x) = 22 — 1, averigurar si es 
inyectiva y si es sobreyectiva. 
7.6 Composición de aplicaciones 


7.6.1 Introducción 


En ciertas condiciones, las transformaciones pueden aplicarse de manera 
sucesiva. El proceso que transforma el grano de trigo en pan puede ser 
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descompuesto en diversas transformaciones: molienda, tamizado, moldeado, 
cocción, etc. Resulta así, que ciertas transformaciones pueden entenderse 
como el resultado de la aplicación sucesiva de otras, de modo que el resultado 
de una transformación pasa a ser el objeto inicial sobre el que actúa otra. 
Esta idea de encadenamiento de transformaciones da lugar a la operación 
matemática característica de las aplicaciones: la composición. 

Si se consideran dos aplicaciones, f:A => B y g: B > C, tales que el 
conjunto final de f es igual al conjunto inicial de y, tiene sentido preguntarse 
que pasará si f y y operan de manera sucesiva: primero opera f que convierte 
los elementos de A en elementos de B y, luego, opera y sobre los elementos 
de B que produjo f convirtiéndolos en elementos de C, 

Para fijar ideas, si f y g son las aplicaciones definidas en el diagrama de 
la figura 7.18; la aplicación f opera sobre el elemento a del conjunto A y lo 


F 


figura 7.18 


transforma en 2; a continuación, opera y sobre 2 y lo convierte en z. Este 
proceso en dos pasos: 


a 22 
oa a 
eLi%o» 


—3=S3u 


puede entenderse como una única aplicación que convierte el elemento a de 
A en el elemento z de C. Esa nueva transformación, llamémosla h, tendrá 
como conjunto inicial A y como conjunto final C, h: A > C, y estará definida 
por las igualdades 

h(a)=z,  h(b)=x 

h(c)=w,  h(d)=u 


El diagrama (a) de la figura 7.19 representa las transformaciones f y 9 
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concatenadas, mientras que el diagrama (b) representa la transformación 
h:A => C que equivale a la concatenación o composición de ambas. La 


f h 


(b) 


figura 7.19 composición de dos aplicaciones 


aplicación h resume el efecto de aplicar f al conjunto A y, después, aplicar 
y al conjunto B. Por ello, se dice que h es el resultado de componer las 
aplicaciones f y y. Se escribe: 


h=g0f 


y se lee “h es igual a f compuesta con g”. Nótese que se escribe go f, 
colocando a la derecha la aplicación que opera primero. Esta convención es 
muy útil, puesto que si se quiere hallar el transformado de un elemento por 
la aplicación h se calculará: 


h(a) = (go fla) = g(S(a)) = g(2) = 2 


Si se siguen, paso a paso, las igualdades anteriores, se tendrá una buena 
descripción de las transformaciones sucesivas. Por ejemplo, para calcular el 
transformado de a por la composición, h(a) = (go f)(a), primero opera f 
sobre a, transformándolo en 2, 


h(a) = g(f(a)) = y(2) 
y, luego, opera y sobre el resultado de la aplicación f, 
h(a) = y(2)=2 


lo que produce el transformado por h del elemento a. De manera análoga, 
el transformado de b se calcula. 


h(b) = (90 $0) == g(£(0)) = g(4) = 2 
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Debe notarse que el orden en que se componen las aplicaciones es crucial. 
En general, no es lo mismo componer f con g, es decir, operar primero con 
f y luego con g, lo que origina la composición g o f, que componer g con f, 
es decir, operar primero con y y después con f, lo que origina la composición 
fo y. En términos matemáticos, se dice que la composición de aplicaciones 
no es commutativa. También debe notarse que, para que sea posible calcular 
la composición y o f, es preciso que el conjunto final de f coincida con el 
inicial de g; en otro caso no es posible componerlas. 


Ejemplo 7.29 Si A, B y C son los conjuntos: 
A=(0,1), B=(3,4), C= (5,6) 
y f y y son las aplicaciones: f: A B, g: B=+C, definidas por 


F(0)=4, — f(1)=3 
9(3)=5, — yg(4)=6 


la aplicación compuesta h = go f está definida, puesto que el conjunto final de f 
coincide con el inicial de y; además se tienen: 


h(0) = (9 o $)(0) = g(£(0)) = g(4) = 6 


A(1)= (90 (1) =9(£(1)) = 9(3) =5 
Luego h queda definida por h: A == C y h(0) = 6, h(1) = 5. Nótese que, en este 
caso, la aplicación y o f está definida, pero f o g no lo es 


7.6.2 Composición de fórmulas 


Cuando las aplicaciones están definidas mediante una fórmula, la compo- 
sición tiene particular interés. Si f es la aplicación f:N > N, dada por 
f(x) = 2x y y es la aplicación y: N > N definida por g(x) = 2 +1, la 
actuación de cada una de las aplicaciones puede expresarse así: f toma un 
número natural cualquiera z y lo convierte en su doble. De manera gráfica, 
se representa: 
NL N 
z — 2r 
Por otra parte, la aplicación y toma un número natural cualquiera 2 y le 
suma uno: 
2 N 
z — z+1 
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Si opera primero f y luego y, las transformaciones sucesivas que tiene un 
número natural cualquiera z se pueden resumir en: primero f transforma z 
en 2z y, luego, y opera sobre el resultado de esta transformación, es decir, 
sobre 2x, transformándolo en 2z + 1. 


NL, 2% N 
rr — 21 — 2141 


El resultado de la operación sucesiva con estas dos aplicaciones es igual al de 
una única transformación que, directamente, transformase z en 22 +1. Por 
lo tanto, cuando la operación compuesta y o f opera sobre zx, lo transforma 
en 2x + 1. Se tiene así, que la fórmula que define la composición go f es: 


(90 /)(=) =22 +1 


Otra vez, debe observarse que no es igual el resultado de operar primero 
con f y luego con g, que hacerlo primero con y y luego con f. En efecto; 
si primero opera g, transformará un número cualquiera z en z +1. Cuando 
f opere sobre el resultado de g, sobre x + 1, lo convertirá en su doble. En 
resumen, el resultado de ambas transformaciones se puede resumir en el 
gráfico: 

NL NL N 

rt —= 12141 — 241) 


luego (fo g)(x) = 2x + 2. 
Ejemplo 7.30 Si f:N =N y g: N —N son las aplicaciones definidas por: 
Sa)==?, g(2) =32-1 


hallar las fórmulas que definen las composiciones go f y fog. 


El resultado de operar primero con f y después con y se resume en el gráfico: 


N EI «| 
zz — 2 — 322-1 


Obsérvese que f transforma un número en su cuadrado; por lo tanto, cuando opera 
sobre z, lo convierte en z?. Por su parte, y transforma un número en su triple 
menos uno; por lo tanto, cuando opera sobre z? (el resultado de f), lo convierte en 
3x? — 1. En resumen, la transformación compuesta go f transforma un número z 
en 32? — 1; luego (go f)(x) = 32? — 1. 
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De manera semejante, para f o y se tiene: 
NL N LL N 
z — 3-1 — (32-1) 


Luego (f o 9)(z) = (3z — 1)?. 


Ejercicios 


figura 7.20 diagrama del ejercicio 7.16 


7.16 Si f y y son las aplicaciones dadas por el diagrama de la figura 7.20, hallar 
gof. 
7.17 Si f:(a,b,c) > (2, y,2) y g: (2, y, 2) > la, b,c) son las aplicaciones definidas 
por: 

F(a) ==, f(0) =f(c) =y 

g(2)=0c, g(y)=a, g()=b 
hallar go f y fog. 


7.18 Si f:N > N y g: N > N son las aplicaciones definidas por f(x) = (241) 
y g(z)=x=+1, hallar go f y fog. 


7.19 Si f:N > N y g:N -+N son las aplicaciones definidas por f1)=32+1y 
g(=) = (2+ 1), hallar go f y fog. 


7.20 Escribir la aplicación h: N > N dada por: h(x) = 52 + 3 como composición 
de dos aplicaciones. 
7.7 Funciones y gráficas 


En Matemáticas, por tradición, se denominan funciones a las aplicz.ciones 
entre conjuntos numéricos; por ejemplo, entre los conjuntos N, Q y R de 
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los números naturales, racionales o reales, respectivamente. 


La costumbre es hablar de una función de los números del conjunto inicial 
en los números del conjunto final. Así, se dice que la aplicación f:Q + Q 
dada por f(x) = 2? es una función de los números racionales en los números 
racionales, que transforma un número en su cuadrado. 


Ejemplo 7.31 La aplicación f:N + N dada por f(z) = 3z es una función de los 
números naturales en los números naturales, que convierte cada número natural en 
su triple. 


Ejemplo 7.32 La aplicación f: N + R dada por f(x) = /Z es una función de los 
números naturales en los números reales, que convierte cada número natural en su 
raíz cuadrada. 


Las funciones pueden ser representadas geométricamente, de manera se- 
mejante a la de las rectas que se estudiaron en el capítulo 5. El convenio de 
representación gráfica de una función es análogo al de la Geometría analítica 
y aparece descrito en la figura 7.21. Elegidos los ejes coordenados, los valo- 


eje de ordenadas 


10) 


eje de abscisas 
figura 7.21 convenio de representación de las funciones 


res de los números del conjunto inicial se miden en el eje de abscisas. Para 
cada valor habrá una única imagen f(x) que se mide en el eje de ordenadas. 
En la figura 7.21 se ha representado el punto (x, f(2)) correspondiente a la 
imagen de z por f. Si esta representación se repitiera para todos los valores 
zx del conjunto inicial, se obtendría un conjunto de puntos del plano que se 
denomina gráfica de f. 
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La gráfica de una función f es el conjunto de los puntos de coor- 
denadas (x, f(x)), donde x varía sobre el conjunto inicial. 


Por ejemplo, el examen de Matemáticas básicas es un test de 25 cues- 
tiones. Cada cuestión que se responde acertadamente se puntúa 1, en otro 
caso se puntúa 0. La calificación final —una nota entre 0 y 10— se obtiene 
mediante una función que transforma la puntuación obtenida en el test en 
puntuación de 0 a 10. Es decir, una aplicación f del conjunto 


(0,1,2,...,25) 


de posibles puntuaciones del test en el conjunto de números racionales com- 
prendidos entre 0 y 10. Esa aplicación puede considerarse definida por la 
tabla: 


aciertos calificación aciertos calificación 


0 0.00 13 4.33 
1 0.33 14 4.66 
2 0.66 15 5.00 
3 1.00 16 5.50 
4 1.33 17 6.00 
5 1.66 18 6.50 
6 2.00 19 7.00 
7 2.33 20 7.50 
8 2.66 21 8.00 
9 3.00 22 8.50 
10 3.33 23 9.00 
1 3.66 24 9.50 
12 4.00 25 10.00 


La tabla muestra la equivalencia del número de aciertos obtenidos en 
el test con la calificación que se le asigna. Con otras palabras, sirve para 
transformar el número de aciertos en la calificación medida en puntos, con 
una escala de 0 a 10. 

La gráfica de esta función es el conjunto de puntos del plano que tienen 
las coordenadas: 


£(0, F(0)), (1, £(1)), «.., (25, £(25))) 


tal como aparece en la figura 7.22. 
En esa misma figura se ilustra el sentido de la representación. Si por 
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calificación 19 1 " t e 
8 ON 
6 ON 
a 0 7015,/(15) =5) 
2 a 
0 .. 1 L >) 1 
0 5 10 15 20 25 


puntos obtenidos en el test 


figura 7.22 la función que transforma el número de aciertos en calificaciones 


el punto (15,0) del eje de abscisas se levanta una perpendicular al eje de 
abscisas hasta cortar a la gráfica, el punto en que dicha perpendicular corta 
a la gráfica tendrá coordenadas (15, f(15)). Esto es, la altura de la perpen- 
dicular será igual a f(15): la calificación correspondiente a 15 aciertos en el 
test. 

Recíprocamente, si por el punto (0,5) del eje de ordenadas se traza una 
paralela al eje de abscisas, hasta cortar a la gráfica, la longitud de la paralela 
es la preimagen de 5; es decir, el número de aciertos que es preciso obtener 
para lograr la calificación de 5. 

De manera semejante, a partir de la gráfica, podría calcularse la imagen 
de cualquier otro valor del número de aciertos (calificación), y la preima- 
gen de cualquier calificación (número de aciertos requeridos para lograr esa 
calificación). 


7.7.1 Gráficas de funciones lineales 


Supongamos que se quiere representar la gráfica de la función f:R => R, 
definida por: 
fa) =22-1 


para ello se calculan las coordenadas de una una serie de puntos; por ejemplo, 
si se da a la x los valores —2.5, —2.25, —2.00, ..., 2.50, se tendrán los 
valores de la función que aparecen en la tabla 7.1. A partir de esos valores, 
se obtienen las coordenadas, (-2.5, 6.0), (—2.25, 5.5), etc., de 21 puntos 
que pertenecen a la gráfica. 
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1(2.50)=-6.0 f(-1.25)=-3.5 f(0.00)=-1.0 /(1.25)= 1.5 
3.0 f(0.25) =-0.5 /(1.50)=2.0 
2.5  $(0.50)=0.0 /(1.75)=2.5 
2.0  f(0.75)=0.5 f(2.00)=3.0 
15  f(1.00)=1.0 /(2.25)= 3.5 

(2.50) = 4.0 


= 40 
S(-1.50) = -4.0 


tabla 7.1 algunos valores de la función f(x) =2x— 1 


Si se representan estos valores, con el convenio que se ha indicado ante- 
riormente, se tendrá una representación como la de la figura 7.23. Nótese 


4 7 7 > 
eje y a" 

2 ¿o e | 

op +” 

D . eje x 
-2 27 Ñ a 
4 A al 
—6 ea 1 E 1 

3 -2 -1 0 1 2 3 


figura 7.23 algunos puntos de la gráfica de f(x) = 22 — 1, para x real 


que, para hacer más clara la representación, las escalas del eje x y del eje y 
se han señalado al margen, en lugar de señalarlas en los ejes. 

Ahora bien, los puntos marcados en el diagrama de la figura 7.23 son 
parte de la gráfica de la función f(x) =2x — 1, pero no son toda la gráfica. 
Evidentemente, resulta imposible representar toda la gráfica. Pero, puede 
lograrse una idea bastante aproximada y precisa de su apariencia, si se ima- 
gina que todos los valores de f(x), para —3 < z < 3, han sido calculados y 
representados. 

Si tal cosa fuera posible, se obtendría una imagen como la que se repre- 
senta en la figura 7.24. Se llega así, a un resultado que era de esperar: la 
gráfica de cualquier función lineal f(x) = az + b es una recta. 

El razonamiento anterior permite una nueva interpretación de las rectas 
de la Geometría analítica, que se estudió en la capítulo 5. Una recta de 
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figura 7.24 la gráfica de f(x) = 2x2 — 1 


ecuación 
y=ar+b 


puede interpretarse como la gráfica de la función f: R => R que transforma 
cada número real x en az + b; es decir, que viene dada por la fórmula: 
f(2)=ar+b 
Como 
F(0)=b 


la ordenada en el origen b de la recta se interpreta, ahora, como la imagen 
de 0 por la función. Por otra parte, se tiene: 


HD) F(0)= 24 1)-f(2)=4 


luego la pendiente a de la recta se interpreta como el crecimiento (o decre- 
cimiento si es negativa) por unidad de z. 


Ejemplo 7.33 Supongamos un producto que pueda comprarse a granel; por ejem- 
plo, el gasóleo de calefacción. La cantidad pagada por una compra es proporcional a 
la cantidad comprada. En efecto, si un litro de gasóleo vale 39 pesetas y se compran 
z litros, el precio de la compra es 39 - x. La función lineal: 


f(2) = 397 


transforma cantidades de gasóleo compradas (2) en cantidades de pesetas pagadas 
(397). 
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Obsérvese que se cumple: 
$(1) — $(0) =39 
En general, se tiene: 
f(2+1)- f(z) = 39(2 + 1) — 397 = 39 


En resumen, la pendiente de la recta, 39, es el precio que hay que pagar por comprar 
una unidad de volumen (litro) de gasóleo. 


La ordenada en el origen de la recta f(x) = 39z es 0, es decir, f(0) = 0. Lo que 
significa que si no se compra nada, no hay que pagar nada. 


Ejemplo 7.34 Otros consumos domésticos, como el gas y la electricidad, son 
también funciones lineales de la cantidad consumida. Sin embargo, a diferencia del 
gasóleo del ejemplo anterior, tienen un coste fijo que se paga aunque no se consuma 
nada. Esta característica se traduce en que la ordenada en el origen, f(0), es distinta 
de 0. 


Por ejemplo, el abonado a una compañía eléctrica paga, cada dos meses, una 
cantidad fija por el suministro, más una cantidad variable proporcional a la cantidad 
de kilowatios consumidos durante ese periodo. 


Supongamos que la cantidad fija sea de 2430 pesetas, y que el precio del kilowatio 
sea de 13.93 pesetas. Entonces, por un consumo de z kilowatios se pagarán: 


f(z) = 13.937 + 2430 


Aquí, como los consumos no pueden ser negativos, sólo tiene sentido considerar los 
valores de z que cumplen z > 0, y lo natural es considerar la función definida sobre 
el conjunto R* de los números reales no negativos o bien, si se considera que no se 
miden fracciones de kilowatio, sobre el conjunto N U (0) de los números naturales 
más el cero. 


En el primer caso, si se supone que el consumo x puede tomar cualquier valor 
real mayor que cero, la gráfica de la función aparece representada en la figura 7.25. 
Nótese la interpretación de los coeficientes de la recta. La ordenada en el origen 
2430 es la imagen de 0: el coste fijo, que se paga aunque no se haya consumido 
nada. La pendiente de la recta 13.93 es el coste por unidad consumida, en este caso 
el kilowatio. 

Si por un punto z,, cualquiera, se levanta una perpendicular hasta cortar a la 
recta, la longitud de esa perpendicular es igual a la cantidad a pagar cuando se han 
consumido 7, kilowatios. Por ejemplo, si 2, = 200, la altura de la perpendicular es 
igual a: 

$(200) = 13.93 - 200 + 2430 = 5216 


que es la cantidad a pagar por haber consumido 200 kilowatios. 
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kilowatios consumidos 


figura 7.25 gráfica del coste de la electricidad 


7.7.2 Gráficas de funciones no lineales 


Si la función a representar no es lineal, dibujar una gráfica precisa, por el 
procedimiento de calcular puntos, puede llevar más tiempo o, incluso, exigir 
ciertos métodos matemáticos que están fuera de los límites de este curso. 


Nos conformaremos con mostrar la gráfica de alguna función sencilla. 


Por ejemplo, si R*+ es el conjunto de los números reales no negativos: 


R* = (números z reales tales que z > 0) 


y R es el conjunto de todos los números reales, puede considerarse la función 


f:R+ > R dada por: 


Ja) = vz 


Esta función transforma cada número real positivo x, x > 0, en su raíz 


cuadrada. 


Para imaginar la “forma” de la gráfica, se comienza por calcular algunos 
puntos. Con la ayuda de la calculadora no es muy complicado. Por ejemplo, 
la raíz cuadrada de los números 0, 0.5, 1, 1.5, ..., 15, aparece representada 
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en la tabla: 


7.5 


ET 7 (y 
n 
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eee 
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E Y E 1 A 


figura 7.26 algunos puntos de la gráfica de f(x) = 2!/? 


puntos de la gráfica: (0,0), (0.5,0.70), ..., (15, 3.87). 

Basta representar los puntos correspondientes a las coordenadas anterio- 
res, para obtener el diagrama de la figura 7.26, que ya deja entrever cuál 
será la gráfica de la función. 

Ahora, si se supone que se han calculado los valores de f(x) para los 
infinitos puntos z que hay entre 0 y 16, y que se han dibujado los puntos 
correspondientes de la gráfica, se tendrá el dibujo de la figura 7.27. 


7.7.3 Puntos de corte de dos gráficas 


Los cálculos con ecuaciones, que se estudiaron en los primeros capítulos, 
pueden también reinterpretarse en términos de funciohes. Por ejemplo, el 
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figura 7.27 la gráfica de f(2) = 2!/? 


problema de resolver la ecuación 
12—-50+6=0 
equivale a encontrar los valores de x tales que la función 


F(z) 


cumple f(x) = 0; es decir, los puntos de la gráfica de f que tienen coordena- 
das (2,0). Esto, geométricamente, significa que están situados sobre el eje 
de abscisas. 

La figura 7.28 muestra la gráfica de f y la situación de los dos puntos en 
cuestión. Si se resuelve la ecuación 2? — 5x + 6 = 0, por el método de las 
ecuaciones de segundo grado, se tiene: 


ENZO 
A 


225046 


es decir, las soluciones son: 
21,=2, y 12=3 


Estas soluciones tienen una interpretación en términos de funciones: 2 y 
3 son las preimágenes de 0; esto es, los únicos valores de z que cumplen 
f(x) = 0, y tienen, también, una interpretación geométrica en términos de 
la gráfica de f: 2 y 3 son las abscisas de los puntos en los que la gráfica de 
la función corta al eje de abscisas. 
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figura 7.28 la gráfica de f(1) =x?—51+6 


Ejemplo 7.35 Si f(x) es la función f:R => R definida por: 
f2)=2*-52:+10 


el problema de calcular las preimágenes de 4, es decir, los valores de z tales que 
f(z) = 4, se transforma en el problema de resolver la ecuación de segundo grado 


22-524+10=4 


esto es 
1*-524+6=0 
de donde se obtiene que x= 2 y x = 3 son los únicos valores tales que f(x) =4. 
También es posible dar una interpretación geométrica a los cálculos anteriores: 


la recta y = 4 corta a la gráfica de la función f en los puntos de coordenadas (2,4) 
y (3,4). 


En general, si se tienen dos funciones f y g. El punto, o los puntos, 
donde se cortan las gráficas se pueden calcular mediante ecuaciones. Un 
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punto, (z, y), del plano pertenecerá a la gráfica de f si se cumple: 
y=f(z) 

y pertenecerá a la gráfica de g si cumple: 
y=g(=) 


luego si (z, y) es un punto común a las dos gráficas —un punto de corte— 
debe cumplirse: 


F(=) = g(z) 
Al resolver esta ecuación se obtienen las abscisas de los puntos comunes. 


Para encontrar las ordenadas bastará con hallar f(x), o g(x), para cada 
solución x de la ecuación anterior. 


Ejemplo 7.36 Si f y y son las funciones de R en R. definidas por: 
(2) =42%, g(2)=82-3 


las abscisas de los puntos de corte de las dos gráficas se encuentran resolviendo la 
ecuación 


f(=) = g(z) 
esto es: 
41? =81-3 


o bien 


Luego se tiene: 


_ 8401-48 
_ 8 
de donde 
e =23Y16_1 
8 2 
y 
2 24 W6_3 
8 2 


Estos valores son, como se ha señalado, las abscisas de los puntos de corte. Las 
ordenadas de los puntos se calculan inmediatamente a partir de las abscisas. Para 
x1 = 1/2, basta hallar: 
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figura 7.29 puntos de corte de f(x) = 42? y g(x) = 8x—3 


luego (1/2, 1) es un punto de corte. Para z = 3/2 se opera de manera semejante: 


Ju 


Así, los puntos de corte son (1/2,1) y (3/2,9). La figura 7.29 muestra la interpre- 
tación geométrica de estos cálculos. 


Ejercicios 
7.21 Con la ayuda de la calculadora, representar la gráfica de la función f:R => R 
definida por: 
f(2)== 
¿Cuál es la imagen de z = 1/2? Hallar f-*((1/4)). 


7.22 Con la ayuda de la calculadora, representar la gráfica de la función f:R => R 
definida por: 
J(2) == 
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¿Cuál es la imagen de 1/27? 


7.23 Con la ayuda de la calculadora, representar la gráfica de la función f:R =R 
definida por: 
fa)=*+z 


Calcular f7*((0)). 


7.24 Con la ayuda de la calculadora, representar la gráfica de la función f: R+ =R 
definida por: 
f(2)==4 yz 


¿Hay algún z tal que su imagen sea 3? 


7.25 Con la ayuda de la calculadora, representar la gráfica de las funciones f y y, 
f:RR,g:R-R, definidas por: 


fa)=x2*%, g(2)=42-3 


¿En qué puntos se cortan las dos gráficas? 


Cuestiones de repaso 


7.1 Si f es la aplicación definida en el diagrama, entonces: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva. 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


€) f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. 


7.2 Si f:(a,b,c) — (0, 1) es la aplicación definida por f(a) = f(b) = f(c) = 0, se 
cumple: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva. 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


c) f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. 


7.3 Si f:N > N es la aplicación definida por f(x) = z + 1, entonces: 
a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva. 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


e) f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. 


7.4 Si f:(a,b,c) —> (1,2,3) es la aplicación definida por f(a) = 3, f(b) = 1, 
f(c) = 2, se cumple: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva. 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


c) f es inyectiva y sobreyectiva. 
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7.5 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


c) f es inyectiva y sobreyectiva. 


7.6 Si f:R — R es la función, de los números reales en los números reales, definida 
por f(x) = 2?, se cumple: 


a) f es inyectiva. 
b) f es sobreyectiva. 


e) f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. 


7.7 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva. 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. e 
c) f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. 


7.8 Si f:N > N es la función, de los números naturales en los números naturales, 
definida por f(x) =5x+ 1, se cumple: 


a) f es inyectiva. 
b) f es sobreyectiva. 


c) f no es inyectiva ni sobreyectiva. 


7.9 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 


a) f es inyectiva pero no es sobreyectiva 
b) f es sobreyectiva pero no es inyectiva. 


c) f es inyectiva y sobreyectiva. 
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7.10 Si a cada letra se le asigna un número natural igual a su número de orden en 
el Abecedario, resultará una aplicación: 


a) Biyectiva. 
b) No inyectiva. 


c) Inyectiva pero no sobreyectiva. 


7.11 Si f:(a,b) > (a,b) es la aplicación dada por f(a) =b y f(b) = a, entonces 
(fo f)(a) es igual a: 

aja 

b) b 

c) (a,b) 


7.12 Si f es la aplicación definida en el diagrama y C = (y), la imagen inversa, 
$7*(C), del conjunto C es igual a: 


a) b 
b) (0) 
c) (b,c) 


7.13 Si f:(a,b,0) => (2,y,z) es la aplicación definida por /(a) = f(6) = z, 
Fc) = z, y C es el subconjunto C = (y,2), la imagen inversa, f71(C), de C es 
igual a: 


a) No existe porque y no tiene preimagen. 
b) (c) 


ce 
7.14 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 


a) (fofXc)=c 
D) (fo fc) =5 
e) (fo fc) =d 
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7.15 La aplicación f: N => N se denomina: 
a) Función de los números naturales y los números naturales. 
b) Función de los números naturales en los números naturales. 


c) Función entre números. 


7.16 Si f:N -N es la función definida por f(x) = 2? + z, entonces: 
a) f(2)=6 
b) f(2) =4 
c) f(2) no puede calcularse. 


7.17 Si f y g son las funciones de los números naturales en los números naturales 
dadas por f(z) =22+1 y g(x) = 3z— 1, se cumple: 


a) (go f(x) = 61 +2 
D) (go f(z) = 52 
c) (90 f(=) = (22 + 1)(3z — 1) 


7.18 Si f y g son las funciones de los números naturales en los números naturales 
dadas por f(2) =2?+1 y g(z) == + 1, se cumple: 


a) (go f(2) =(2+1)+1 
D) (90 fl) ==*+2 
o) (gof(2)=2*+1 


7.19 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 
a) f7*((b)) no existe. 


b) $740) =0 
e) (0) =0 


7.20 Si f es la aplicación definida en el diagrama, se cumple: 


a) La imagen de c es a. 
b) La preimagen de bes b. 


c) La preimagen de d es d. 
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7.21 Si f:R => R y g:R > R son las aplicaciones dadas por f(2) = 2 y 
y(z) = 2x + 1, entonces se cumple: 


a) (fog)l(=) =42+1 

D) (fog)(x) =42 +2 

o) (fogl2)=22+1 
7.22 Si f: RR es la aplicación dada por f(x) = 5z + 2, entonces se cumple: 

2) $7(6)) =32 

b) $0) =-5/2 

) 748) =(0/5) 
7.23 La gráfica de la función f(x) = 2x +5 corta al eje de abscisas en el punto de 
coordenadas: 

a) (5/2,0) 

b) (0,-5/2) 

c) (-5/2,0) 
7.24 La gráfica de la función f(x) = 2? —z—2 corta al eje de abscisas en los 
puntos de coordenadas: 

a) (2,1) y (0,0) 

b) (0, —1) y (0,2) 

<) (-1,0) y (2,0) 
7.25 Las gráficas de las funciones f(1) = 142 y g(z) = 2? se cortan en los puntos 
de coordenadas: 

a) (-1,0) y (2,0) 

b) 1,0 y (Q,4) 

e) (0,-1) y (0,2) 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 7.1 La transformación es aplicación puesto que todos los elemen- 
tos del conjunto A tienen una única imagen. En la figura 7.30 se muestra 


figura 7.30 solución del ejercicio 7.1 


una posible manera gráfica de definir esta aplicación. 

El elemento z de A se corresponde con y € B, puesto que f(x) = y. La 
preimagen de u es v, puesto que v se transforma en u (f(v) = u). Por un 
motivo análogo, la preimagen de x es y. El elemento y del conjunto B tiene 
dos preimágenes que son z y u, puesto que f(1)= f(u) = y. 


Ejercicio 7.2 La transformación de la figura 7.8 es aplicación, puesto que 
cada elemento del conjunto inicial A tiene una única imagen. De manera 
simbólica se puede definir f: A=> B por: 


fla)=b, f(B)=a, f(y)=b 
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La imagen de a es b y la imagen de f es a puesto que f(a)=5b y f(B)=a. 
La preimagen de a es B. Puesto que f(a) = f(y) = b, el elemento b tiene 
dos preimágenes que son a y y. 


Ejercicio 7.3 Como e se transforma en 1 y a y e se transforman en 4, la 
imagen inversa de C es igual a: 


PUC) = (la,c,e) 


Por otra parte, ningún elemento de A se transforma en 3; luego f7'(D) =0. 


Ejercicio 7.4 Según al diagrama, es aplicación puesto que todos los elemen- 
tos del conjunto inicial tienen una y solamente una imagen. 

La imagen de a es 2; por lo tanto, f(a) = 2. Por el mismo motivo, la 
imagen de c es 2. La imagen del subconjunto C es igual a: 


F(C) = (2) 
La imagen inversa de D es: 
JD) = (a,b,c) 


puesto que a y e se transforman en 2 y b se transforma en 1. 


Ejercicio 7.5 La transformación no es aplicación porque el elemento a del 
conjunto inicial no tiene ninguna imagen. 


Ejercicio 7.6 Puesto que cada número z se transforma en su triple (32), la 
fórmula será f(1) = 3x, para cada z natural. 


Ejercicio 7.7 Cada número z natural del conjunto inicial N tiene una y 
solamente una imagen, puesto que 3z + 2 puede calcularse cualquiera que 
sea T. 


Ejercicio 7.8 La imagen de 4 es f(4) = 4? = 64. La preimagen de 27 
es un número z tal que f(x) = 2? = 27, luego la preimagen de 27 es 3, 
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(£(3) = 27). Como f(2) = 8, la preimagen de 8 es 2; el número 16 no tiene 
ninguna preimagen, ya que no hay ningún número natural z tal que su cubo 
sea 16; por igual motivo, el número 32 no tiene preimagen; por el contrario, 
64 tiene como preimagen el número 4. En resumen, f7*(C) = (2,4). 


Ejercicio 7.9 La imagen de 5 es 
/(5)=2-5+1=11 

Para que z sea una preimagen de 16 debe cumplir 
f(1)=214+1=16 


es decir, 21 = 15. Esta ecuación no tiene soluciones en el conjunto de los 
números naturales. Por lo tanto, ningún número de N se transforma en 
16. Un razonamiento semejante al anterior muestra que ningún número par 
tiene preimágenes; luego f7*(P) = 0. 


Ejercicio 7.10 La imagen de 8 es igual a f(8) = 2-8+1 = 17. La preimagen 
de 21 será un número z tal que 


f(1)=214+1=21 


luego 2x = 20, esto es, x = 10; la preimagen de 21 es 10. 


Ejercicio 7.11 Es inyectiva porque no hay dos elementos de A que tengan 
la misma imagen. No es sobreyectiva porque el elemento b de B no tiene 
ninguna preimagen. 


Ejercicio 7.12 No es inyectiva porque algunos elementos de A tienen la 
misma imagen; por ejemplo, 3 y 4. Es sobreyectiva porque todos los elemen- 
tos de B tienen alguna preimagen. 


Ejercicio 7.13 Es inyectiva: si x e y son dos números distintos (z X y), 
entonces sus dobles 27 y 2y serán distintos; por lo tanto, no puede haber 
dos elementos distintos de N que tengan la misma imagen por la aplicación 


f(x) =2z. 
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No es sobreyectiva; por ejemplo, el número 3 no tiene ninguna preimagen 
ya que no hay ningún número natural x tal que 2z = 3. 


Ejercicio 7.14 Es inyectiva por el mismo motivo del ejercicio anterior. Es 
sobreyectiva (nótese la diferencia con el ejercicio anterior) ya que, dada cual- 
quier fracción a/b, siempre hay otra fracción que multiplicada por 2 es igual 
a la primera: 
9. 2 
2 b 
luego todo elemento de Q tiene alguna preimagen. 


Ejercicio 7.15 La aplicación es inyectiva; dos números racionales distintos 
7 e y no pueden tener la misma imagen, puesto que: 


six A y, entonces f(x) =2x-—142y-1= f(y) 


También es sobreyectiva. Dado cualquier número racional y, siempre hay 
otro número racional z que es preimagen de y; es decir, se cumple: 


f(1)=22-1=y 
En efecto, basta tomar z para que cumpla la ecuación anterior, es decir: 


441 

2 

Puesto que y es racional, (y+ 1)/2 también será racional y se cumple f((y+ 
1/2) = y. 


z 


Ejercicio 7.16 El efecto de las dos operaciones sucesivas queda reflejado en 
el diagrama de la figura 7.31. Con símbolos, la aplicación compuesta g o f 
se define por: 

gof(a)=g0f(d)=y 

gof(b)=g0 f(c)=x 


También puede definirse mediante el diagrama de la figura 7.32. 


Ejercicio 7.17 Para definir la aplicación go f es preciso calcular el valor 
de la imagen de cada uno de los elementos del conjunto inicial (a,b,c). La 
operación es rutinaria; por ejemplo, se tienen 


gof(a)=yg(f(a))= g(z) =c 
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F Y 
> MM 
<Q 
> Es 
B Cc 
figura 7.31 


figura 7.32 


go f(b)= 9(£(b)) = g(y) = a 
de manera semejante, se obtiene y o f(c) = a. Luego go f está definida por 
la tabla de valores: 


gofla)=c, go f(b)=goflc)=a 


Por lo que se refiere a la aplicación f o g, se tienen: fog(1)= f(g(2)) = y 
y, de manera análoga, fo g(y)= x=, fog(z)= y. 


Ejercicio 7.18 Las operaciones sucesivas se pueden expresar por medio del 
diagrama: 
LL yn N 
2 —> (1241? — (24 1)+1 
luego go f(2) = (1 +1)? + 1. Por otra parte, se tiene: 


ZN L N 


zz — 141 — (2+2)? 
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luego fo g(x) = (2 +2). 


Ejercicio 7.19 Las operaciones sucesivas se pueden expresar por medio del 
diagrama: 
LL oN % N 
zz — 241 —> (2242) 
luego go f(z) = (1? + 2)?. Por otra parte, se tiene: 


NW N L  N 


2 — (241? — (24141 
luego fo g(2)=(2+1)*+ 1. 
Ejercicio 7.20 La transformación que convierte z en 52+3 puede imaginarse 


que ocurre en dos etapas: primero se transforma x por la operación que 
consiste en multiplicar z por 5 


y, luego, actúa una transformación que suma 3 unidades a cada número: 
2 N 
Y — DE 


Cuando la segunda aplicación opere sobre el resultado de la primera (52), lo 
transformará en 5 + 3. Se tendrá así: 


NÁLN%L N 
rr — 51 — 5243 


luego h(x)= yo f(x). 
Ejercicio 7.21 Basta calcular el cuadrado de unos pocos valores y unir con 


un trazo continuo los puntos obtenidos, para observar una gráfica como la 
de la figura 7.33. La imagen de zx = 1/2 será: 
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Para que z sea una preimagen de 1/4, se debe cumplir: 


1 
2 

== 
0) =2*=7 
Por ejemplo, del razonamiento anterior se sigue que 1/2 es una preimagen 
de 1/4, pero no es la única. La ecuación 


a = 


ajo 


tiene dos soluciones que son 1/2 y —1/2. Luego 1/4 tiene dos preimágenes. 
Por lo tanto, se cumple: 


E 1 
0/4) = ta 
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Obsérvese que esta aplicación no es inyectiva, puesto que valores distintos 
de x tienen la misma imagen; por ejemplo, 1/2 y —1/2. Tampoco es sobre- 
yectiva, ya que los números negativos no tienen ninguna preimagen. 

Las propiedades de la función, no ser inyectiva y no ser sobreyectiva, se 
pueden apreciar con facilidad, observando las propiedades geométricas de la 
gráfica. 

Si se traza una recta paralela al eje de abscisas que tenga ordenada en 
el origen positiva, en la figura 7.34 se ha trazado la recta y = 4, la recta 


figura 7.34 


cortará a la gráfica en dos puntos, lo que significa que cualquier número 
positivo tiene dos preimágenes y que la aplicación no es inyectiva. 


Si se traza una recta paralela al eje de abscisas que tenga ordenada en 
el origen negativa, en la figura 7.34 se ha trazado y = —1, la recta no corta 
a la gráfica. Esto significa que la función no es sobreyectiva, ya que —1 no 
tiene ninguna preimagen. 
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Ejercicio 7.22 Otra vez, para dibujar la gráfica se calculan las raíces cúbicas 
de algunos valores de z. Por ejemplo, si se consideran los valores desde 
x= -—3 hasta x = 3, tomados de 0.5 en 0.5, resultará la tabla: 


E E 213] 7 [2173] 
—1.44 | —1.0 | —1.00 | 1.0 | 1.00 
-1.35 | -0.5| —0.79|1.5|1.14 
-1.25| 0.0 | 0.00 [2.0 | 1.25 
-1.14| 0.5 | 0.79 |2.5]|1.35 
3.0 | 1.44 


Si se representan los puntos correspondientes de la gráfica y se unen con 
un trazo continuo, se obtendrá una curva semejante a la que aparece en la 
figura 7.35. Para calcular la imagen de 1/27 habrá que calcular (1/27); por 


figura 7.35 la gráfica de f(2) = 2!/3 
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rd) 


Luego la imagen de 1/27 es 1/3. 


lo tanto, se tiene: 


Ejercicio 7.23 De nuevo, basta representar unos cuantos puntos de la 
gráfica y unirlos con un trazo continuo, para obtener la curva que aparece 
en la figura 7.36. Por otra parte, calcular f—'(0) equivale a encontrar los z 


figura 7.36 la gráfica de f(1) =2*4+zx 
tales que f(x) = 0, es decir, las soluciones de la ecuación: 
2+z=0 
que son z=0 y z=-—1. Porlo tanto, f7*((0))= (0,1). 


Ejercicio 7.24 La gráfica aparece representada en la figura 7.37. Para que 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2 


figura 7.37 la gráfica de f(x) =x+x!'/? 


un número x tenga una imagen igual a 3, debe cumplirse: 
S(1)=24+Y7=3 
es decir: 
Vi =(3-1) 
Si se eleva al cuadrado cada miembro, resulta: 
(Va = (3-2) 


de donde 
2=9-674+2? 
o bien 


12 -712+9=0 


Se tiene así que hay dos valores de x que tienen imagen igual a 3: las 
soluciones de la ecuación de segundo grado 2? — 7x + 9 =0. Es decir: 


1413, 1 
2 += 


n= 
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figura 7.38 puntos de corte de f(x) = 2? con g(x) = 4x—3 


Ejercicio 7.25 La gráfica de las dos funciones se representa en la figura 7.38. 
Para hallar los puntos de corte de las dos gráficas hay que encontrar los 
valores de z que cumplen: 


f(z) = g(z) 
es decir, los valores de x que son solución de la ecuación 
22=4x-3 
o bien, de la ecuación 
1-4243=0 


Si se aplica la fórmula que proporciona las soluciones de la ecuación de 
segundo grado, se obtiene z, = 1 y 22 = 3. Por consiguiente, los puntos de 
corte tienen coordenadas (1,1) y (3,9). 
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Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 7.1 La respuesta correcta es c. Como los elementos a y b tienen 
la misma imagen, la aplicación no es inyectiva. Como el elemento y no tiene 
ninguna preimagen, la aplicación no es sobreyectiva. 


Cuestión 7.2 La respuesta correcta es c. Los elementos a, b y c del con- 
junto inicial tienen la misma imagen, luego f no es inyectiva. Por otra 
parte, el elemento 1 del conjunto final no tiene preimagen, luego tampoco es 
sobreyectiva. 


Cuestión 7.3 La respuesta correcta es a. Si z % y, entonces 24+ 1% y+1; 
Por lo tanto, no hay dos elementos distintos del conjunto inicial que tengan la 
misma imagen; luego la aplicación f es inyectiva. Sin embargo, el elemento 
1 del conjunto final no tiene ninguna preimagen; por consiguiente, f no es 
sobreyectiva. 


Cuestión 7,4 La respuesta correcta es c. Puesto que no hay dos elementos 
distintos del conjunto inicial que tengan la misma imagen, la aplicación es 
inyectiva. Por otra parte, todos los elementos del conjunto final tienen alguna 
preimagen, luego es sobreyectiva. 


Cuestión 7.5 La respuesta correcta es b. Como todos los elementos del 
conjunto final tienen alguna preimagen, la aplicación es sobreyectiva. Puesto 
que b y c tienen la misma imagen, la aplicación no es inyectiva. 


Cuestión 7.6 La respuesta correcta es c. La función no es inyectiva porque 
números diferentes pueden tener la misma imagen; por ejemplo: 


Y) = (2) = f(2)=2%=4 


Tampoco es sobreyectiva, porque los números negativos no tienen ninguna 
preimagen; por ejemplo, no hay ningún número real cuyo cuadrado sea —5. 
Por lo tanto, ni es inyectiva ni es sobreyectiva. 
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Cuestión 7.7 La respuesta correcta es a. Como el elemento y no tiene 
preimagen, la aplicación no es sobreyectiva. Como no hay dos elementos del 
conjunto inicial que tengan la misma imagen, la aplicación es inyectiva. 


Cuestión 7.8 La respuesta correcta es a. La función f no es sobreyectiva: 
los números impares no tienen ninguna preimagen; por ejemplo, no hay 
ningún número natural z tal que 2z = 7. Sin embargo, sí es inyectiva. Si 
z, y son dos números naturales, z 4 y, se tendrá 2 4 2y; luego cada par 
de números del conjunto inicial tienen imágenes distintas. Por lo tanto, f es 
inyectiva y no es sobreyectiva. 


Cuestión 7.9 La respuesta correcta es c. Como no hay dos elementos del 
conjunto inicial que tengan la misma imagen, la aplicación es inyectiva. Por 
otra parte, todos los elementos del conjunto final tienen alguna preimagen, 
luego también es sobreyectiva. 


Cuestión 7.10 La respuesta correcta es c. Cada letra se corresponde con 
un número y no hay dos letras distintas que ocupen el mismo lugar, luego 
la aplicación es inyectiva. Sin embargo, hay números naturales que no son 
la imagen de ninguna letra; por ejemplo, el número 150 no es la imagen de 
ninguna letra. 


Cuestión 7.11 La respuesta correcta es a. En efecto; se cumple: 
So f(a)= f(f(a)) = (6) 
luego fo f(a)= a. 
Cuestión 7.12 La respuesta correcta es c. Como los elementos bh y cse 


transforman en y, y no hay otros elementos que se transformen en y, se tiene 


PUC) = (b,c). 


Cuestión 7.13 La respuesta correcta es b. La imagen inversa de un sub- 
conjunto C' tiene como elementos los del conjunto inicial que se transforman 
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en elementos de C. Como y no tiene ninguna preimagen y z tiene a c como 
preimagen, resulta f-1(C) = (e). 


Cuestión 7.14 La respuesta correcta es a. Se tiene: 
foflc)= f(f(c)) = F(d) 
luego fo f(c)=c. 


Cuestión 7.15 La respuesta correcta es b. Como se señaló en la sección 6.7, 
se suele decir que una función f lo es del el conjunto inicial en el conjunto 
final. 


Cuestión 7.16 La respuesta correcta es a. Se tiene f(2) =2?24+2= 6. 


Cuestión 7.17 La respuesta correcta es a. Como 
NL ON 2 N 
z — 2241 — 3(22+1)-1 


y 3(224+1)- 1= 6x +2, se tiene go f(x) = 6x1 +2. 


Cuestión 7.18 La respuesta correcta es b. Como 


LL N LL  N 


2 — 241 — (2241)+ 1 
y (124 1)+1=x? 42, se tiene go (2) = 1? +2. 


Cuestión 7.19 La respuesta correcta es b. Ningún elemento se transforma 
en b; por lo tanto, f7*((b))=0. 


Cuestión 7.20 La respuesta correcta es b. La imagen de c es f(c) = d; 
la preimagen de b es b, porque f(b) = b; la preimagen de d es c, porque 


S(c)=d. 
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Cuestión 7.21 La respuesta correcta es b. Se tiene: 
fogl(z)= fí(g(x)) = f(22+1)=2-(22+1) 


luego fo g(x)=4x +2. 


Cuestión 7.22 La respuesta correcta es c. Cualquier z que sea preimagen 
de 3 debe cumplir: 
5124+2=3 


Por lo tanto, será 5z = 1; esto es,  = 1/5. 


Cuestión 7.23 La respuesta correcta es c. La gráfica de una función corta 
al eje de abscisas en los puntos de coordenadas (x,0) que cumplen f(x) = 0. 
Por tanto, se tendrá: 

224+5=0 


de donde z = -5/2. Así, la gráfica corta al eje de abscisas en un único 
punto, que tiene coordenadas (5/2, 0). 


Cuestión 7.24 La respuesta correcta es c. La solución es semejante al 
anterior. La gráfica corta al eje de abscisas en los puntos de coordenadas 
(z,0), donde z es solución de la ecuación 


f(1)=2?-2-2 
es decir, 1 =—10 x= 2. Por lo tanto, los puntos de corte tienen coordena- 
das: (-1,0) y (2,0). 
Cuestión 7.25 La respuesta correcta es b. Las abscisas de los puntos de 
corte de las gráficas de f y g cumplen las ecuación 
S(=) = g(z) 
es decir, la ecuación de segundo grado 


1+2=2? 
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o bien, la ecuación 2? — x — 2 = 0. Las soluciones de esta ecuación están 
dadas por la fórmula: 


_1+y1F8_ 143 


2 = 2 


luego son: 2, = —1 y z2 = 2. Entonces, las coordenadas de los puntos de 
corte serán (21, f(21)) y (22, f(22)). Como 


=D) = (1? =91)=-14+2=1 


$(2)=% =9(2)=2+2=4 


resulta que los puntos de corte tienen coordenadas (—1,1) y (2,4). 


Capítulo 8 


Lógica de proposiciones 


8.1 Introducción 


Hay oraciones que enuncian algo siempre cierto o, al menos, como tal se 
aceptan, por ejemplo: 


— “todos los hombres son mortales” 
—*1F1=2 
otras oraciones son siempre falsas, por ejemplo: 
— “Quevedo escribió El Quijote” 
y unas terceras son a veces verdaderas y a veces falsas, por ejemplo: 
— “tengo tres ases” 
— “en la sesión de hoy la Bolsa ha subido” 


que serán verdaderas o falsas según sean las cartas que se hayan recibido, o 
la sesión de Bolsa que se trate. 

En resumen, de frases como las anteriores siempre puede juzgarse si son 
verdaderas o falsas, en función de las circunstancias. Á esas circunstancias: 
las cartas que se han recibido, la sesión de bolsa que sea, se les denomina 
posibilidades lógicas. 


Las oraciones de las que siempre se puede asegurar que son verda- 
deras o falsas se llaman proposiciones o enunciados. 
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A la verdad o falsedad de una proposición se le denomina su valor de 
verdad. 

En este capítulo se estudiarán las maneras de combinar proposiciones 
para obtener otras más complejas. A partir de enunciados como “yo tengo 
tres ases”, “usted tiene dos ases”, se puede formar un enunciado más com- 
plicado: 


— “yo tengo tres ases y usted dos” 


de este último enunciado se dice que es una proposición compuesta, mientras 
que los enunciados que lo componen se llaman simples. 

Puede parecer inútil la distinción hecha acerca de las oraciones y las 
proposiciones. Quizá alguien considere que siempre puede opinarse acerca 
de la verdad o falsedad de cualquier oración. Esta impresión es incorrecta; 
no parece fácil decidir si oraciones como 


“bésame mucho” 
— “¡cuidado con el perro!” 
— “no me olvides nunca” 
— “¡estás seguro?” 


son verdaderas o falsas. Hay, pues, que exigir a la oración cierta estructura 
lingúiística! para que enuncie algo que pueda ser juzgado como verdadero o 
falso. 

Incluso oraciones que parecen afirmar un hecho opinable como verdadero 
o falso pueden ponernos en un compromiso. Por ejemplo, ¿es usted capaz 
de decidir si la oración: “esta oración es falsa” es verdadera o falsa?, porque 
si fuera verdadera sería falsa y si fuera falsa sería verdadera. 

Así se comprende, que para poder decidir si una oración es verdadera 
o falsa, además de una determinada estructura lingilística, es preciso que 
tenga cierta estructura lógica. 

El estudio de esas estructuras, la lógica y la lingiística, no es ocupación 
de los matemáticos, que acostumbran a preferir problemas más simples. Las 
Matemáticas parten de que hay oraciones que, en todo caso, pueden ser 
consideradas como ciertas o falsas y se interesan por las distintas maneras 
de componerlas y de calcular el valor de verdad del enunciado compuesto a 
partir de los valores de verdad de las proposiciones simples que lo componen. 


1 Deben ser oraciones formalmente declarativas. 
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Los problemas propiamente matemáticos son: 
1. ¿Cuáles son los distintos modos de componer enunciados? 


2. ¿Cómo se determina el valor de verdad, es decir, la verdad o 
falsedad, de un enunciado compuesto a partir de la verdad 
o falsedad de sus enunciados simples? 


Por ello, se prescinde de las expresiones problemáticas, reduciendo el 
estudio a las oraciones que, sin lugar a dudas, admiten algún valor de verdad. 

El estudio de estos temas no es nuevo, muchas de las cuestiones que 
estudia la Lógica se remontan a Aristóteles. Además, buena parte de los 
problemas que se plantean pueden resolverse sin otro auxilio que el sentido 
común. Sin embargo, hay métodos que reducen cuestiones muy dificultosas 
a simples rutinas de cálculo. Tales métodos suponen un avance considera- 
ble puesto que hacen mecánicas algunas operaciones que, de otra manera, 
requerirían buenas dosis de concentración mental. Así ocurre con los pro- 
cedimientos que se explican a continuación, ideados por el matemático G. 
Boole hace aproximadamente cien años. 


Ejemplo 8.1 Conviene insistir en que el valor de verdad de un enunciado no 
tiene, necesariamente, que ver con lo que habitualmente se entiende por “verdad”. 
Desde este punto de vista, el valor de verdad es una valoración, un juicio, que puede 
atribuirse a determinadas oraciones. El interés de la Lógica matemática se centra 
en que, una vez atribuído ese valor a ciertas proposiciones, el valor de verdad de 
otras se deduce, de manera obligatoria, merced a ciertas reglas. Las proposiciones 
que siguen están perfectamente construídas. El lector juzgará a su antojo sobre su 
valor de verdad. 


La cabeza es la pecera de las ideas 

Rezongar es tener cólera de moscardón 

El oso blanco está envuelto en su albornoz de baño 
El agua se suelta el pelo en las cascadas 


Los celos son el picor del amor 


Ejercicios 


8.1 Razone si las expresiones siguientes pueden ser consideradas como proposicio- 
nes: 
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—La ciudad de Burgos tiene más de cien mil habitantes. 
—La Alcarria es una tierra pobre y hermosa. 
—¡Viva mi dueño! 


—Ponte tu vestido rojo, ése que tanto me gusta. 


8.2 Razone si las expresiones siguientes pueden ser consideradas como proposicio- 
nes: 


—Cada vez que, caída ya la tarde, contemplo mi vieja Sigiienza, se me encoge 
el corazón. 


-No aprenda estas oraciones de memoria. 


—El rumor y el ir y venir incesante de las abejas. 


8.3 Razone si la definición siguiente es correcta: Una proposición es una oración 
que siempre es verdadera o siempre es falsa. 


8.2 Proposiciones compuestas 


Hay proposiciones que enuncian varias cualidades de un ser o una cosa, de 
suerte que su verdad o falsedad se desprende del valor de verdad de otros 
enunciados más sencillos. 

No acaba ahí la complicación; los enunciados simples pueden relacionarse 
entre sí de distintas maneras. Esas relaciones modifican el sentido del enun- 
ciado. Por lo tanto, el valor de verdad de un enunciado compuesto no sólo 
depende de los valores de verdad de sus componentes, sino también de la 
relación que les liga. 

Se endenderá mejor con un ejemplo: la proposición “Puri es rubia y 
coqueta” afirma dos cualidades de la señorita Puri: que es rubia y que es 
coqueta. El enunciado combina dos proposiciones más simples, — “Puri es 
rubia”— y —“Puri es coqueta”—, mediante la conjunción y, que añade el 
sentido de afirmar que, simultáneamente, se dan ambas cualidades. 

Con las mismas proposiciones simples, sin más que variar la relación que 
las liga, se pueden formar otros enunciados distintos, como las proposiciones: 


— “Puri es rubia y coqueta” 
— “Puri es rubia o coqueta” 


— “Puri es coqueta y no es rubia” 
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— “Puri no es rubia pero es coqueta” 
— “Puri no es rubia ni coqueta” 


En cada idioma hay una gran variedad de unidades que expresan esas rela- 
ciones entre los enunciados simples. Afortunadamente, por lo que al cálculo 
del valor de verdad se refiere, todas esas unidades pueden reducirse a unas 
pocas que se denominan conectores. En los apartados siguientes se estudia 
cada conector. 


Ejercicios 
8.4 Los enunciados que siguen son compuestos, trate de descomponerlos en propo- 
siciones más simples y de identificar las partículas usadas como conectores. 

=La lógica es fácil y divertida. 


—Es un hombre duro pero cariñoso. 


=0 está enfermo o está enamorado. 


8.5 Los enunciados que siguen son compuestos, trate de descomponerlos en propo- 
siciones más simples y de identificar las partículas usadas como conectores. 


—Platero es suave y peludo. 
-Si voy al pueblo, labraré la vega. 


8.6 Los enunciados que siguen son compuestos, trate de descomponerlos en propo- 
siciones más simples y de identificar las partículas usadas como conectores. 


- El acusado es inocente del primer cargo y culpable del segundo. 


— No es cierto que el acusado sea culpable de ambos crímenes. 


8.7 Los enunciados que siguen son compuestos, trate de descomponerlos en propo- 
siciones más simples y de identificar las partículas usadas como conectores. 
=Si no es Bernardo del Carpio, será Muza el de Granada. 


-Si un número es múltiplo de cuatro, entonces es par. 


8.8 Los enunciados compuestos que siguen son algo más complejos. Trate de 
descomponerlos en proposiciones más simples, y de analizar cuáles son las partículas 
que los relacionan. 


-Si me cobráis la borrega, cenaréis leche y hogaza; y si no me la cobráis 
cenaréis de mi cayada. 


—En la Alcarria, reina la abeja y no hay fuente de la que no beba ni flor de 
romero que no visite. 
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8.3 Los conectores más comunes 


Interesa conocer de qué manera el valor de verdad del enunciado compuesto 
depende de los enunciados simples que lo componen y de los conectores 
que los relacionan. Para ello se reduce el problema a las oraciones con dos 
proposiciones y un sólo conector, y se estudia su dependencia. Más tarde 
se aprende a calcular el valor de verdad de un enunciado muy complicado a 
partir de esas dependencias elementales. 


8.3.1 La negación 


Cada cual puede juzgar lo que guste acerca de la verdad o falsedad de los 
enunciados: “la lógica es divertida” y “la lógica no es divertida”. Pero si se 
juzga que “la lógica es divertida” es verdadera, parece razonable considerar 
que “la lógica no es divertida” es falsa y, al revés, si se juzga falsa “la lógica 
es divertida” debe aceptarse como verdadera “la lógica no es divertida”. 

Las dos proposiciones anteriores están relacionadas de suerte que si la 
primera es verdadera, la segunda es falsa y, si la primera es falsa, la segunda 
es verdadera. 

Se dice entonces que “la lógica no es divertida” es la negación de “la 
lógica es divertida”. 

Esta relación es simétrica, también puede decirse que “la lógica es diver- 
tida” es la negación de “la lógica no es divertida”. 

Con símbolos; si p representa a la proposición “la lógica es divertida”, su 
negación se escribirá =p. El símbolo =p se lee “no p”. 


a negación de una proposición p se representa por =p, y se lee “no 
La neg; d prop: p se representa por =p, y se lee “ 
p”. También es frecuente decir que =p es la proposición contraria 
de p. 


La negación =p de una proposición p es verdadera cuando p es 
falsa, y falsa cuando p es verdadera. 
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La relación entre los valores de verdad de una proposición y su negación 
puede expresarse mediante la tabla: 


7P 
F 
v 


y <|s 


Este cuadro resume la relación entre el valor de verdad de una proposición 
y el de su negación. Al cuadro anterior se le denomina tabla de verdad de la 
negación. 


Ejemplo 8.2 En todos los idiomas hay otras fórmulas para expresar la negación 
de un enunciado que conviene conocer. Por ejemplo, los enunciados: 


—“es falso que la lógica sea divertida” 


—“no es cierto que la lógica sea divertida” 


son también negaciones de “la lógica es divertida” 


8.3.2 La conjunción 


Otro procedimiento de conectar enunciados es la conjunción. Si se consideran 
dos proposiciones como “el mar está en calma” y “sopla una ligera brisa” 
puede formarse la proposición compuesta “el mar está en calma y sopla una 
ligera brisa”, este enunciado afirma que ambos fenómenos “el mar está en 
calma” y “sopla una ligera brisa” se dan a un tiempo. Por lo tanto, es 
verdadero cuando lo son cada uno de los enunciados que lo componen y es 
falso en otro caso. 

Con símbolos; si se representa por p el enunciado “el mar está en calma” 
y por q el enunciado “sopla una ligera brisa”, el enunciado compuesto 


“el mar está en calma y sopla una ligera brisa” 


se denomina conjunción de p y q, se representa por p A q, y se lee “p y q”. 


La conjunción de las proposiciones p y q se simboliza por p A q. 
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La conjunción p A q de las proposiciones p y q es verdadera cuando 
lo son, simultáneamente, p y q, y es falsa en otro caso. 


Como hay cuatro posibles pares de valores de verdad atribuibles a las 
proposiciones p y q, la tabla de verdad de la conjunción p A q es: 


ay = <|S 
NOS 
IA ES 


8.3.3 La disyunción 


Un tercer conector que se usa con frecuencia en el lenguaje coloquial es el 
denominado disyunción. 
A menudo se emplean expresiones como 


— “tiene un lápiz o una pluma” 
— “viene de Cuenca o de Albacete” 
— “este verano iré a Málaga o a Gandía” 


Esta clase de enunciados son falsos si lo son cada uno de los enunciados 
simples que lo componen. Si uno de los enunciados simples es verdadero y el 
otro falso, la disyunción es cierta. Pero queda una duda, ¿qué ocurre cuando 
los dos enunciados son verdaderos? 

Aquí, el uso coloquial confunde puesto que, habitualmente, la disyunción 
conecta dos enunciados que no pueden ser ciertos simultáneamente. Así 
ocurre con la oración: 


— “iremos de vacaciones a la playa o a la montaña” 


que parece descartar la posibilidad de veranear en ambos lugares. Sin em- 
bargo, no siempre es así; la oración: 
» ; 


— “es trabajador o tiene suerte” 
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debe considerarse cierta si las proposiciones “es trabajador” y “tiene suerte” 
lo son. 

Se entenderá que la disyunción de dos proposiciones es verdadera siem- 
pre que alguna de las proposiciones lo sea, y que es falsa cuando ambas 
proposiciones lo son. 


Para representar la disyunción de las proposiciones p y q se emplea el 
símbolo p V q, que se lee “p ó q”. 


La disyunción de dos proposiciones p y q se simboliza por p V q, y 
se lee “p ó q”. 


La disyunción pVq es verdadera cuando alguna de las proposiciones 


p óÓ q es verdadera, y es falsa cuando ambas proposiciones son 
falsas. 


Según lo dicho, la tabla de verdad de la disyunción es: 


pla [pva 
vivi v 
vir v 
Plvl yv 
FR E 


A partir de proposiciones simples, y mediante el empleo repetido de los tres 
conectores ya estudiados (negación =, conjunción A y disyunción V), pueden 
formarse proposiciones enormemente complejas. Sin embargo, como ocurre 
con las expresiones aritméticas, su sentido podría resultar confuso sin unas 
normas de preferencia o el empleo de paréntesis. Por ejemplo, cabe la duda 
de pensar si la expresión 
=pMq 

niega la conjunción p A q o es la conjunción de la negación =p, y de q. 

Para no recargar la memoria dando unas normas de preferencia de unos 
signos frente a otros, se utilizan los paréntesis, que permiten definir con 
precisión la proposición compuesta de que se trate. Así, se escribirá 


APA q) 
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para indicar la negación de la conjunción p A q, mientras que 
(=p) Ag 


indicará la conjunción de la negación de p, y de q. 


Ejercicios 
8.9 Analice cuáles, de los enunciados siguientes, son la negación de la proposición 
“todos los escoceses son ahorradores”. 

(1) No todos los escoceses son ahorradores. 

(2) Todos los escoceses no son ahorradores. 

(3) Es falso que todos los escoceses sean ahorradores. 

(4) Algunos escoceses no son ahorradores. 

(5) Ningún escocés es ahorrador. 

(6) Hay escoceses que no son ahorradores. 


(7) Pocos escoceses son ahorradores. 


8.10 Si p es la proposición “ella es trabajadora” y q es la proposición “ella es 
inteligente”, escriba de manera simbólica, en función de p, q y de los conectores ya 
estudiados, las proposiciones que siguen: 

(1) Ella es rubia e inteligente. 

(2) Ella es rubia pero no inteligente. 

(3) Es falso que ella sea rubia e inteligente. 

(4) No es cierto que ella sea rubia e inteligente. 

(5) Ella no es rubia o es rubia e inteligente. 

(6) Ella ni es rubia ni es inteligente. 


8.11 Si p es la proposición “hace frío” y q es la proposición “llueve”, definir 
mediante una oración las proposiciones siguientes: 

(Dog 

(2) 4 

(3) PV 

(4) (=p) Va 

(5) (=p) Mg 

(6) (5) (54) 

(7) =p 
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8.4 Cálculo de valores de verdad 


Considérese la expresión aritmética 
(Q2-(3-(Q-445))) + (4-(2- 3)) 
¿Cómo se calcula su valor?, quizá la mejor forma de expresarlo sea decir: 
de dentro a fuera. Se comienza por calcular los paréntesis interiores, por 
ejemplo 
(2-44+5)=3, (2-3)=-1 
resulta así 
(Q2-(3-(2-445)) + (4-(2- 3)) = (2-(3-3)) + (4- (=D) 
de nuevo se calculan los paréntesis interiores 


3-3=9, 4-(-1)=-4 


y se tiene 
(Q-(B-(2-445))) + (4- (2- 3) = (2-9) + (-4) 
por último 
2:9=18 
luego 


(Q-(3-(2- 44 5))) + (4-(2— 3)) = (18) + (-4) = 14 
De manera semejante se calcularán los valores de verdad de una proposición 
compuesta. Por ejemplo, para calcular el valor de verdad de la proposición 


(Ep Ag) Vp 
cuando p es falsa y q verdadera, se puede razonar: la proposición (=p) A q 
es verdadera ya que =p y q son verdaderas. Por lo tanto, ((=p) A q) V p es 
verdadera. 
Otro ejemplo; para hallar el valor de verdad de la proposición 


( v((=p) A 0) Mq 


cuando p es falsa y q es verdadera, se razona: puesto que =p y q son verda- 
deras, la proposición (=p) A q es verdadera, luego pV ((5p) A q) es verdadera. 
Además, como q es verdadera, resulta que 


(2 V (=p) A 0) Ag es verdadera 


Algunos ejemplos adicionales ayudarán a familiarizarse con estos cálculos. 
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Ejemplo 8.3 Si p es falsa y q verdadera, hallar el valor de verdad de la proposición: 
(2V (29) A((=p) Va) 


Conviene escribir los cálculos parciales de manera ordenada. Si p es falsa y q 
verdadera, se tienen 
=p es verdadera 
9 es falsa 
(=p) Vg_ es verdadera 
PV (+9) es falsa 


luego (p V (=9)) A ((=p) V 4) es falsa. 


Ejemplo 8.4 Si p y q son verdaderas y r es falsa, hallar el valor de verdad de la 
proposición: 

((PVEr) Ag Ap 
El razonamiento puede ser: si p y q son verdaderas y r es falsa, se tiene 


>r es verdadera 
pV(>r) es verdadera 
(pV (=r)) Ag es verdadera 


luego ((p V (=r)) Ag) A p es verdadera. 


En otras ocasiones interesa calcular el valor de verdad de una propo- 
sición en función de todos los valores posibles de las proposiciones que la 
componen. Estos valores posibles se han denominado posibilidades lógicas. 
Por ejemplo, una proposición p tiene, en principio, dos posibles valores de 
verdad: verdadero (V) o falso (F'). Dos proposiciones p y q pueden tomar, 
conjuntamente, cuatro pares de valores, a saber: 


p verdadera y q verdadera (V,V) 


p verdadera y q falsa (V,F) 
p falsa y q verdadera (F,V) 
Pp falsa y q falsa (E, F) 


Estos valores posibles o posibilidades lógicas se expresan fácilmente mediante 
las tablas que se denominan de verdad. Por ejemplo, los cuadros: 


Pp 
y 
e 


<= <|=] 
NOS 
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representan los valores posibles de una y un par de proposiciones genéricas. 
Por la misma razón, tres proposiciones p, q y r pueden tomar ocho ternas 
de valores posibles. Su tabla de verdad será 


yy <<< <fu 
Au ==» < <a 
om =m<m<ls 


A partir de estas tablas puede calcularse el valor de cualquier proposición 
compuesta, por complicada que sea. Este proceder ahorra mucho esfuerzo y 
hace automático el cálculo. 

Por ejemplo, para calcular la tabla de verdad de la proposición 


PV (=p) Ag) 


se parte de las dos columnas que representan las posibilidades lógicas de las 
dos proposiciones p y q que la componen 


<= 
33 Spa 


A continuación, se añaden tantas columnas como sea necesario para calcular 
los paréntesis interiores. Así, para calcular el valor de (=p) A q se precisa 
conocer los valores de =p. Por ello se añade la columna de valores de =p. 

El cálculo es bien simple; basta cambiar el valor correspondiente de la 
columna de los valores de p por su contrario. 


o 
a 
<= ml 
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después se añade una columna para los valores de (=p) A q. Para ello, basta 
mirar las columnas de =p y q 


por último, se calculan los 
basta mirar las columnas 


p]a]-»[Crra 
VIVIF]| F 
vir ir | o F 
rPlvivl| v 
PLE ÍV| F 


valores de la proposición p V ((=p) A q). Para ello, 
de las proposiciones p y (=p) A q. Para destacar 


que es la respuesta se marcan dos líneas verticales que separan esta columna 


de las demás. 


>| (5p)A4 | pv(GpAg) 
F F V 
F F v 
v v v 
v F F 


La tabla anterior proporciona los valores de verdad de p V ((=p) A q), para 
cada posible pareja de posibles valores de verdad de p y q. Por ejemplo, 
si p es verdadera y q es falsa, en la segunda línea de la tabla se lee que la 
proposición p V ((=p) A q) es verdadera. 


Ejemplo 8.5 Hallar la tabla de verdad de la proposición =(p V q). 


pva [| -(pvg) 
F 


p|g 

viv| v 

V|F| V F 
EVI Y E 
F|F| FF v 


Ejemplo 8.6 Hallar la tabla de verdad de la proposición (p V (=4)) A ((-p) V 4). 


pa > PpvO0 [Ona [EYOEDACEAVO 

VIV FIF V V V 

vir|Fr|v v F F 

FIV|V|P F v F 

FIFP|V|v VA v v 
Ejercicios 


8.12 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 


A) 
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8.13 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(=P Ag) 


8.14 Sea p la proposición “el número z es par” y q la proposición “el número y es 
par”. Traducir al lenguaje simbólico el enunciado. 


“No es cierto que xz e y sean pares” 
Construir la tabla de verdad de este enunciado compuesto. 
8.15 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 


(=p) V (9) V (PA 9) 


8.5 Enunciados condicionales 


Otra clase de enunciados compuestos que se emplean con frecuencia tienen 
naturaleza condicional, por ejemplo 


— “si el domingo hace bueno, entonces iremos a Pedraza de la Sierra” 
- “si Alicia me sonríe, entonces soy feliz” 


su formulación es: 
si..., entonces... 


donde los puntos suspensivos corresponden a proposiciones más simples. Es- 
tos enunciados compuestos se denominan condicionales. Si p y q son dos 
proposiciones, el enunciado condicional “si p, entonces q” se representa por 


PD: =>4> 


Los enunciados condicionales de la forma “si p, entonces q”, donde 
P y q son proposiciones, se simbolizan por p — q. 


Por cuestiones de estilo, en todos los idiomas se utilizan otras fórmulas 
para expresar un condicional, fórmulas que es preciso reconocer. A continua- 
ción se señalan algunos enunciados y su traducción a la expresión condicional: 
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- Si llueve llevaré el paraguas. 


- Mi perro mueve la cola cuando 
está contento. 

— Para tener éxito es necesario 
ser disciplinado. 

- Siempre que sopla el viento del 
sur, me invade la desesperanza. 
- Cuando sonríes soy feliz. 


- Si llueve, entonces llevaré el 
paraguas. 

- Si mi perro está contento, 
entonces mueve la cola. 

- Si tiene éxito, entonces es 
disciplinado. 

- Si sopla el viento del sur, 
entonces me invade la desesperanza. 
- Si sonríes, entonces soy feliz. 


El sentido habitual del condicional indica que si p y q son verdaderas, 
entonces p — q es verdadero y que si p es verdad y q es falsa, entonces p => q 
es falso. Pero ¿qué hacer cuando p es falsa? 


Se acepta que el condicional p — q es verdadero cuando p es falsa, 
con independencia del valor de verdad de q 


De este modo, la tabla de verdad del condicional es: 


p|a [»p>4g 
viv v 
v|F Pos 
P|V v 
PE v 


La decisión anterior puede justificarse diciendo que si p es falsa, se concede 
al condicional el beneficio de la duda y se le considera verdadero. 

Debe considerarse también que en el lenguaje cotidiano sólo se condicio- 
nan los enunciados simples si están relacionados de alguna manera. En el 
estudio de la lógica, no se exige que las proposiciones guarden entre sí algún 
tipo de relación. Esta libertad produce algunos resultados chocantes, por 


ejemplo la proposición 


— “si2x2= 5, entonces los elefantes vuelan” 


resulta verdadera, mientras que 


— “si 1+ 1= 2, entonces las sardinas son tiburones” 


8.5. Enunciados condicionales 511 


resulta falsa. 

Se cuenta del gran matemático Bertrand Russell que un día le pregunta- 
Ton: 

“¿Entonces usted cree que si p es falsa p — q es verdadera?” 
respondió: 

«si» 
su interlocutor insistió: 

“Entonces, ¿podría demostrarme que “Si 1 + 2 = 2 entonces yo soy el 
Papa?” 
y Russell argumentó así: 

“Si 14 2 = 2, entonces 2 = 1, el Papa y usted son dos y como 2 = 1, el 
Papa y usted son uno, luego usted es el Papa”. 


Ejemplo 8.7 Formar la tabla de verdad de la proposición 


PA ((A4) —p) 


Primero se añade la columna de la proposición =q. Después se calculan los valores 
de verdad de la proposición (q) — p, para ello basta tener en cuenta las columnas 
primera y tercera, y la definición del condicional. Por último se calcula la columna 
de valores de verdad de la proposición pedida 


pa] Ed] a» a(E0>») 
vViv| F Vv V 
vir|v v v 
FPIV| FP v P 
Pr] yv F P 


Ejemplo 8.8 Formar la tabla de verdad del enunciado 
p=(9Ar) 


Primero se halla la columna de los valores de la proposición q Ar. Luego, se añade 
la columna correspondiente a p — (q Ar). 


gar lp—(9Ar) 


ADS 
AS 
A A SE 
IS 
o E E o 
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Ejercicios 


8.16 Sea p la proposición “z es par” y q la proposición “z + 1 es par”. Traducir 
al lenguaje simbólico las siguientes proposiciones: 


(1) z es impar 
(2) Si z es par, entonces x +1 es impar 
(3) Si z + 1 no es par, entoces x es par 


(4) Alguno de los números z, +1 es par 
8.17 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(=p) = (PA 4) 
8.18 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(pAq) = (PV) 
8.19 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(=p) — (PV q) 
8.20 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(PV q) = (5p) Aug) 
8.21 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 


(Ep) A q) — (50) Ap) 


8.6 Otros conectores 


8.6.1 La disyunción excluyente 


Al estudiar la disyunción se acordó considerarla verdadera cuando las dos 
proposiciones que la componen lo son. Pero puede pensarse en otra dis- 
yunción que sea falsa cuando ambas proposiciones sean verdaderas, esta 
disyunción excluye la posibilidad de que se den simultáneamente las dos 
proposiciones, por ello se denomina disyunción excluyente. La formulación 
habitual de la disyunción excluyente es 


Ocio 
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por ejemplo: 
— “o estudio Matemáticas o salgo de paseo” 
— “o cumples con tu deber o serás castigado” 


En cualquiera de estas expresiones se da por supuesto que no pueden cum- 
plirse simultáneamente las dos proposiciones que las componen. Por lo tanto, 
se entiende que la disyunción excluyente es falsa cuando sus dos componentes 
son verdaderas o sus dos componentes son falsas. Si p y q son dos proposi- 
ciones, la disyunción excluyente de p y q se representa por pYq. 


La disyunción excluyente de las proposiciones p y q se representa 
por pYq y se lee “ó p ó q”. 


La tabla de verdad de la disyunción excluyente es: 


p|aloYa 
vivi F 
vir v 
PIVI v 
PIE| E 


8.6.2 El bicondicional 


Un conector estrechamente relacionado con el condicional es el bicondicio- 
nal, que afirma la verdad o falsedad simultánea de dos proposiciones. Por 
ejemplo, los enunciados compuestos: 


— “un número es par si y sólo si es múltiplo de dos” 


— “la conjunción de dos proposiciones es verdadera si y sólo si lo son las 
dos proposiciones” 


se componen de dos proposiciones simples conectadas por el bicondicional. 


El bicondicional de las proposiciones p y q se simboliza por p — q, 
y se lee “p si y sólo si q”. 
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El enunciado bicondicional p + q es verdadero cuando p y q tienen el mismo 
valor de verdad, y es falso en otro caso. Su tabla de verdad es: 


po4 


SAS 
2” a 
Xm “us: 


8.6.3 Resumen de los conectores 


El cuadro que sigue resume los conectores más comunes estudiados hasta el 


momento. 
Nombre del conector | Símbolo Se lee 
Negación 7 no p 
Conjunción A Ppy4 
Disyunción v póg 
Condicional => si p, entonces q 
Bicondicional e p si y sólo si q 
Disyunción excluyente Y ópóq 

Ejercicios 

8.22 Hallar la tabla de verdad de la proposición: 


8.23 


8.24 


8.25 


8.26 


8.27 


lp 9) 

Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(PV q) > (=p) A (59) 

Hallar la tabla de verdad de la proposición: 

(PAq) =(4Ar) 

Hallar la tabla de verdad de la proposición: 
(E) 10) =(E0Ap) 

Hallar la tabla de verdad de la proposición: 

(pq) = (=p) 
Hallar la tabla de verdad de la proposición: 


(2 = 9 (=p) = (4) 
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8.7 Relaciones lógicas 


Dos proposiciones p y q pueden presentar, como máximo, cuatro pares de 
valores de verdad, tal como se muestra en la tabla: 


pla 
Caso 1 |V |V 
Caso2|V | FP 
Caso3|F|V 
Caso4|F|FP 


Pero, en general, no tienen porqué darse los cuatro casos. Cuando se pre- 
sentan los cuatro casos se dice que las proposiciones son independientes. 


Se dice que dos proposiciones p y q son independientes si se dan 
los cuatro casos posibles en su tabla de verdad. 


Si al menos uno de estos casos no puede darse se dice que son dependientes 
o que guardan entre sí una relación lógica. En esta sección se estudian las 
diferentes relaciones lógicas que pueden existir entre dos proposiciones. 


Ejemplo 8.9 La tabla de verdad de las proposiciones p y p > q es: 


PIP>9 19 
v v Y 
v F 3: 
ds v v 
F v E 


Se observa que el caso 4 está ausente: no puede darse que p y p — q sean simul- 
táneamente falsas. La ausencia de uno o más casos de los cuatro posibles caracteriza 
las dependencias lógicas que pueden darse entre dos proposiciones. 


8.7.1 Ausencia de uno de los casos posibles 


1. Si el caso 1 está excluído, las dos proposiciones no pueden ser simul- 
táneamente verdaderas, entonces se dice que son inconsistentes. 


Dos proposiciones se dicen inconsistentes si no pueden ser simul- 
táneamente verdaderas. 
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Ejemplo 8.10 Dadas dos proposiciones independientes p y q, se halla la tabla de 
verdad de las proposiciones p Ag y ((=p) Ag) V (PA (+9)) 


pla] EN[EN [rre (ERAN V (pa) 
VIV] PF |F IV F 
vVir|r|vl|er v 
PIv| v F F Vv 
Pr v |v lor F 


Se observa que las proposiciones p A q y ((=p) A q) Y (p A (749)) no pueden ser 
simultáneamente verdaderas: son inconsistentes. 


2. Si el caso 2 está excluído no puede darse que p sea verdadera y q falsa. 
Esto es, siempre que p sea verdadera también lo será q. Entonces se dice que 
p implica q. 


Si dos proposiciones p y q son tales que no puede ser p verdadera 
y 4 falsa se dice que p implica q. 


Ejemplo 8.11 Si p y q son dos proposiciones independientes, la tabla de verdad 
depVgypAges 


p|qalpAq|pva 
viv VA v 
vV|F F v 
PV F Vv 
F|F F F 


Se observa que no pueden ser p A q verdadera y p V q falsa simultáneamente, luego 
PAg implica pVq. 


3. Si el caso 3 está excluído, siempre que q sea verdadera también lo será 
p. Al igual que antes, se dice que q implica p. 


4. Si el caso 4 está excluído, las dos proposiciones no pueden ser simul- 
táneamente falsas. Entonces se dice que son subcontrarias. 


Si dos proposiciones p y q no pueden ser simultáneamente falsas, 
se dice que son subcontrarias. 
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Ejemplo 8.12 Si p y q son dos proposiciones independientes, las proposiciones p 
y P— q son subcontrarias. En efecto, su tabla de verdad: 


a |» |p>4 
viv ve 
viF| v 
PV F 
Pr] Y 


muestra que se dan todas las posibilidades lógicas menos el caso 4: no pueden ser 
Pp y p — q simultáneamente falsas. 


8.7.2 Ausencia de dos casos 


1. Si están excluídos los casos 2 y 3 las dos proposiciones son simultánea- 
mente verdaderas o falsas, entonces se dice que son equivalentes. Obsérvese 
que dos proposiciones equivalentes toman siempre el mismo valor de verdad. 


Dos proposiciones son equivalentes si toman siempre el mismo va- 
lor de verdad. 


Ejemplo 8.13 Las proposiciones (=p) V q y p — q son equivalentes. En efecto, su 
tabla de verdad es: 


pal lirnvalr—>a 
Viv] F V V 
vir|r F F 
FIv| v v v 
FP|F| Y v v 


Se observa que las columnas de los valores de verdad de (=p) V q y p — q son iguales. 


2. Si están excluídos los casos 1 y 4 las dos proposiciones no pueden ser 
simultáneamente verdaderas, ni simultáneamente falsas, entonces se dice que 
son contradictorias. Obsérvese que si dos proposiciones son contradictorias, 
cuando una es verdadera la otra es falsa y al revés. 


Dos proposiciones se dicen contradictorias si no pueden ser simul- 
táneamente verdaderas ni simultáneamente falsas. 
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Ejemplo 8.14 El ejemplo más simple de dos proposiciones contradictorias lo 
proporcionan p y =p. En efecto, su tabla de verdad es: 


p|-» 
vV|F 
PV 


Se observa que p y =p no pueden ser simultáneamente verdaderas ni simultánea- 
mente falsas, por lo tanto, son contradictorias. 


Las restantes posibles ausencias de dos casos suponen que una de las dos 
proposiciones es siempre verdadera o falsa y se consideran a continuación. 


8.7.3 Ausencia de tres casos 


Para que falten tres posibilidades lógicas es preciso que una de las propo- 
siciones sea siempre verdadera o siempre falsa. Esta observación introduce 
dos nuevos conceptos de interés: 

Una proposición que siempre es verdadera se denomina lógicamente ver- 
dadera o tautología. 


Una proposición se dice lógicamente verdadera o tautología si su 
valor es siempre V. 


Ejemplo 8.15 La proposición p V (=p) es una tautología. En efecto, en su tabla 
de verdad: 


p | >» || »v (Er) 
vV|F V 
F|vV v 


De manera análoga, hay proposiciones que son siempre falsas; se deno- 
minan lógicamente falsas o contradicciones. 


Una proposición se dice contradictoria o lógicamente falsa si su 
valor es siempre F. 
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Ejemplo 8.16 La proposición p A (=p) es lógicamente falsa. Su tabla de verdad 
es: 


p | >p || »A Ep) 
V|F F 
Flv F 


Ejercicios 

8.28 ¿Qué relación lógica existe entre las proposiciones p y p V 4? 

8.29 ¿Qué relación lógica existe entre las proposiciones p y (=p)? 

8.30 ¿Qué relación lógica existe entre las proposiciones p A q y (=p) V (=4)? 


8.31 Estudiar si existe alguna relación lógica entre las proposiciones p A (4) y 
(=p) M4. 


8.32 ¿Qué relación lógica existe entre las proposiciones p A q y pA (74)? 


8.8 Álgebra de proposiciones 


Las proposiciones de la Lógica tienen una estructura matemática semejante a 
la de los conjuntos. Esta similitud no debe extrañar; se puede considerar que 
cada conjunto A está definido por la proposición p que afirma: “el elemento 
zx pertenece a A”. En efecto; A está formado por los elementos para los que 
la proposición p es verdadera, 

Por ejemplo, el conjunto A de los números pares puede entenderse como 
el conjunto de los números z para los que es verdadera la proposición 


p= “zx es un número par” 


o cualquier otra proposición equivalente. 

No es difícil comprender que las proposiciones tienen las mismas pro- 
piedades que los conjuntos, sin otro cambio que traducir las operaciones de 
conjuntos a conectores de proposiciones. En la tabla 7.1 se muestran las 
equivalencias entre las operaciones con conjuntos y los conectores de propo- 
siciones. Por ejemplo, para cualquier conjunto A se cumple: 


(A) =A 
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Operación de conjuntos | Conector de proposiciones 
Unión Disyunción 
Intersección Conjunción 
Complementación Negación 
Igualdad Equivalencia 


tabla 8.1 equivalencias entre conjuntos y proposiciones 


Esta propiedad se traduce, en términos de proposiciones, a la propiedad: 
(=p) es equivalente a p 
Otro ejemplo; los conjuntos cumplen las leyes llamadas de Morgan, a saber: 


(AUB) = AN B* 


(AN B) =ASUB" 


entonces, por analogía, las proposiciones cumplirán: 


Leyes de Morgan de las proposiciones: 
A(p V q) es equivalente a (=p) A (=q) 


=(p A q) es equivalente a (=p) V (54) 


La demostración de la primera ley servirá de ejercicio. Basta hallar la tabla 
de verdad de =(p V q) y (=p) A (-9). 


»[a]>J=[6vd|p-Pvd[EnACO 
VIVIF|FT v F F 
viririv| v F F 
rPlvivir| yv P P 
Plrivlv| FP v v 


Se comprueba que las dos últimas columnas son iguales; luego las proposi- 
ciones =(p V q) y (=p) A (q) son equivalentes. 
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Ejemplo 8.17 Si pes la proposición “el paro disminuye” y q es la proposición “la 
inflación disminuye”, la proposición: 


No es cierto que el paro y la inflación disminuyan 


se simboliza por 
(pA4) 
Por la segunda ley de Morgan, esta proposición es equivalente a 


(=p) V (+4) 
que, con palabras, se dirá: 


El paro no disminuye o la inflación no disminuye 


Ejemplo 8.18 Si p es la proposición “hace frío” y q es la proposición “llueve”. Por 
la primera ley de Morgan, la proposición “no es cierto que no haga frío o llueva” 
(=((=p) V 4) es equivalente a “hace frío y no llueve” (p A (=4)). 


Muchas otras propiedades de las proposiciones pueden obtenerse sin más 
que traducir, de acuerdo con las equivalencias de la tabla 7.1, las propiedades 
de los conjuntos. Se tiene así un ahorro considerable de memoria, ya que lo 
aprendido para los conjuntos también es válido para las proposiciones. En 
la tabla 8.2 se muestran otros ejemplos de esa equivalencia. 


Propiedad de los conjuntos Propiedad de las proposiciones 
AUB=BUA pVq es equivalente a qVp 
ANB=BNA Pp Ag es equivalente a Ap 


AN(BUC)=(ANB)U(ANC) | pA (q Vr) es equivalente a (pA q) V(pAr) 
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)|pV(gAr) es equivalente a (pVg)A(pVr) 


tabla 8.2 otras equivalencias de conjuntos y proposiciones 


8.8.1 Ley de los contrarrecíprocos 


Entre las propiedades de las proposiciones tiene particular interés la ley de 
los los contrarrecíprocos, que afirma: 


(Ley de los contrarrecíprocos) 
Las proposiciones p => q y (q) — (=p) son equivalentes 
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Su demostración es simple: la tabla de verdad de las dos proposiciones es: 


Tar [60>En) 
VIViF|F| v V 
viririvi r F 
FIvivir| yv v 
Firivlv| v v 


Puesto que las dos últimas columnas son iguales,las proposiciones p => q y 
(+4) — (p) son equivalentes. 


Ejemplo 8.19 Si pes la proposición “nieva” y q es la proposición “hace frío”. Por 
la ley de los contrarrecíprocos, las proposiciones: p —> q (“si nieva, entonces hace 
frío”) y (59) = (=p) (“si no hace frío, entonces no nieva”) son equivalentes. 


Ejercicios 
8.33 Probar que las proposiciones (=p) V (=4)) y p A q son equivalentes. 
8.34 Hallar una proposición equivalente a (p — 9). 


8.35 Hallar la negación, o un enunciado equivalente, para cada una de las propo- 
siciones: 


(1)Es rico pero no es inteligente. 


(2)Ni es rico, ni es feliz. 


8.9 Razonamientos lógicamente válidos 


Además de la obtención del valor de verdad de una proposición compuesta 
a partir de los valores de sus proposiciones componentes, la lógica analiza la 
validez o no de un razonamiento. 

Se denomina, razonamiento a la afirmación de que cierta proposición, que 
se dice conclusión, se sigue (se deduce o se infiere) de otras proposiciones 
previas denominadas premisas. 

Un razonamiento es lógicamente válido si siempre que las premisas son 
verdaderas lo es la conclusión. Un razonamiento no válido se llama también 
falacia. 

Para probar la validez de un razonamiento se forma la tabla de verdad de 
las premisas y la conclusión, y se comprueba que siempre que las premisas 
toman el valor de verdad Y también la conclusión toma el valor V. 
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Los razonamientos suelen ordenarse del siguiente modo: 


premisas 


Ss conclusión 


donde el símbolo .'. acompaña a la conclusión y se lee “luego”. 
Por ejemplo, para analizar la validez del razonamiento: 


».b>q 
P 
q 


se forma su tabla de verdad: 


premisas | conclusión 
al» ]»>4 q 
vivi v v 
V|F v Vv 
piv| P P 
P|IF v F 


Se observa que siempre que las premisas p y p > q son verdaderas lo es la 
conclusión q. Por lo tanto, el razonamiento es lógicamente válido. 

Es muy importante notar que el razonamiento cuya validez acaba de 
probarse es un esquema de razonamientos o, como suele decirse, una regla de 
inferencia (q se infiere de p y p — q). Quiere esto decir que si se reemplazan 
P y 4 por proposiciones particulares, simples o compuestas, se obtiene un 
razonamiento válido. Por ejemplo, si p es la proposición “llueve” y q es “hay 
nubes en el cielo”, el razonamiento: 


Si llueve, entonces hay nubes en el cielo 
Llueve 
hay nubes en el cielo 


es lógicamente válido. 
Es de capital importancia entender que la validez de un razonamiento no 
guarda relación directa con la verdad de la conclusión. Así por ejemplo: 


Si un animal pone huevos entonces es un ave y vuela 
La tortuga pone huevos 
La tortuga es un ave y vuela 
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es un razonamiento lógicamente válido aunque su conclusión sea falsa. 


La validez de un razonamiento depende de su coherencia interna 
y no de la verdad de su conclusión. 


Ejemplo 8.20 El razonamiento: 


Si 16 es múltiplo de 4 entonces es par 
16 es par 
16 es múltiplo de cuatro 


no es válido, aunque la conclusión sea verdadera. 


Si p es la proposición “16 es múltiplo de 4” y q es la proposición “16 es par”, el 
razonamiento se simboliza por: 


PY 


Su la tabla de verdad será: 


premisas | conclusión 
Pl qa+Y Pp 
viv Vv Vv 
dl ld 
PIV| v F 
F|F v Pr 


Se observa que hay un caso en el que las premisas son ciertas y la conclusión falsa; 
el razonamiento es una falacia. 


El ejemplo anterior también muestra un procedimiento para probar que 
un razonamiento no es lógicamente válido. 


Para mostrar que un razonamiento no es válido basta encontrar un 
caso en el que las premisas sean verdaderas y la conclusión falsa. 
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Ejercicios 
8.36 Analizar la validez del razonamiento: 
r>(s>1) 


ES 
st 


8.37 Analizar la validez del razonamiento: 


8.38 Analizar la validez del razonamiento: 


Si a es primo, entonces es impar 
a no es primo 
a no es impar 


8.10 Reglas de inferencia 


Cualquier razonamiento puede analizarse siempre mediante la tabla de ver- 
dad correspondiente pero, si intervienen muchas proposiciones simples, este 
método puede resultar muy trabajoso. Por ello, es recomendable usar las 
reglas de inferencia que aseguran la validez de ciertos esquemas de razona- 
miento. 

A continuación se analizan algunas de las reglas más usadas. No está de 
más insistir en su carácter de esquemas de razonamientos: lo que afirma cada 
regla es que una estructura lógica produce siempre razonamientos válidos, 
cualesquiera que sean las proposiciones particulares que se sustituyan. 


8.10.1 “Modus ponendo ponens” 


Se llama así a la regla de inferencia (modus) que asegura que al afirmar 
(ponendo) el antecedente del condicional, se afirma (ponens) el consecuente. 
Su formulación simbólica es: 
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Regla 1. Modus ponendo ponens 


Pg 
P 
q 


La validez de esta regla se demuestra por la tabla de verdad: 


premisas | conclusión 
p>g 


ya < =p 
AS 
NS 


yy = po 


8.10.2 “Modus tollendo tollens” 


Se llama así a la regla de inferencia que asegura que si se niega (quitando: 
tollendo) el consecuente del condicional, se niega (quita: tollens) el antece- 
dente. 


Regla 2. Modus tollendo tollens 


Pp>4 
4 
=p 


La validez del Modus tollendo tollens se prueba mediante la tabla de verdad. 


premisas | conclusión 
p|ajp=>q|> 9 TR 
vivi v q Tal 
ll 14 e 
PIV| v P v 
PIP] Y |V v 
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Se comprueba que siempre que las premisas son ciertas lo es la conclusión, 
luego la regla es válida. 

Los ejemplos siguientes muestran razonamientos válidos, por ser casos 
particulares del modus tollendo tollens. 


Ejemplo 8.21 El razonamiento: 


Si zx es múltiplo de 4 entonces z es par 
zx no es par 
z no es múltiplo de 4 


es válido por ser un caso particular del modus tollendo tollens. 


Ejemplo 8.22 El razonamiento: 


(pAq)=r 
or 
>(pAg) 


es válido por ser un caso particular del modus tollendo tollens. 
Ejemplo 8.23 El razonamiento: 

(PA q) =(r Vs) 

>(r Vs) 

>(pAg) 


es válido por ser un caso particular del modus tollendo tollens. 


8.10.3 “Modus tollendo ponens” 


Es la regla de inferencia que asegura que si se afirma la disyunción de dos 
proposiciones y se niega una de éllas, se afirma la otra. 


Regla 3. Modus tollendo ponens: 


Pvq 
>P 
Y 
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Para demostrar la validez del modus tollendo ponens, basta formar la 
tabla de verdad. 


premisas | conclusión 
plalrval|-» q 
viv| v [FP Vv 
VIF|V | F 
FÍV| vV |v v 
F|F| F|V F 


Ejemplo 8.24 El razonamiento: 


Es muy trabajador o tiene mucha suerte 
No es muy trabajador 
Tiene mucha suerte 


es válido por ser un caso particular del modus tollendo ponens. 


Ejemplo 8.25 El razonamiento: 
(=9Vr 
or 
Pu 
es válido, por ser un caso particular del modus tollendo ponens. 


Ejemplo 8.26 El razonamiento: 


Ppv4q 


no es un caso particular del modus tollendo ponens. De hecho es un razonamiento 
falaz. Para comprobarlo se forma la tabla de verdad. 


premisas | conclusión 
pa ]ovala 7 
vivi v [v F 
V|F| v | 1d 
FIV| v |v v 
F|F| FP |P v 


En la primera línea se observa un caso en el que las premisas son verdaderas y la 
conclusión es falsa. 
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8.10.4 Ley del silogismo hipotético 


Regla 4. Ley del silogismo hipotético 
p=q 
q>or 
p=r 


Para demostrar la validez de la ley del silogismo hipotético, se forma la 
tabla de verdad. 


premisas conclusión 
pja|rip>ala>r| p>r 
viviv]| v v Y 
a F F 
V|PIV| FP V v 
VPLEI =P v F 
FIV|v| v Y v 
PIV|F| v Fr v 
F|F|V| v Vv v 
PLELE]| V v v 


Se comprueba que siempre que las premisas son verdaderas lo es la conclu- 
sión. 
Ejemplo 8.27 El razonamiento: 

Si el próximo domingo hace buen tiempo entonces iré al campo. 


Si el próximo domingo voy al campo entonces podaré los rosales. 
Si el próximo domingo hace buen tiempo entonces podaré los rosales. 


es válido por la regla del silogismo hipotético. 
Ejemplo 8.28 Para analizar la validez del razonamiento 
Pp 9 


q >>" 


=p =>r 
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se forma la tabla de verdad. 


premisas conclusión 


AS 
AS E 


»p>=4|q>>r| =p=>r 


SS 
oo de e 
e ds di 
XA ASES SÍ] 


En la quinta línea se observa que hay un caso en el que las premisas son verdade- 
ras y la conclusión falsa. Por lo tanto, el razonamiento no es lógicamente válido. 
Obsérvese que este razonamiento no es un caso particular de la ley del silogismo 
hipotético. 


Ejercicios 
8.39 Analizar la validez del razonamiento: 


Está enfermo o está enamorado. 
No está enfermo. 
Está enamorado 


8.40 Analizar la validez del razonamiento: 


Si llueve, florecerán los romeros. 
Si florecen los romeros, las abejas harán miel. 
Si llueve, las abejas harán miel. 


8.41 Analizar la validez del razonamiento: 


Cuando necesitas ayuda, me buscas. 
No me buscas. 
No necesitas ayuda. 


8.11 Deducciones en varios pasos 


Las cuatro reglas de inferencia estudiadas en la sección anterior tienen dos 
premisas. Sin embargo, puede presentarse el problema de analizar la validez 
lógica de una conclusión obtenida de más de dos premisas. El criterio de 
validez es siempre el mismo: la conclusión es lógicamente válida si es cierta 
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siempre que lo sean todas las premisas. Así, el primer procedimiento para 
probar la validez consiste en formar la tabla de verdad de las premisas y de 
la conclusión y comprobar que se verifica la definición anterior. 

Si las proposiciones simples que intervienen son más de tres, formar la 
tabla de verdad puede exigir mucho esfuerzo. Entonces, resulta conveniente 
aplicar sucesivamente las reglas de inferencia ya estudiadas, teniendo pre- 
sente las tres normas que siguen: 


1. Una premisa se puede introducir en cualquier paso de una deducción. 


2. Cada vez que se obtiene una conclusión lógicamente válida de varias 
premisas, puede ser usada a continuación junto con otras premisas o 
conclusiones válidas para obtener una nueva conclusión. 


3. Una premisa o conclusión válida obtenida puede ser sustituída por otra 
proposición lógicamente equivalente. 


Al proceso que partiendo de las premisas lleva a la conclusión a través 
de una serie de proposiciones intermedias según las normas anteriores se le 
llama deducción o demostración de la conclusión. 

Para analizar el razonamiento: “Si José ganó la carrera entonces Pedro 
fue el segundo o Ramón fue el segundo. Si Pedro fue el segundo, enton- 
ces José no ganó la carrera. Si Carlos fue el segundo entonces Ramón no 
fue el segundo. José ganó la carrera. Luego Carlos no fue el segundo”, se 
consideran las proposiciones: 


“José ganó la carrera” 
“Pedro fue el segundo” 
“Ramón fue el segundo” 
“Carlos fue el segundo” 


+. 30 


Con símbolos, el razonamiento se escribe: 


p=(9Vr) 
q >p 
Ss o r 


P 


as 


Como norma práctica, es conveniente numerar las proposiciones y anotar, 
cuando son conclusiones, de qué proposiciones proceden y en virtud de qué 
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reglas. 


() p=(9Vr) 


(2) q>->=p 

(3) s=>r 

(4) » 

(5) =p por ser equivalente a (4) 

(6) q se sigue de (2) y (5), Modus tollendo tollens 
(D) qvr se sigue de (1) y (4), Modus ponendo ponens 
(8) r se sigue de (6) y (7), Modus tollendo ponens 
(9) =s se sigue de (3) y (8), Modus tollendo tollens 


Por lo tanto, el razonamiento es válido. Como puede verse una deducción 
consiste en una serie de proposiciones que se siguen de las premisas por el 
hecho de ser equivalentes o por la aplicación de alguna regla de inferencia. 


Ejemplo 8.29 El razonamiento: 
(pVg) vr 
or 
4 
P 


el lógicamente válido. Su deducción puede ser: 


() Evgvr 


(2) -r 
(3) 4 
(4) pva se sigue de (1) y (2), Modus tollendo ponens 
(5) p se sigue de (3) y (4), Modus tollendo ponens 


Ejemplo 8.30 Para analizar la validez o no del razonamiento: 


“Si Juan es más alto que Pedro, entonces María es más baja que Alicia; María 
no es más baja que Alicia; si Juan y Luis tienen la misma estatura, entonces Juan 
es más alto que Pedro; luego Juan y Luis no tienen la misma estatura”. 


Se consideran las proposiciones p, y y r dadas por: 


Pp “Juan es más alto que Pedro” 
q “María es más baja que Alicia” 
r “Juan y Luis tienen la misma estatura” 
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Ahora, con símbolos, el razonamiento se escribe: 


PEN 
q 
r>p 


or 


Una deducción que muestra su validez es la siguiente: 


pg 

q 

r=p 

=p se sigue de (1) y (2), Modus tollendo tollens 
or sesigue de (3) y (4), Modus tollendo tollens 


Cuestiones de repaso 


8.1 Si la proposición p es falsa, entonces la proposición p A q cumplirá: 
a) Es falsa. 
b) Es verdadera. 


<) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.2 Si p es la proposición “la abeja es un ser admirable”, q es la proposición “la 
abeja es un ser utilísimo” y r es la proposición “la abeja es un ser dócil”, entonces la 
proposición compuesta “la abeja es un ser admirable y utilísimo, pero no es dócil”, 
se representa por: 


a) (pVg)A(=r) 
b) pAqAr 
e) PAgA(ar) 


8.3 Si la proposición p es verdadera, la proposición >(p Ag) será: 
a) Verdadera. 
b) Falsa. 


c) Su valor de verdad depende del valor de q. 


8.4 Si la proposición ((=p) V q) es verdadera, se cumple: 
a) pes verdadera y q es falsa. 
b) p es falsa y q es verdadera. 


€) p y q son verdaderas. 
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8.5 Si p es verdadera, la proposición p A q cumple: 
a) Es falsa. 
b) Es verdadera. 


c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.6 Si p es falsa, la proposición (=p) V q 
a) Es falsa. 
b) Es verdadera. 


c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.7 Si p es falsa, la proposición (=p V 4): 
a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


c) Su vaior de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.8 Si p es falsa, entonces la proposición =(p V 4): 
a) Es falsa. 
b) Es verdadera. 


e) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.9 ¿Qué valor de verdad toma la proposición (=p) A(=4) cuando la proposición p 
es falsa? 


a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


c) Es verdadera o falsa según sea el valor de verdad de q. 


8.10 ¿Qué valor de verdad tiene la proposición (p A 9) Ar si la proposición p es 
falsa? 


a) Es falsa. 
b) Es verdadera. 


e) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q y de r. 
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8.11 Si la proposición p es verdadera, la proposición =(p V q) será: 
a) Verdadera. 
b) Falsa. 


ce) Su valor de verdad depende del valor de q. 


8.12 ¿Qué valor toma la proposición (=(p A q)) V r cuando p es verdadera y q es 
falsa? 


a) Verdadera. 
b) Falsa. 
c) Depende del valor de r. 
8.13 Si la proposición p A (-q) es verdadera, la proposición q será: 
a) Verdadera. 
b) Falsa. 
c) Depende del valor de p. 
8.14 Si la proposición —(p V q) es verdadera, se cumple: 
a) pes falsa. 
b) pes verdadera. 
c) q es verdadera. 
8.15 Si la proposición =(p A q) es falsa, se cumple: 
a) pes verdadera. 
b) p es falsa y q es verdadera 


€) pes verdadera y q es falsa. 


8.16 Si la proposición (=p) V (q) es verdadera, entonces se cumple: 
a) pes falsa y q verdadera. 
b) q es falsa y p verdadera. 
c) Alguna de las proposiciones p ó q es falsa. 

8.17 Si la proposición p A q es verdadera, la proposición p V q será: 
a) Verdadera. 
b) Falsa. 


c) Puede ser verdadera y puede ser falsa. 
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8.18 Si la proposición ((=p) V q) es verdadera, se cumple: 

a) p es verdadera y q es falsa. 

b) p es falsa y q es verdadera. 

c) p y q son verdaderas. 
8.19 ¿Qué valor de verdad toma la proposición =((=p) V 4) cuando la proposición 
pes falsa? 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 
8.20 ¿Qué valor de verdad toma la proposición =(p V q) cuando la proposición =p 
es falsa? 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 


c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 


8.21 Si la proposición p es falsa, la proposición ((=p) V (>4)) cumple: 
a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 
c) Su valor de verdad depende del valor de q. 
8.22 Si se designa por p a la proposición “José está contento” y por q a la pro- 


posición “José canta”, entonces la proposición compuesta “siempre que José canta, 
está contento” se simboliza por: 


a) pvg 
b) p=9 
)4=p 
8.23 Si pes la proposición Alicia me dice “no”, q es la proposición siento mi corazón 


afligido, entonces la proposición compuesta siento mi corazón afligido cuando Alicia 
me dice “no”, se simboliza por: 


a) p=4 
b)a=p 
)rog 
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8.24 Si la proposición p es falsa, entonces la proposición (=p) > q: 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

e) Su valor de verdad depende del valor de q. 
8.25 Si las proposiciones p y g no pueden ser simultáneamente falsas, decimos que 
son: 

a) Concordantes. 

b) Equivalentes. 

c) Ninguna de las anteriores es cierta. 
8.26 Si siempre que la proposición p es verdadera lo es la proposición q, decimos 
que: 

a) pimplica q. 

b) De p se deduce q. 

c) q está contenida en p. 
8.27 Si p es falsa, la proposición p — q: 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q. 
8.28 ¿Qué valor de verdad toma la proposición (=p) — (24) cuando la proposición 
p es falsa? 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

c) Su valor de verdad depende del valor de verdad de q 
8.29 ¿Qué valor de verdad toma la proposición (=p) — q cuando la proposición q 
es falsa? 

a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

€) Depende del valor de verdad de p. 
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8.30 ¿Qué valor de verdad toma la proposición (p = q) A q cuando la proposición 
pes falsa? 


a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


e) Su valor de verdad depende del valor de q. 


8.31 Si la proposición (p — q) Ap es verdadera, entonces q: 
a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


€) No puede saberse su valor de verdad. 


8.32 Si la proposición p es verdadera y la proposición y es falsa, la proposición 
(=p) Y q cumplirá: 


a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


c) Su valor de verdad depende del valor de q. 


8.33 Si p es verdadera y (p => q)Y p es falsa, se cumple: 
a) q es verdadera. 
b) q es falsa. 


e) El valor de verdad de q no puede deducirse, 


8.34 Si la proposición q es falsa, entonces la proposición (=p) — (4) 
a) Es verdadera. 
b) Es falsa. 


€) Depende del valor de verdad de p. 


8.35 La proposición (p A q) = (p V q), cumple: 
a) Siempre es verdadera. 
b) Siempre es falsa. 


c) Unas veces es verdadera y otras falsa, según sean p y q- 


Cuestiones de repaso 541 


8.36 ¿Qué valor de verdad toma la proposición (=p) > q cuando la proposición p 
es falsa? 


a) Es verdadera. 

b) Es falsa. 

c) Depende del valor de verdad de q. 
8.37 Si la proposición p «— (-q) siempre es verdadera, ¿qué valores de verdad 
tomarán las proposiciones p y q?: 

a) p será verdadera y q será falsa. 

b) q será verdadera y p será falsa. 


c) p y q serán contradictorias. 


8.38 De las proposiciones p y p V q, puede decirse que: 
a) Son inconsistentes. 
b) Son subcontrarias. 
c) pimplica pVg. 
8.39 Si dos proposiciones p y q no pueden ser simultáneamente falsas, decimos que 
son: 
a) Contradictorias. 
b) Inconsistentes. 
e) Subcontrarias. 
8.40 Si pes la proposición “el encausado es culpable de estafa” y q es la proposición 


“el encausado es culpable de hurto”, la proposición compuesta “el encausado es 
culpable de hurto pero no de estafa” se simboliza por: 


a) (=p)Mqg 
DB) (59) Ap 
e) PV (9) 


8.41 La proposición contraria de la proposición “todos los encausados son culpa- 
bles” es: 


a) “todos los encausados son inocentes” 
b) “algunos encausados son culpables” 


€) “algunos encausados son inocentes” 
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8.42 La proposición p V (=p) siempre es: 
a) Contradictoria. 
b) Tautología. 


c) Lógicamente válida. 


8.43 Una proposición se dice lógicamente falsa si se cumple que: 
a) Todo razonamiento basado en élla es falso. 
b) Es una falacia. 
e) Es siempre falsa. 
8.44 Si p es la proposición “el encausado es culpable de estafa” y q es la proposición 


“el encausado es culpable de hurto”, la proposición compuesta “el encausado ni es 
culpable de hurlo ni de estafa” se simboliza por: 


a) (=p) (59) 
») (54) Ap 
e) (=p) V (+4) 


8.45 Si p implica q y p es verdadera, se cumple: 
a) q es verdadera. 
b) q es falsa. 


c) q puede ser verdadera y puede ser falsa. 


8.46 Si p implica q y q es verdadera, se cumple: 

a) pes verdadera. 

b) p es falsa. 

c) p puede ser verdadera y puede ser falsa. 
8.47 Si pes la proposición “el encausado es culpable de estafa” y q es la proposición 
“el encausado es culpable de hurto”, la proposición compuesta “el encausado no es 


culpable de ninguno de los dos cargos (estafa y hurto) que se le imputan” se simboliza 
por: 


a) =pV 
b) =(pAq) 
e) (=p) A (+4) 
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8.48 Si p y q son falsas, ¿qué valor de verdad tiene la proposición (=p) V q) Ar ? 
a) Verdadero. 
b) Falso. 


c) Depende del valor de r. 


8.49 Si p es una tautología y q es contradictoria, la proposición p — q es: 
a) Verdadera. 
b) Falsa. 
c) Unas veces verdadera y otras falsa. 
8.50 Si pes la proposición “el encausado es culpable de estafa” y q es la proposición 


“el encausado es culpable de hurto”, la proposición compuesta “si el encausado es 
culpable de hurto, entonces es culpable de estafa” se simboliza por: 


a) p=4 
b) =p 
)p 9 


Soluciones 
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Ejercicio 8.1 Las oraciones: 
—La ciudad de Burgos tiene más de cien mil habitantes. 
—La Alcarria es una tierra pobre y hermosa. 


enuncian algo que puede ser juzgado como cierto o falso; por lo tanto, son 
proposiciones. 
Las oraciones: 


=¡Viva mi dueño! 
—Ponte tu vestido rojo, ése que tanto me gusta. 


no enuncian ningún hecho; expresan un deseo o una orden; no son proposi- 
ciones. 


Ejercicio 8.2 La oración: 


Cada vez que, caída ya la tarde, contemplo mi vieja Sigiienza, se me 
encoge el corazón. 


es una proposición; afirma algo que puede ser juzgado como verdadero o 
falso. 
La oración: 


—No aprenda estas oraciones de memoria. 


es imperativa; no afirma nada. Por lo tanto, no es una proposición. 
La oración: 
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—El rumor y el ir y venir incesante de las abejas. 
tampoco afirma nada. Otra cosa sería si la oración fuese 


-En primavera, me adormece el rumor y el ir y venir incesante de las 
abejas. 


que sí es proposición. 


Ejercicio 8.3 La definición es errónea. Para que una oración sea proposición 
no es preciso que siempre sea verdadera o siempre falsa. Puede ocurrir que 
unas veces sea verdadera y otras veces falsa. Para que una oración sea 
proposición es preciso que siempre tenga uno de esos valores. 


Ejercicio 8.4 El enunciado compuesto “La lógica es fácil y divertida” emplea 
el conector y, que expresa que ambas afirmaciones se dan simultáneamente. 


La lógica es fácil y la lógica es divertida 
qa 


simple simple 


El enunciado “Es un hombre duro pero cariñoso” emplea el conector pero que 
equivale a y. La frase indica que el hombre tiene dos características simul- 
táneas. Desde el punto de vista del estilo, el “pero” añade una valoración 
positiva de la segunda característica. La lógica no toma en consideración 
estas valoraciones. 


Es un hombre duro pero es un hombre cariñoso 
E a 


simple simple 


El enunciado “o está enfermo o está enamorado” emplea el conector o...o. 
Esta proposición expresa que uno de los enunciados simples es verdadero y 
el otro falso. 

O está enfermo o está enamorado 


simple simple 


Ejercicio 8.5 El enunciado “Platero es suave y peludo” se forma a partir 
de los enunciados simples “Platero es suave” y “Platero es peludo” mediante 
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el conector y. Esta proposición afirma que Platero tiene dos cualidades: ser 
suave y ser peludo. 


Platero es suave y Platero es peludo 
A _-—____—o 
simple simple 


La sentencia “si voy al pueblo, labraré la vega” es equivalente a: 


Si voy al pueblo, entonces labraré la vega 
o Á——— 


simple simple 


En esta versión aparece con claridad el conector del enunciado. Es un enun- 
ciado condicional, el conector es si ..., entonces .... Expresa que si la 
primera proposición es verdadera, también lo será la segunda (obsérvese que 
la afirmación que acabamos de hacer también es condicional). En la sec- 
ción 7.5 se precisa la interpretación que hace la lógica matemática de los 
enunciados condicionales. 


Ejercicio 8.6 a) Si se consideran las proposiciones simples: p: “el acusado 
es culpable del primer cargo” y q: “el acusado es culpable del segundo cargo”, 
entonces la proposición “el acusado es inocente del primer cargo” niega que 
p sea verdadera. Es la negación de p. Su estructura es “no p”. 

La proposición compuesta “el acusado es inocente del primer cargo y 
culpable del segundo” se forma conectando las proposiciones “no p” y 4, 
mediante la conjunción y. Se crea así una nueva oración que afirma la verdad 
simultánea de ambas proposiciones. Su estructura es “(no p) y q” 


b) Si se consideran las proposiciones simples: p: “el acusado es culpable 
del primer crimen” y q: “el acusado es culpable del segundo crimen”, enton- 
ces la proposición “el acusado es culpable de ambos crímenes” afirma que 
tanto p como q son verdaderas. Su estructura es “p y q”. Por el contrario, 
la proposición “no es cierto que el acusado sea culpable de ambos críme- 
nes” niega que “el acusado es culpable de ambos crímenes” sea verdad. Su 
estructura es “no (p y q)”. 


Ejercicio 8.7 


Si no es Bernardo del Carpio entonces será Muza el de Granada 
A A KÁKÁKÁX<A 


simple simple 
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Este enunciado emplea dos conectores: el condicional si ..., entonces ... y 
la negación no, que modifica el sentido de la primera proposición simple. 


Si un número es múltiplo de cuatro entonces es un número par 
A A A) 


simple simple 


Ejercicio 8.8 a) Las proposición “si me cobráis la borrega, cenaréis leche y 
hogaza; y si no me la cobráis cenaréis de mi cayada” puede descomponerse 
en las proposiciones más simples: 


p “cobráis la borrega” 

q “cenaréis leche” 

r “cenaréis hogaza” 

s “cenaréis de mi cayada” 


La proposición “cenaréis leche y hogaza”, se forma a partir de las proposi- 
ciones q y r por medio del conector y. Su estructura es “g y r”. 


La proposición “si me cobráis la borrega, cenaréis leche y hogaza” se forma 
a partir de la proposición simple p y de la compuesta “q y r” mediante el 
conector condicional. Su estructura es “si p, entonces q y r”. 


La proposición “no me la cobráis, se forma a partir de p mediante el conector 
negación. Su estructura es “no p”. 


La proposición “si no me la cobráis, cenaréis de mi cayada”, se forma a 
partir de “no p” y de s mediante el conector condicional. Su estructura es 
“si no p, entonces s”. 


Por último, la proposición completa: “Si me cobráis la borrega, cenaréis leche 
y hogaza; y sino me la cobráis cenaréis de mi cayada”, se forma conectando 
la proposición compuesta “si p, entonces g y r” con la proposición, también 
compuesta, “si no p, entonces s” mediante la conjunción y. Su estructura es 
“(si p, entonces q y 7) y (si no p, entonces sy. 


b) Si se consideran las proposiciones simples: 


p “en la Alcarria, reina la abeja” 
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q “en la Alcarria, la abeja bebe de todas las fuentes” 


r “en la Alcarria, la abeja visita todas las flores de romero” 


La proposición compuesta “en la Alcarria, reina la abeja y no hay fuente de 
la que no beba ni flor de romero que no visite” afirma que en la Alcarria se 
cumple, simultáneamente, los tres enunciados simples: es la conjunción de 


los tres enunciados. Su estructura es “p y q y 7”. 


Ejercicio 8.9 Ante todo debe entenderse bien el alcance de la afirmación 
“todos los escoceses son ahorradores”, basta que un solo escocés no sea 


ahorrador para que sea falsa. Por lo tanto, las oraciones: 


(1) No todos los escoceses son ahorradores. 


(3) Es falso que todos los escoceses sean ahorradores. 


(4) Algunos escoceses no son ahorradores. 
(6) Hay escoceses que no son ahorradores. 


equivalen a su negación. 


Ejercicio 8.10 La tabla que sigue: 


proposición traducción 
Ella es rubia e inteligente pAq 
Ella es rubia pero no es inteligente PA(-9) 
Es falso que ella sea rubia e inteligente =(pAq) 
No es cierto que ella sea rubia o inteligente | (pVq) 
Ella no es rubia o es rubia e inteligente =pV (pAg) 
Ella ni es rubia ni es inteligente Ena) 


muestra la traducción simbólica de las proposiciones. 
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Ejercicio 8.11 La tabla que sigue: 


proposición traducción 

pAq hace frío y llueve 
q no llueve 

Ppvq hace frío o llueve 


(=p) V q | no hace frío o llueve 
(=p) A q | no hace frío y llueve 
(=p) A (79) | no hace frío y no llueve 

=>p hace frío 


muestra la traducción a oraciones de las proposiciones definidas mediante 
símbolos. 


Ejercicio 8.12 Solución: 


pr | -pvEn) 


SS 
SAS 


== ma 
AS 


332“ 


Ejercicio 8.13 Solución: 


PM || (=p nd) 


SS 
y =>" =|o 


<=» md 
33". 


<<< 


Ejercicio 8.14 La proposición: “z e y son pares” se traduce por pA q, luego 
la tabla de verdad será: 


qa|>(pAg) 


AS 
SS 
ES a 


<=<<>" 
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puesto que “no es cierto que z e y sean pares” se traducirá por =(p A q). 


Ejercicio 8.15 Solución: 


2 Ta] alrra[ Ev EVEN (AD) 
VIV|P|F|V F V 
virir|ivl or v v 
FIvivi|r| er v v 
Fir|iviv| P v v 


Ejercicio 8.16 La traducción al lenguaje simbólico aparece en la tabla si- 
guiente: 


x es impar >p 

si x es par, entonces z +1 es impar p> q 
si +1 no es par, entonces x es par |-q>P 
alguno de los números x, z +1 es par|pVg 


Ejercicio 8.17 Solución: 


p]a [=p ]paq[-(pn9) | Ep) > lp 9) 
VIv|F| v F V 
vir |r| Pr v v 
Plviv| F v v 
Flriv| Fr v v 


Ejercicio 8.18 Solución: 


pag]rval (20) >(Pva) 


a y <= <a 
NES 


IS 
<==< 
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Ejercicio 8.19 Solución: 


p[a|=p[ova]-vo0 [Cr)—-Pvg 
VIV|F|V F Vv 
VIF|F|V F v 
Flviv| v F F 
F|P|V|F V V 
Ejercicio 8.20 Solución: 
2 |abevd|EAACI | PV) ERA 
Vivi F F V 
V|P| F F V 
F|IV F F v 
F|F| y vo | v 
Ejercicio 8.21 Solución: 
»p|a | EprilENrr (ERAN (CDAD) 
VIV F F V 
vV|F F VA v 
PIV v F F 
P|F| F F VA 
Ejercicio 8.22 Solución: 
plajpeoa[-lp>g 
viv v F 
V|P| P Vv 
FIV F v 
F|F| y F 
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Ejercicio 8.23 Solución: 


Levo [En Cy | -2v0 > (6RACD) 


y <|s 
NOS 
<=.” 
<<» ”» 
<= << 


Ejercicio 8.24 Solución: 


p]al[r[Ipna[aari(pad) o (any) 
vVivivi| v | v V 
viv|r| v | F F 
virlv| FO] PF v 
V|F|F| FO | P v 
Flviv| FPIv F 
FPIV|F| F|F v 
FÍPIV| PO |F v 
FÍF|P| FO | PF VA 


Ejercicio 8.25 Solución: 


aC [COCHA OS (EDAD) 
VIv| F F V 
vir| F v F 
PIv| v F F 
P|F| FP F v 
Ejercicio 8.26 Solución: 
pa ]rYa[ >» | (2v4) > (=») 
VIv| F IF V 
vir|v | F 
Flv| v |v v 
F|F| F|V F 
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Obsérvese que (pYg) + (=p) sólo es verdadera cuando q es verdadera. 


Ejercicio 8.27 Solución: 


2 [a] >] 0]. CEIM] 
VIVIF|FT V V F 
viririv| er F F 
rPlvivierl| or F F 
Flriviv| y v F 


Ejercicio 8.28 Solución: 


p|rvala 
viv [v 
Viv e 
FI Vv [v 
F| FO |F 


Falta el caso 2. Por lo tanto, p implica p V q. 


Ejercicio 8.29 Solución: 


| -(») | 
v 
F 


a | 


Faltan los casos 2 y 3, luego p y =(=p) son equivalentes. 


Ejercicio 8.30 Solución: 


plal>p|=a [pra nv) 
Vivir rv F 
VirirIvlr v 
Plvivierlr v 
Flr vivir v 


Faltan los casos 1 y 4; son proposiciones contradictorias. 
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Ejercicio 8.31 Solución: 


TrTa Trapo] Cr. 
VIV|FIFI| F F 
viririvi v F 
rlvivir| v 
rlrlviv| P 


Falta el caso 1; son proposiciones inconsistentes. 


Ejercicio 8.32 Solución: 


pa ]>allpralont) 
VIVIF Iv F 
viriv| r v 
Pivirlr F 
rr |v| » P 


Falta el caso 1; son proposiciones inconsistentes. 


Ejercicio 8.33 Un razonamiento directo: por las leyes de Morgan, la pro- 
posición ((=p) V (5q)) es equivalente a (=(=p)) A (=(74)). Ahora, =(=p) 
y p son equivalentes; de igual manera =(=q) y q también son equivalentes, 
luego (=(=p)) A (-(79)) es equivalente a p A q. 

También puede demostrarse mediante las tablas de verdad. 


Ejercicio 8.34 La proposición p A (q) es equivalente a -(p => q). Para 
comprobarlo se forma la tabla de verdad. 


p]al-a ral 0) 
vivir] v F F 
viriv| P v V 
FPIV|F| v F F 
Fr IvV| v P F 


Ejercicio 8.35 Si p es la proposición “es rico” es la proposición “es 
prop y q 
inteligente”, la proposición compuesta “es rico pero no es inteligente” se 
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representa por pA(-4). Su contraria =(pA(=q)) es equivalente, por las leyes 
de Morgan, a (5p) V q; esto es: “no es rico o es inteligente”. 
Ñ 
La solución es análoga a la anterior. La negación de “ni es rico ni es 


feliz” es “es rico o es feliz”. 


Ejercicio 8.36 Solución: 


premisas conclusión 
ris[tls>tr>=(s>=0|7 s>ot 
viviv v v v v 
vivir F P v F 
V|P|V v Vv v v 
V|F|FP v v v Ne 
PLVW IV v v F VÁ 
FPÍV|F F v F E 
P|ÍF|V| yv Vv F v 
F|F|F v 14 F v 


Se observa en la tabla que si las premisas son verdaderas, la conclusión es 
verdadera; el razonamiento es lógicamente válido. 


Ejercicio 8.37 Es una caso particular de la regla modus ponendo ponens, 


P=>4q 
Ed 
yl 


(basta reemplazar p por (57) => s y q por t => u); por lo tanto, el razona- 
miento es lógicamente válido. 


Ejercicio 8.38 Si p es la proposición “a es primo” y q es la proposición “a 
es impar”, el razonamiento se simboliza por 


p>4 
>p 
q 
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La tabla de verdad es: 


premisas | conclusión 
p|ajp—al=p| 4 
viv| v [FP F 
V|P| P |P VA 
F|IV Y Vv F 
FP|F v v v 


Hay un caso en el que las premisas son verdaderas y la conclusión falsa; el 
razonamiento no es válido: es una falacia. 


Ejercicio 8.39 Es válido, por la regla “modus tollendo ponens”. En efecto, 
si pes la proposición “está enfermo” y q es la proposición “está enamorado”, 
el razonamiento se simboliza por: 


Ppvq 
7P 
q 


Ejercicio 8.40 Es válido, por la regla del “silogismo hipotético”. Para 
comprobarlo basta sustituir p por la proposición “llueve”, q por “florecerán 
los romeros” y r por “las abejas harán miel”. 


Ejercicio 8.41 Es válido, por la regla del “modus tollendo tollens”. Para 
comprobarlo basta sustituir p por la proposición “necesitas ayuda” y q por 
la proposición “me buscas”. 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 8.1 La respuesta correcta es a. La proposición pA q es verdadera 
sólo si p y q son verdaderas. Luego, si p es falsa, p A q será falsa. 


Cuestión 8.2 La respuesta correcta es c. La proposición “la abeja es un ser 
admirable y utilísimo, pero no es dócil” afirma tres cualidades de la abeja: 
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ser admirable, ser utilísima y no ser dócil; por lo tanto, se simboliza por 
PAgA (7). 


Cuestión 8.3 La respuesta correcta es c. Si p es verdadera, el valor de 
verdad de pAq depende de cómo sea q; si q es verdadera, pAq será verdadera, 
mientras que si q es falsa, p A q será falsa. Por lo tanto, el valor de verdad 
de =(p A q) depende del valor de verdad de q. 


Cuestión 8.4 La respuesta correcta es a. Si la proposición A((=p) V q) es 
verdadera, la proposición (=p) V q será falsa; luego =p y q serán falsas, lo 
que significa que p es verdadera y q falsa. 


Cuestión 8.5 La respuesta correcta es c. Si p es verdadera, la proposición 
PAg será verdadera cuando q lo sea y falsa cuando q sea falsa. Por lo tanto, 
depende del valor de verdad de q. 


Cuestión 8.6 La respuesta correcta es b, Si p es falsa, la proposición =p es 
verdadera. Por lo tanto, (=p) V q es verdadera. 


Cuestión 8.7 La respuesta correcta es b. Si p es falsa, la proposición =p es 
verdadera. Por lo tanto, (=p) V q es verdadera, luego ((=p) V q) es falsa. 


Cuestión 8.8 La respuesta correcta es c. Si p es falsa, el valor de verdad de 
PV q depende del valor de verdad de q: si q es verdadera, pV q será verdadera; 
mientras que si q es falsa, p V q será falsa. Por lo tanto, el valor de verdad 
de =(p V q) depende del valor de verdad de q. 


Cuestión 8.9 La respuesta correcta es c. Si p es falsa, la proposición =p es 
verdadera; por lo tanto, el valor de verdad de (=p) A (+4) depende del valor 
de verdad de q, ya que para que la conjunción sea verdadera es preciso que 
las dos proposiciones que se conjuntan lo sean. 


Cuestión 8.10 La respuesta correcta es a. Si p es falsa, la conjunción pAg 
será falsa. Por lo tanto, la conjunción (p A q) A r también será falsa. 
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Cuestión 8.11 La respuesta correcta es b. Si p es verdadera, la disyunción 
pV q será verdadera. Por lo tanto, =(p V q) será falsa. 


Cuestión 8.12 La respuesta correcta es a. Si q es falsa, la proposición pAq 
es falsa. Por lo tanto, =(p A q) es verdadera y (=(p A q)) V r será verdadera. 


Cuestión 8.13 La respuesta correcta es b. Si la proposición p A (=q) es 
verdadera, p y 4 serán verdaderas. Luego q será falsa. 


Cuestión 8.14 La respuesta correcta es a. Si =(p V q) es verdadera, p V q 
será falsa. Por lo tanto, p y q serán falsas. 


Cuestión 8.15 La respuesta correcta es a. Si (pAq) es falsa, la proposición 
pAqes verdadera. Luego p y q son verdaderas; en particular, p es verdadera. 


Cuestión 8.16 La respuesta correcta es c. Si (=p) V (24) es verdadera, lo es 
alguna de las proposiciones =p ó 4. Por lo tanto, alguna de las proposiciones 
Pp ó q debe ser falsa. Obsérvese que, aunque puede asegurarse que alguna de 
las proposiciones p ó q es falsa, no puede garantizarse ni que sea p ni que sea 


q. 


Cuestión 8.17 La respuesta correcta es a. Si pA q es verdadera, entonces 
p y q son verdaderas. Por lo tanto, p V q será verdadera. Obsérvese que no 
puede ser p A q verdadera y p V q falsa, es decir que p A q implica p V q. 


Cuestión 8.18 La respuesta correcta es a. Si ((=p) V q) es verdadera, la 
proposición (=p) V q es falsa. Por lo tanto, =p y q son falsas. Luego p es 
verdadera y q falsa. 


Cuestión 8.19 La respuesta correcta es b. Si p es falsa, =p es verdadera. 
Por lo tanto (=p) V q es verdadera y =((=p) V 4) falsa. 


Cuestión 8.20 La respuesta correcta es b. Si =p es falsa, p es verdadera. 
Luego p V q es verdadera y =(p V 4) es falsa. 
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Cuestión 8.21 La respuesta correcta es b. Si p es falsa, =p es verdadera. 
Luego (=p) V (-4) es verdadera y ((=p) V (9)) es falsa. 


Cuestión 8.22 La respuesta correcta es c. La proposición es condicional, 
afirma que si se da q también se dará p. 


Cuestión 8.23 La respuesta correcta es a. La proposición es un condicional. 
Su estructura es: “si Alicia me dice no, entonces siento mi corazón afligido”. 


Cuestión 8.24 La respuesta correcta es c. Si p es falsa, =p es verdadera. 
Luego el valor de verdad de (=p) — q depende del valor de verdad de q: si q 
es verdadera, (=p) — q será verdadera; mientras que si q es falsa, (=p) > q 
será falsa. 


Cuestión 8.25 La respuesta correcta es c. Si dos proposiciones no pueden 
ser simultáneamente falsas se denominan subcontrarias. Ver la sección 8.7 
que trata de las relaciones lógicas entre proposiciones. 


Cuestión 8.26 La respuesta correcta es a. Ver la sección 8.7 que trata de 
las relaciones lógicas entre proposiciones. 


Cuestión 8.27 La respuesta correcta es a. Por la definición del condicional, 
si p es falsa la proposición condicional p — q es verdadera. 


Cuestión 8.28 La respuesta correcta es c. Si p es falsa, la proposición =p 
es verdadera. Por lo tanto, (=p) > (q) depende del valor de verdad de q: 
si q es verdadera, (=p) = (q) será falsa y, si q es falsa, (=p) => (4) es 
verdadera. 


Cuestión 8.29 La respuesta correcta es c. Si q es falsa, la proposición 
(=p) — q depende del valor de verdad de p: si p es verdadera, entonces 
(=p) — q es verdadera, mientras que si p es falsa, (=p) — q es falsa. 
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Cuestión 8.30 La respuesta correcta es b. Si p es falsa, la proposición p>oq 
será falsa si q es verdadera y verdadera si q es falsa; luego en cualquier caso, 
tanto si q es verdadera como si es falsa, la proposición (p + q) A q es falsa. 


Cuestión 8.31 La respuesta correcta es a. Si (p > q) A p es verdadera, las 
proposiciones (p + q) y p son verdaderas; por lo tanto, q debe ser verdadera. 


Cuestión 8.32 La respuesta correcta es b. Si la proposición pes verdadera, 
p será falsa. Puesto que q también es falsa, =p y q tienen el mismo valor 
de verdad. Por consiguiente, (=p)Yg es falsa. 


Cuestión 8.33 La respuesta correcta es a. Si p es verdadera, para que 
(p + 4) Y p sea falsa es preciso que p > q sea verdadera. Por lo tanto, q será 
verdadera. 


Cuestión 8.34 La respuesta correcta es a. Si q es falsa, =q es verdadera. 
Entonces el condicional (=p) — (=q) es verdadero, con independencia del 
valor de p. 


Cuestión 8.35 La respuesta correcta es c. Si p es verdadera y 4 es falsa, la 
proposición pA q es falsa y pV q es verdadera; por lo tanto, (p A 4) =(pvq) 
es falsa. Si p es verdadera y q es verdadera, pA q y pV q son verdaderas; 
luego (p A q) + (p V q) es verdadera. Se tiene que el valor de verdad de 
(PA q) => (pV q) depende de los valores que tomen p y q. 


Cuestión 8.36 La respuesta correcta es c. Si la proposición p es falsa, =p 
será verdadera. Entonces, (=p) — q será verdadera o falsa según cual sea 
el valor de verdad de q: si q es verdadera, (=p) — q es verdadera, mientras 
que, si q es falsa, (=p) — q será falsa. 


Cuestión 8.37 La respuesta correcta es c. Si la proposición p + (=q) 
siempre es verdadera, o bien p es verdadera y q falsa, o bien p es falsa y q 
verdadera. Por lo tanto, p y q no pueden ser simultáneamente verdaderas o 
simultáneamente falsas; p y q son contradictorias (ver la subsección 8.7.2). 
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Cuestión 8.38 La respuesta correcta es c. La tabla de verdad de las dos 
proposiciones es: 


al» [ova 
vivi v 
vir|v 
rlv| yv 
PIA| P 


luego no puede darse que p sea verdadera y pVq falsa. Por lo tanto, p implica 
q (ver la subsección 8.7.1). 


Cuestión 8.39 La respuesta correcta es c. Dos proposiciones que no pue- 
den ser simultáneamente falsas se denominan subcontrarias (ver subsec- 
ción 8.7.1). 


Cuestión 8.40 La respuesta correcta es a. La proposición “el encausado es 
culpable de hurto pero no de estafa” es la conjunción de dos proposiciones 
más simples: “el acusado no es culpable de estafa” y “el acusado es culpable 
de hurto”. Luego se simbolizará por (=p) Aq- 


Cuestión 8.41 La respuesta correcta es c. El enunciado “todos los en- 
causados son culpables” afirma el cumplimiento simultáneo de una serie de 
proposiciones: “el primer encausado es culpable”, “el segundo encausado es 
culpable”, etc.; en resumen, es una conjunción de proposiciones. Basta que 
una de las proposiciones sea falsa para que lo sea la conjunción. Por lo 
tanto, la proposición contraria de “todos los encausados son culpables” es 
“alguno de los encausados no es culpable” o bien “alguno de los encausados 
es inocente”. 


Cuestión 8.42 La respuesta correcta es b. La proposición pv(>p) es siempre 
verdadera. Para comprobarlo basta formar su tabla de verdad. 


p|>p |» v (=p) 
V|F V 
F|vV v 


Por lo tanto, p V (=p) es lógicamente verdadera o tautología (ver subsec- 
ción 8.7.3). 
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Cuestión 8.43 La respuesta correcta es c. Una proposición que siempre 
es falsa se dice que es lógicamente falsa o que es contradictoria (ver subsec- 
ción 8.7.3). 


Cuestión 8.44 La respuesta correcta es a. La proposición “el encausado ni 
es culpable de hurto ni de estafa” afirma que el encausado no es culpable de 
hurto y que no es culpable de estafa; por lo tanto, es la conjunción de las 
proposiciones =p y q. 


Cuestión 8.45 La respuesta correcta es a. Si p implica q, siempre que p sea 
verdadera lo será q. 


Cuestión 8.46 La respuesta correcta es e. Si p implica q, siempre que p sea 
verdadera lo será q. Sin embargo, q puede ser verdadera sin que lo sea q. 


Cuestión 8.47 La respuesta correcta es c. La proposición “el encausado no 
es culpable de ninguno de los dos cargos (estafa y hurto) que se le imputan” 
afirma la conjunción de dos proposiciones: el encausado no es culpable del 
primer delito y no es culpable del segundo. Por lo tanto se simboliza por 
En A). 


Cuestión 8.48 La respuesta correcta es c. Puesto que p es falsa, =p es 
verdadera. Por lo tanto, (=p) V q es verdadera y el valor de verdad de 
((=p) V q) Ar dependerá del valor que tenga r: si r es verdadera, ((=p)Vg)Ar 
será verdadera, mientras que si r es falsa, ((=p) V q) A r será falsa. 


Cuestión 8.49 La respuesta correcta es b. Puesto que p siempre es verda- 
dera y q siempre es falsa, la proposición p —= q es falsa. 


Cuestión 8.50 La respuesta correcta es b. Es un enunciado condicional. 


Capítulo 9 


Combinatoria 


9.1 Introducción 


En el capítulo 1, se dejó al cazador primitivo contando el número de pieles 
que tenía. Por cada piel introducía un guijarro en una bolsa. 

El hombre actual, cuando cuenta hace algo semejante pero intangible, 
porque usa métodos de representación mentales. Coge una piel y piensa 


” 


“uno”: 


ito 


coge la siguiente y piensa “dos” 


coge la última: “cuarenta” 


y cierra su “bolsa”. 

Por cada piel un número y sólo uno; hay, pues, una aplicación biyectiva 
entre el conjunto de pieles y el conjunto (1,2,...,40). Este conjunto es 
la idealización de la bolsa con cuarenta guijarros que llevaba el cazador 
primitivo. 

Aún más sencillo: se piensa simplemente “cuarenta”; 40 es la quinta esen- 
cia de todos los conjuntos que tienen cuarenta elementos; de todos los con- 
juntos que pueden ponerse en correspondencia biyectiva con (1,2,...,40). 

Contar es hallar el cardinal de un conjunto. Si el conjunto es pequeño 
y sin regla de formación fija, el único procedimiento viable para contarlo es 
hacer una enumeración de sus elementos. “Huelva, Cádiz, Málaga, Almería, 
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Córdoba, Sevilla, Jaén y Granada”; ocho son las provincias andaluzas. De 
forma oral, la mayoría de las personas lo hará tocándose sucesivamente la 
punta de los dedos. 

Pero, puede ser que los conjuntos a contar contengan demasiados ele- 
mentos para poder enumerarlos exhaustivamente. Entonces, si los elemen- 
tos obedecen a unas reglas de formación fijas, pueden construirse artificios 
mentales que permitan conocer cuántos son, sin necesidad de hacer una lista 
completa. A menudo, son procedimientos ingeniosos, que ponen de relieve 
la estructura del conjunto en mayor medida que una embarullada relación 
de sus elementos. 

La Combinatoria es el arte de contar sin hacer enumeraciones; usando la 
cabeza en lugar de los dedos. En este capítulo se examinan algunos proce- 
dimientos para conseguirlo. 


9.2 Primer método para contar 


El primer método para hallar el cardinal de un conjunto consiste en establecer 
una aplicación biyectiva entre sus elementos y los de un conjunto de la forma 
([1,2,...,n). Si ello es posible, entonces n es el cardinal del conjunto en 
cuestión. 


Ejemplo 9.1 Para saber cuántos números enteros hay entre 3 y 25, ambos in- 
cluídos, se establece la correspondencia biyectiva: 


345 24 25 
111 Ly 
123 22 2 


y se concluye que hay 23 números. 
Más general, si m < n, al conjunto: 
(m,m+1,m+2,...,n—1,n) 


de los enteros comprendidos entre m y n, ambos incluídos, se le puede trans- 
formar de manera biyectiva en el conjunto: 


(1,2,3,...,n-=m+1) 
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mediante la transformación “restar m— 1 unidades a cada elemento”. Esta 
transformación aparece en el diagrama siguiente: 


m=(m-1)+1 m+1=(m-1)4+2 --- n=m+n=m 
1 y l 
1 2 ... n-m+l 
se tiene así: 


El conjunto de los números enteros (m,m+1,m+2,..., n) tiene 
n — m-+ 1 elementos. Dicho de otra manera, entre m y n, ambos 
incluídos, hay n — m+ 1 números enteros. 


Ejemplo 9.2 El cardinal del conjunto [-3,-2,...,5,6) es 
6-(-3)+1=10 
Este ejemplo se puede resolver por enumeración directa: 
—3, -2, -1,0,1,2,3,4,5,6 


Pero este método es inaceptable cuando los números son grandes, entonces se aprecia 
la ventaja del resultado general anterior. 


Ejemplo 9.3 Entre 1624 y 12805, ambos incluídos, hay 12805 — 16244 1= 11182 
números. 

Ahora ya no es razonable la enumeración directa. De ahí la ventaja de disponer 
de métodos generales. 


Razonamientos semejantes al anterior pueden emplearse en muchas si- 
tuaciones similares. 


Ejemplo 9.4 Si se quiere contar cuántos números pares son mayores que 1 y 
menores que 123, la transformación biyectiva siguiente salva la cuestión. 


2=2.1 4=2:2 6=2.3 ++ 122=2-61 
1 4 l 1 
1 2 3 .. 61 


Son 61; esta tranformación biyectiva se puede definir por: “dividir cada elemento 
por 2”. 
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Ejemplo 9.5 Si se quiere contar cuántos números múltiplos de 7 están compren- 
didos entre 39 y 157, la tranformación biyectiva: 


42=7(5+1) 49=7(5+2) 56=7(5+3) --- 154=7(54+17) 
1 1 1 1 
1 2 3 0 17 


permite concluir que hay 17 en total. 


Ejemplo 9.6 ¿Cuántos números hay con tres cifras significativas que sean cua- 
drados perfectos? (un número se dice cuadrado perfecto si es el cuadrado de algún 
número; por ejemplo, 4, 25 y 100). De la transformación: 


100=(9+1) (9+2 (9+3) --- 961 =(9+22)? 
1 1 l 
1 2 - 22 


se deduce que hay, en total, 22 números. 


Con frecuencia, no es tan evidente qué transformación biyectiva debe 
emplearse. El ejemplo siguiente es muy ilustrativo: 


Ejemplo 9.7 En cada eliminatoria de un campeonato de tenis se forma el ma- 
yor número de parejas posible; tras jugar el correspondiente partido, el ganador 
se clasifica para la siguiente ronda y el perdedor queda eliminado. Si en alguna 
eliminatoria el número de participantes es impar, uno de ellos —elegido como sea— 
pasa sin jugar a la fase siguiente. ¿Cuántos partidos se juegan en el campeonato, si 
se han inscrito 85 jugadores? 


Parece un problema complicado; si el número de jugadores inscritos fuese menor 
—4 por ejemplo—, se tendría la posibilidad de esquematizar el desarrollo del cam- 
peonato con una representación gráfica como la que aparece en la figura 9.1. Basta 
contar el número de llaves, para concluir que el número de partidos es ocho. Ello 
puede dar la pista para el cálculo con 85 jugadores; en la primera ronda se jugarán 
42 partidos y habrá 42 eliminados, con lo cual 43 accederán a la ronda siguiente. 
En la segunda eliminatoria serán necesarios entonces 21 partidos y la superarán 
22 jugadores. Los 11 partidos de la tercera ronda dejarán 11 participantes; los 5 
partidos de la cuarta, 6; los 3 partidos de la quinta, 3; uno quedará eliminado en la 
sexta; y, por último, la final. En total: 


424214 114+5+3+1+1=84 partidos jugados 
Esto sigue siendo contar con los dedos. Lo práctico es establecer una transformación 


biyectiva entre los partidos jugados y los jugadores eliminados. De hecho, ¿para qué 
se juega un partido?. ..para que un jugador quede eliminado; además todo jugador, 
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1% ronda e .. .. .. . . 
a 1 1 1 1 1 
2% ronda . . . . . 
1 1 1 
3% ronda . . . 
—_— 
1 1 
4% ronda . 
x_—____ 
nl 
. 


figura 9.1 el campeonato de tenis con n = 9 jugadores 


salvo el ganador, es eliminado en algún partido. Así pues, la transformación que 
asocia a cada jugador eliminado el partido en que resultó eliminado es biyectiva. 
Como consecuencia, hay tantos partidos jugados como jugadores eliminados. 


Pero el conjunto de jugadores eliminados se cuenta inmediatamente: son elimi- 
nados todos menos el ganador. De manera que la biyección observada establece, 
de manera muy simple, un resultado general: si en la competición se inscriben n 
jugadores se juegan n — 1 partidos. 


Ejercicios 

9.1 ¿Cuántos números enteros hay entre —9 y 12, ambos incluídos? 
9.2 ¿Cuál es el cardinal del conjunto (—132,-131,.. .,03? 

9.3 ¿Cuántos múltiplos de 3 hay entre 52 y 311? 


9.4 ¿Cuántos múltiplos de 6 hay con tres cifras, que empiecen por cuatro? 


9.3 Segundo método para contar 


En muchas ocasiones, el conjunto cuyo cardinal se quiere hallar no es bi- 
yectivo a ningún conjunto de estructura más simple que él mismo; ni está 
ordenado, ni puede ordenarse de ninguna manera que facilite su recuento. 


Ejemplo 9.8 ¿Cuántas palabras distintas, tengan o no sentido, se pueden formar 
con las letras A, E, M, S, de manera que tengan cuatro letras, ninguna repetida y 
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la primera sea vocal? 


El primer impulso es escribirlas todas y luego contar. Este proceder no es muy 
inteligente y, de todas maneras, exige un cierto cuidado para no olvidar ninguna; 
lo que obliga a que se formen de manera metódica, según alguna regla que recorra 
sucesivamente todas las posibilidades: 


1. Puesto que la primera letra debe ser vocal, será A o E. 


2. Como las letras no pueden repetirse, las que comienzan por A tendrán en el 
segundo lugar E, M o S. 


A E AM AS 


3. Si se escribe E en segundo lugar, la tercera letra sólo podrá ser M o S. 
A E M A E $S 


4. Una vez escrita la tercera letra, la última queda determinada, de manera 
que sólo hay una elección posible. 


A EMS A ES M 


Así pues, hay 2 palabras que comienzan por AE. Por el mismo motivo hay dos que 
comienzan por AM, 


AMES AMS E 


y otras dos que comienzan por AS, 
AS EM AS ME 


En total hay 6 palabras que comienzan por A. Razonado de igual manera, pueden 
formarse otras 6 que comienzan por E: 


E A MOS E AS M 
E MAS EMS A 
ES A M E SMA 


En total son doce palabras. 
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El ejemplo anterior se ha resuelto, de manera exhaustiva, por un método 
no muy satisfactorio; si el número de letras hubiese sido considerablemente 
mayor, la resolución se hubiese alargado fuera de toda medida. 

Pero el proceso de construcción da la pauta para hacer el recuento, sin 
hacer la lista de palabras efectiva. Todo consiste en recorrer mentalmente 
los pasos a seguir, anotando las bifurcaciones que pueden elegirse en cada 
uno: 

2 en el paso (1) 
3 en el paso (2) 
2 en el paso (3) 
1 en el paso (4) 


2x3x2x1= 12 posibilidades en total 


ello obedece a la siguiente regla: 


La regla de la multiplicación: Si el conjunto A tiene n elementos y 
el conjunto B tiene m elementos, el número de elecciones distintas 
de un elemento de A y un elemento de B es n-m. 


que puede ilustrarse con un sencillo ejemplo: 


Ejemplo 9.9 Tres ciudades X, Y y Z están comunicadas por carreteras en la 
forma representada en la figura 9.2, el número de rutas distintas que conducen de 


figura 9.2 mapa de carreteras de tres ciudades 


XaY es 5; y de Y a Z hay 3; luego el número de itinerarios distintos que lleva de 
XaZes5-3. 


Ejemplo 9.10 ¿Cuántas palabras distintas de cinco letras diferentes, pueden for- 
marse con las letras A, E,I, L, M, N, P, de forma que haya una vocal en la primera 
posición? 
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Imagínese que se van a escribir todas las palabras posibles, rellenando los luga- 
res: 


para hacer la construcción, ¡hay que elegir!: 
1. La primera letra debe ser vocal, luego hay tres elecciones posibles: A, E, Z. 


— 
3 


2. La segunda letra debe ser distinta de la primera; sea cual sea la elegida para la 
primera posición, quedan 6 posibilidades. 


== 
36 


3. Elegidas la primera y la segunda, independientemente del resultado, hay cinco 
elecciones posibles para la tercera. 


TZ 
306 5 


4. En la cuarta posición puede figurar cualquiera de las cuatro letras que todavía 
no han sido utilizadas. 


Wa 
306 5 4 


5. Y en la última posición quedan tres posibilidades. 
a 
3. 6 5 4 3 


En definitiva, el número de palabras pedido es 3-6-5-4-3= 1080. La lista efectiva 
hubiese resultado ahora interminable. 


¿Qué puede hacerse si el enunciado hubiera especificado que debía ser 
vocal la tercera letra, en vez de la primera? Si se procede por orden —como 
se ha hecho—, en el momento de elegir la tercera letra, el número de vocales 
de que se dispondrá dependerá del número de vocales consumidas en las 
dos primeras elecciones. Un examen de los casos a que ello da lugar parece 
complicado. Por eso, conviene aplicar el principio siguiente: 
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En el método constructivo, es conveniente empezar la construc- 
ción por las “casillas” que estén sometidas a mayor número de 
restricciones. 


El recuento es entonces el mismo que en el ejemplo anterior: 
SS KK e E a 
6 5 3 4 3 


y el resultado es idéntico. 

Muchísimos problemas combinatorios pueden reducirse a la construcción 
de todas las “palabras”, formadas con símbolos dados, que cumplen ciertas 
restricciones y pueden resolverse, como se ha indicado, simulando la cons- 
trucción exhaustiva y determinando, paso a paso, cuántas elecciones son 
posibles para cada posición de la palabra. 


Ejemplo 9.11 ¿Cuántos números de tres cifras, mayores que 500 y pares se pueden 
escribir con los dígitos 2, 3, 4, 5 y 6? 


Un número de tres cifras puede entenderse como una “palabra” de tres “letras” 
elegidas entre las que se indican. Sin embargo, la diferencia primordial con los 
ejemplos anteriores es que, ahora, las cifras no han de ser necesariamente distintas. 
Observado esto, puede comenzarse el recuento: 


1. El primer dígito ha de ser 5 ó 6, a fin de que el número sea mayor que 500, 

=— 

2 
2. La última cifra se puede elegir de 3 maneras (2, 4 ó 6) para que el número sea 
par, 
3. La segunda cifra puede ser cualquiera, luego hay 5 elecciones posibles, 
— == 
2 5 3 


Así pues, se pueden formar 2-5 -3 = 30 números con las características solicitadas. 
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Ejemplo 9.12 ¿De cuántas maneras distintas pueden sentarse en seis butacas 
consecutivas de un cine, Alicia, Carmen, Marta, Alejandro, Carlos y Ernesto, de 
forma que no haya dos chicas ni dos chicos consecutivos? 


1. La primera butaca puede ser ocupada por cualquiera de los seis amigos. 


== 
6 


2. Elegida la primera persona hay 3 elecciones posibles, entre las personas de sexo 
contrario, para ocupar el segundo lugar. 


=— 
6.3 


3. La tercera butaca ha de ser ocupada por una de las 2 personas que quedan del 
mismo sexo que la primera. 


a a 
6. 3 2 
4. Las mismas posibilidades hay para la cuarta plaza. 


TZ — — — 
6 3 2 2 


5. Una vez ocupadas las cuatro primeras butacas, las dos personas restantes ya no 
tienen elección, 


TZ — — — — — 
6 3 2 2 1 1 


Luego hay 6-3 -2-2= 72 ordenaciones posibles. 


Ejercicios 


9.5 ¿Cuántas palabras distintas de 7 letras diferentes, se pueden formar con las 
letras A, 1, R, S, T, U, V, W, de forma que haya una consonante en la segunda 
posición? 


9.6 ¿Cuántas palabras diferentes de 6 letras, distintas o repetidas, se pueden formar 
con las letras E, F, G, H, I, J, K, L, de forma que acaben en vocal? 


9.7 ¿Cuántas palabras distintas de 4 letras diferentes, se pueden formar con las 
letras A, B, C, D, E, F, de forma que empiecen por consonante y acaben en vocal? 
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9.8 ¿Cuántas palabras distintas de 6 letras se pueden formar con las letras A, B, 
C, D, E, F, de forma que haya dos consonantes diferentes en las dos posiciones 
centrales? 


9.9 ¿Cuántas palabras distintas de 4 letras, que empiecen por vocal y tales que 
la segunda letra sea distinta de la última, se pueden formar con las letras A, B, C, 
D, E? 


9.10 ¿Cuántos números impares, de 5 cifras distintas, se pueden formar con los 
dígitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6? ¿Y si las cifras no han de ser necesariamente distintas? 


9.11 ¿Cuántos múltiplos de 5, mayores que 2000 y de cuatro cifras, pueden formarse 
con los dígitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7? ¿Y si sus cifras han de ser todas distintas? 


9.12 ¿Cuántos capicúas de cinco cifras significativas existen? ¿Cuántos son impa- 
res? 


9.13 El Sr. Casanova tiene siete novias y la costumbre de pasear cada día con 
una. Un domingo decide que la semana que va a comenzar no se citará dos días 
consecutivos con la misma señorita. ¿De cuántas maneras puede concertar sus citas 
durante la semana? 


9.4 Tres importantes modelos 


Los dos métodos expuestos en los apartados anteriores permiten resolver una 
infinidad de problemas sobre recuentos. Entre esos problemas, hay algunos 
que se presentan con gran frecuencia y que han merecido, por ello, un nombre 
propio y una simbología especial. Tales casos serán considerados en este 
apartado. Pero parece importante advertir que, ante un problema concreto, 
no es conveniente tratar de reducirlo a alguno de esos modelos; es preferible 
razonar directamente, empleando el método constructivo y ajustándose al 
enunciado propuesto. 


9.4.1 Ordenaciones 


Ejemplo 9.13 ¿De cuántas maneras distintas pueden ordenarse en fila 8 personas? 


El método de la sección anterior proporciona el resultado con facilidad: la 
primera persona puede ser elegida de 8 maneras; por cada elección de la primera, 
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hay 7 elecciones posibles para la segunda; así, sucesivamente. En resumen: 


a 
8 Yi 6 5 4 3 2 1 


En total hay 8-7-6-5-4-3-2-1= 40320 ordenaciones en fila distintas que se 
denominan permutaciones de las ocho personas. 


El problema de averiguar de cuántas maneras pueden ordenarse una serie 
de objetos distintos es muy frecuente; por ello, los productos de enteros 
positivos consecutivos decrecientes, hasta llegar a 1, aparecen a menudo 
en los cálculos combinatorios. Para simplificar su escritura se emplea una 
notación abreviada: 


8-7-6-5:4-3.2-1=8! 


El símbolo 8! se lee “factorial de 8” o, más brevemente, “8 factorial”. Así, 
por ejemplo, se tienen: 


1. = 1 

2] 2i=i2 

3l = 3- =6 

4 = 4-3 = 24 

71! = 7-6:5-4-3-2-1= 5040 


Aunque pueda parecer extraño a primera vista, para hacer más homogéneas 
algunas fórmulas que aparecerán más adelante, resulta conveniente definir: 


0l=:1 


Igualdad que sólo supone un convenio y que no encierra ningún misterio; 
es igual que si se decidiera que el símbolo d es otra manera de escribir el 
número 2 o que e es otra manera de escribir 3. 

En estos términos, el ejemplo anterior tiene una respuesta genérica. Si en 
lugar de 8 personas, fuesen 20, el mismo razonamiento lleva a la conclusión 
de que pueden ser ordenadas en fila de 20! maneras distintas; o bien, que 
hay 20! permutaciones posibles de 20 personas. En general, se tiene: 
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n personas pueden ordenarse en fila de n! maneras distintas, donde 


n= 


(n-— 1)(n—2)(n-3)---4-3-2-1 


el símbolo n! se lee factorial de n o n factorial. 


Naturalmente las personas pueden ser sustituídas por cualquier clase de 
objetos, siempre que resulten distinguibles unos de otros; en tal caso, se 
obtienen ordenaciones distintas al permutar dos elementos entre sí. Pero no 
sería éste el caso si hubiese en la fila varios objetos idénticos. Así, con esta 
precisión, se obtiene el enunciado general: 


n objetos distinguibles pueden ordenarse en fila de n! maneras 
distintas. 


Conviene insistir en la importancia de que los objetos sean distinguibles 
mediante un ejemplo. 


Ejemplo 9.14 A la vuelta de un viaje, un padre ha traído un balón, una pluma y 
un libro para repartir entre sus tres hijos. ¿De cuántas maneras puede repartir los 
regalos entre los tres niños, de manera que cada uno reciba un regalo? 


El regalo del mayor se puede elegir de tres maneras; para elegir el del segundo 
quedan dos opciones y el tercero recibe el regalo sobrante: 


o 90 go 


TZ == 
30.2 1 


El problema equivale a ordenar los tres regalos de todas las maneras posibles, de 
manera que hay 3! repartos posibles. 


Ejemplo 9.15 En el ejemplo anterior, si el padre ha traído dos balones idénticos 
y un libro. ¿Cómo pueden ahora repartirse los regalos para que ninguno se quede 
sin obsequio? 

Es inmediato escribir los tres repartos posibles: 


'Ú yo 3o 
Balón Balón Libro 
Balón Libro Balón 
Libro Balón Balón 
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Pese a la semejanza entre las dos situaciones, es palpable que el número de ordena- 
ciones posibles se reduce como consecuencia de la igualdad entre algunos regalos. 


La última regla enunciada es válida cuando todos los objetos que se 
ordenan son distinguibles. En caso contrario, la cuestión requiere un análisis 
más cuidadoso que se puede ilustrar con un nuevo ejemplo. 


Ejemplo 9.16 En un bar, cinco amigos han pedido tres cafés y dos cervezas. ¿De 
cuántas maneras pueden consumir las cinco bebidas? 


Si los cafés fuesen diferentes (solo, cortado y con leche) y las cervezas fuesen de 
marca diferente, no habría dificultad en resolver el problema. Tendrían 5! = 120 
maneras de repartirse las cinco bebidas. 


Ahora bien, una vez hecho el reparto, si los tres cafés son idénticos pueden 
permutarse entre sí sin que el resultado se vea afectado. Ello significa que los 
120 resultados pueden agruparse en grupos de 3! = 6 que no presentan diferencias 
apreciables. Quedan, pues, 120/6 = 20 resultados distintos. Análogamente, si 
ambas cervezas son iguales, cada reparto se empareja con aquél en que los bebedores 
de cerveza han intercambiado sus vasos. No hay, por lo tanto, más que 20/2=10 
maneras de distribuir los tres cafés y las dos cervezas. 


En resumen, el número de repartos corresponde a la expresión: 


Ss 
3121 6-2 


Ejemplo 9.17 ¿Cuántas palabras distintas pueden formarse ordenando las letras 
a, a, b yb? 


Si las cuatro letras fuesen distintas, la respuesta sería 4!. Pueden distinguirse 
mediante un subíndice: az, az, b, y bz. Entonces, las 24 palabras son: 


ajazbibz arazbzb, ajbrazbz ajbibzaz arbzarb, arbobras 
azajbib3 agarbabi azbrajbz asbibzar azbrajb; azbzbrar 
brajazbz bjajbzaz biazarby bazbzay brbzajaz bibzazay 
bzarazb, bzajbzaz boarajb; brasbiay bzbraraz babraza; 


pero los subíndices son ficticios y, al borrarlos, cada palabra aparece repetida cua- 
tro veces (azazb1b7, ayazbzb,, azajb,bz y azajbzb,, por ejemplo, dan aabb). Si se 
eliminan las repeticiones de las palabras sin subíndices, sólo quedan: 


aabb abab abba baab baba bbaa 


Como en el caso de las bebidas, los cambios de posición de las aes entre sí o de las 
bes entre sí, son permutaciones distintas si las letras son distinguibles; pero dejan 
de serlo si hay letras idénticas. 
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Si se hace la cuenta, en cada ordenación de a, a, b, b, las dos aes se pueden 
reordenar de 2! maneras y las dos bes de 2!. Es decir 


N* de ordenaciones con las letras distinguibles = 
= 2!.2!-N” de ordenaciones con las letras indistinguibles 


En general, la regla es la siguiente: 


Una colección de n objetos, clasificados en k grupos de objetos 
idénticos entre sí, el primero con n; objetos, el segundo con nz, 
etc...se puede ordenar en fila de: 


n! 


nilna! ng! 


maneras distintas 


En esta situación se habla de permutaciones con repetición de n objetos, 
de los cuales n, son iguales entre sí, n, iguales entre sí, etc... 


Ejemplo 9.18 Con los símbolos a, a, a, b, b, e, e, d, ¿Cuántas palabras se pueden 
formar de 8 letras? 

Puesto que hay que usar todos los símbolos, no hay más que contar de cuántas 
maneras se pueden ordenar en fila las 8 letras. La respuesta es: 


8! 


ma *7:6-5=1680 


palabras distintas. 


9.4.2 Subconjuntos ordenados 


Ejemplo 9.19 En una carrera entre 7 atletas, ¿de cuántas maneras distintas 
pueden atribuirse las tres medallas (oro, plata y bronce)? 


A diferencia del ejercicio 9.15, ahora no interesa la lista completa de llegadas 
sino, únicamente, los nombres que figuren en los tres primeros lugares. La solución 
no puede, por lo tanto, ser la misma. 


Sin embargo, el problema no es nuevo; es exactamente lo mismo que determinar 
el número de palabras de tres letras diferentes que pueden formarse con siete letras 
distintas. El método constructivo proporciona la solución con facilidad: el atleta 
que recibirá la medalla de oro puede elegirse de 7 maneras; elegido el primero, el 
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ganador de la medalla de plata puede ser cualquiera de los seis restantes; y el bronce 
Puede ser obtenido por cualquiera de los otros cinco. Esto es: 


Oro Plata Bronce 


7 


Por consiguiente, hay 7 - 6 - 5 palmarés posibles. 


Un razonamiento alternativo para el ejemplo anterior es: se sabe que son 
7! los órdenes de llegada posibles de los siete atletas. Desafortunadamente 
para los cuatro últimos, a efectos de lograr medalla, lo mismo les da ser 
4% que 7%; es decir, el orden en el que estén situados los cuatro últimos es 
irrelevante. El conjunto de las listas de llegada se divide así en grupos de 4! 
listas, obtenidas al permutar sus cuatro últimos componentes, para las cuales 
los ganadores de las diversas medallas son los mismos. Por consiguiente, el 
número de listas con alguna diferencia en las adjudicaciones de medallas es 
(el 
ares 
Por cualquiera de los dos procedimientos es sencillo llegar a un resultado 
general: 


Si en una competición entre n participantes se van a distribuir 7 
medallas diferentes, el número de atribuciones posibles es 


n(n— 1)(n—-2)---(n=r+4+1)= 


O bien, dicho en un lenguaje más abstracto, 


Hay 
n! 


(n—r)! 


subconjuntos ordenados posibles de r elementos, que pueden ex- 
traerse de un conjunto de n elementos. 


n(n—1)(n-2)---(n=r+4+1)= 
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Por “subconjuntos ordenados” debe entenderse grupos de r elementos que 
se diferencian en alguno de sus componentes o en el orden en el que aparecen. 
Usualmente los subconjuntos ordenados de tamaño r de un conjunto con n 
elementos se denominan variaciones de r elementos tomados entre n. El 
resultado anterior permite calcular el número de tales variaciones, pero no es 
necesario memorizarlo; el procedimiento constructivo permite reconstruirlo 
con extrema facilidad. 


9.4.3 Subconjuntos 


Ejemplo 9.20 Supóngase que, por razones profesionales, el viajante del ejerci- 
cio 9.18 está obligado a visitar las cuatro ciudades en el orden en que aparecen 
citadas. Ello restringe su libertad para organizar los viajes y le concede menos 
posibilidades de elección. 


El método constructivo directo no parece ahora el adecuado para resolver el 
problema: el viaje a Barcelona puede realizarlo cualquiera de los 27 primeros días 
del mes (para reservar tiempo suficiente para hacer los otros tres viajes); pero según 
el día que elija para ir a Barcelona le quedarán un número de posibilidades distinto 
para fijar su viaje a Sevilla. Y, al fijar la fecha del viaje a Sevilla, le quedan distintos 
números de elecciones posibles para visitar Murcia y Orense. El problema parece 
complicarse. 


La realidad es que hay que razonar de otro modo. Supóngase que señala con 
una X, sobre el calendario, los días que decide viajar y marca los restantes con un 
0. Como no tiene elección en el orden de sus visitas, no tiene más que marcar cuatro 
X (y 26 ceros); la primera fecha marcada irá a Barcelona, la segunda a Sevilla y así 
sucesivamente. 

Cada ordenación en fila de cuatro X y 26 ceros, le da un plan de viajes al 
situarlos sobre el calendario. Pero las maneras posibles de ordenar en fila cuatro X 


y 26 ceros son 
30! 


4126! 
Luego tiene 27405 maneras de organizar sus viajes; ¡bastantes menos que cuando 
podía elegir también el orden! 


Podía haber seguido otro procedimiento para diseñar su plan. Primero 
elige sus viajes ignorando que tiene que hacerlos en un orden fijo; según el 


ejercicio 9.18, tiene 
30! 


26! 
maneras de hacerlo. Después reemplaza la primera ciudad a visitar por Bar- 
celona, la segunda por Sevilla, la tercera por Murcia y la última por Orense. 
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Como las cuatro ciudades pueden haberle salido en 4! órdenes distintos, está 
agrupando sus planes en grupos de 4! cada uno, lo cual le deja un total de 
30! 

26141 
planes posibles. Cualquiera de los dos procedimientos le conduce al mismo 

resultado. 

En realidad, ¿a qué se reduce el ejemplo anterior?; se reduce a elegir 
cuatro días, de entre los 30 del mes. Puesto que el orden de los viajes se 
mantiene fijo, no hay otras posibilidades de elección. 

De esta manera se ha resuelto un problema bastante general: dado un 
conjunto de n elementos (30 en el ejemplo) de cuántas maneras puede elegirse 
un subconjunto de r de sus elementos. La diferencia con la cuestión analizada 
en el apartado anterior es que, allí se consideraban distintos subconjuntos 
ordenados, que se consideraban diferentes si se cambiaba el orden de sus 
elementos mientras que, aquí, se trata de subconjuntos propiamente dichos, 
que no varían por alterar el orden de sus elementos. Obsérvese que en el 
ejercicio 9.18, la elección de los días 23, 7, 19, y 11 daba lugar a un plan 
de viajes distinto que la elección 7, 23, 19, 11, mientras que en el ejemplo 
anterior suponen el mismo plan. 

La conclusión establecida puede enunciarse en la forma: 


De un conjunto con » elementos, pueden extraerse 


n! 
rl(n— r)! 


subconjuntos distintos de r elementos. 


Ejemplo 9.21 El conjunto (a,b,c, d,e) contiene 


3121 
subconjuntos de 3 elementos. Tal y como se ha razonado, son tantos como maneras 
de situar tres X y dos 0 sobre los sucesivos elementos para distinguir los elegidos 
de los descartados. 


Ejemplo 9.22 El número de subconjuntos con 6 elementos, que pueden formarse 
a partir de un conjunto de cardinal 10, es: 
10! 


ara = 210 
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Cada uno de ellos proviene, al ignorar el orden, de 6! subconjuntos ordenados dis- 
tintos, siendo 10!/4! el número total de éstos. 


Los subconjuntos de tamaño r de un conjunto de n elementos suelen de- 
nominarse combinaciones de r elementos tomados entre n. Como el número 
de combinaciones aparece con gran frecuencia en muchos tipos de cálculos, 
existe una notación abreviada: 


(”) _ n! 
r)  ri(n—=r)! 


y se denomina número combinatorio “n sobre r”. 


Se define: 


Así, se puede decir que un conjunto de n elementos tiene: 


n 
Es 
subconjuntos de r elementos. 


Ejemplo 9.23 


SS 
e, es ES 
E A 
10] 


PS 
SN 
ES 
== 
'" 


Los números combinatorios verifican un gran número de propiedades y 
de relaciones entre ellos. Entre las más simples, es de destacar: 


()=(5) 


Esta propiedad puede interpretarse con facilidad. El número combinatorio 


() 
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es igual al número de subconjuntos de r elementos que se pueden formar 
con los elementos de un conjunto de cardinal n. Pero, elegir r elementos 
entre n lleva implícito rechazar n — r elementos. Es decir, cada elección de 
r elementos lleva asociada una y solamente una elección negativa de n — r 
elementos. Luego habrá tantas elecciones de r elementos como elecciones de 
n — r elementos. Puesto que el número de subconjuntos de n — r elementos 
es: 


resulta la igualdad anterior. 

Cabe señalar también que, en particular, el número de subconjuntos 
con 0 elementos de un conjunto de cardinal n (que es evidentemente 1) se 
obtendrá mediante la fórmula: 

ni on 
0) — on! 


donde se interpreta 0! = 1. Por esta razón se adoptó tal convención al 
introducir los factoriales. Lo mismo ocurre con el número de subconjuntos 
de n elementos que contiene un conjunto de cardinal n que, según la fórmula 
general, será igual a: 


También es notable la identidad: 


n n n n n q 
o) + (1/19) aL, q 7 LS 

Para probarla se razona: el primer miembro expresa el número total de 

subconjuntos de un conjunto con n elementos, puesto que es la suma del 

número de subconjuntos de 0 elementos, más el número de subconjuntos de 

1 elemento, etc. 

Pero el número total de subconjuntos se puede calcular directamente; 
para identificar un subconjunto arbitrario se puede señalar con una X los 
elementos elegidos y con un 0 los descartados. Hay dos elecciones posibles 
(06 X) para el primer elemento, las mismas para el segundo. . . y las mismas 
para cualquiera de los n elementos: 


1 2 3 n=1 mn 


sa SS 
2 2 2 2 2 
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luego el número total de subconjuntos de un conjunto con n elementos es 
2% 

El cálculo del número de subconjuntos de tamaño dado de un conjunto 
fijo es de gran importancia en Combinatoria; directamente, o “combinando” 
adecuadamente varios de ellos, permite resolver gran número de problemas. 


Ejemplo 9.24 ¿Cuántas “manos” distintas (de 5 cartas) puede recibir un jugador 
de póker? 

Una baraja de póker consta de 52 cartas y una “mano” no es más que un 
subconjunto de 5 de ellas (sin que importe el orden en que las ha recibido el jugador). 
Por lo tanto, hay 


= 2598960 


O 5MTI O 5-4-3-2-1 


(ls 52! 52-51-50 49-48 
5 


manos posibles. 


Ejemplo 9.25 ¿Cuántas maneras distintas hay de elegir tres “espadas” y dos 
“copas” de una baraja española de 40 naipes? 


A partir de aquí, por “una baraja española” se entenderá una baraja de 40 
naipes, divididos en cuatro palos (bastos, copas, espadas y oros) de diez cartas cada 
uno. 


Las tres “espadas” pueden elegirse de 
10 
3 
maneras distintas; tantas como subconjuntos de tamaño 3 del conjunto de todas las 
“espadas”. Por cada elección de las tres espadas, hay 


(2) 


maneras de elegir las dos “copas”. Luego en total son: 


10y (10 
(7) Co) = 120.45 = 500 


Ejemplo 9.26 ¿Cuántas maneras distintas hay de elegir tres cartas de una baraja 
española, de manera que sean del mismo palo? 


las elecciones posibles. 


Primero se elige el palo común que tendrán las tres cartas. Puesto que hay 4 


palos, habrá: 
() 
1 
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maneras distintas de elegir el palo. Por cada elección del palo hay 


10 
3 
maneras distintas de elegir 3 cartas del palo elegido. Por consiguiente, el número 


total de elecciones posibles es: 
4 (10 
1 3 
En total, hay 120 maneras de elegir las tres cartas. 


Ejercicios 


9.14 Con todas las letras de la palabra ABRACADABRA, ¿cuántas palabras 
distintas se pueden formar? 


9.15 En una carrera participan 7 atletas, ¿cuántas listas de llegada son posibles? 
Si hay 3 ingleses, 2 franceses, un sueco y un español, ¿de cuántas maneras pueden 
figurar en la lista las banderas nacionales de los participantes? 


9,16 ¿Cuántos resultados distintos se pueden obtener al barajar una baraja es- 
pañola de 40 cartas? 


9.17 ¿Cuántos resultados distintos se pueden obtener al barajar juntas dos barajas 
españolas iguales? 


9.18 A lo largo del mes de abril, un viajante debe visitar las ciudades de Barcelona, 
Sevilla, Murcia y Orense. Supuesto que invierte un día en cada visita, ¿de cuántas 
maneras puede programar sus viajes? 


9.19 Un turista ha decidido hacer un viaje por cuatro de las doce capitales de la 
Comunidad Europea. ¿Cuál es el número de periplos distintos que puede organizar? 


9.20 La “combinación” de una caja fuerte se compone de 5 cifras distintas. ¿Cuál 
es el número máximo de “combinaciones” que habrá que probar para estar seguro 
de abrir la caja? ¿Y en el caso de que cada cifra sólo tuviese que ser distinta de la 
anterior? 


9.21 Un barco dispone de 12 banderas distintas y puede hizar hasta tres en su 
mástil de señales, indicando con ello alguna circunstancia del buque. ¿Cuántos 
estados diferentes pueden describirse? ¿Y si el barco dispone de tres juegos de 
banderas iguales? 
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9.22 ¿De cuántas maneras pueden repartirse las 40 cartas de una baraja española 
en dos montones iguales, de manera que haya dos ases en cada montón? ¿Y si uno 
ha de tener 10 cartas y el otro 307 


9.23 Si se lanzan sucesivamente 6 monedas, ¿cuántos casos hay en que se obtengan 
cuatro caras y dos cruces? 


9.24 ¿Cuántas apuestas distintas se pueden hacer a la “bonoloto”? Si en una 
columna del boleto se marcan 10 números, ¿cuántas apuestas se han realizado? 


9.25 ¿Cuántas “manos” de póker hay con las cuales el jugador tenga un “full” (un 
trío y una pareja)? ¿Y un “póker” (cuatro cartas iguales)? ¿Y dobles parejas? ¿Y 
un trío? 


Cuestiones de repaso 


9.1 Entre —7 y 11, ambos incluídos, hay: 
a) 20 números enteros. 
b) 19 números enteros. 


c) 18 números enteros. 


9.2 Entre 51 y 237, ambos incluídos, hay: 
a) 187 números enteros. 
b) 186 números enteros. 


c) 185 números enteros. 


9.3 Números enteros mayores que 11 y menores o iguales que 87 hay: 
a) 76 
b) 77 
e) 78 


9.4 Números enteros mayores que —32 y menores que 111 hay: 
a) 140 
b) 141 
e) 142 
9.5 Múltiplos de 5 entre 33 y 83 hay: 
a) 9 
b) 10 
e) 11 
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9.6 Múltiplos de 11 entre -237 y 564 hay: 
a) 74 
b) 72 
e) 73 


9.7 ¿Cuántos números hay que acaben en 3 y estén comprendisos entre 500 y 1000? 
a) 49 
b) 50 
e) 51 


9.8 Alicia dispone de 6 blusas, 5 faldas y 3 pares de zapatos. Puede entonces elegir 
su atuendo de: 


a) 90 maneras diferentes. 


b) (5) maneras diferentes. 


c) 2(;) maneras diferentes. 


9.9 Palabras de tres letras distintas, formadas con las letras a, e, i, b y e, que 
tengan una vocal en la segunda posición, hay: 


a) 60 
b) 36 


o (5) 


9.10 Palabras de 4 letras, distintas o repetidas, formadas con las letras a, b, c, d y 
e, que terminen en consonante, hay: 


a) 375 


200 


e) 192 


Cuestiones de repaso 591 


9.11 Palabras de 4 letras distintas, formadas con las letras a, b, c, e e i, que 
empiecen y terminen por vocal hay: 


> (6) 
b) 180 
e) 36 


9.12 Palabras de 5 letras, distintas o repetidas, formadas con las letras a, b, c, d y 
e, que tengan una consonante central y dos vocales en los extremos hay: 


9.13 Números impares de 4 cifras, mayores que 4000, hay: 
a) 3000 
b) 2500 
e) 2700 


9.14 Números impares de 4 cifras distintas, mayores que 4000, hay: 
a) 1512 
b) 1500 


4000 
4 
9.15 9! esigual a: 
a) 362882 


b) 362881 
c) 362880 


9.16 7! es igual a: 
a) 7-6! 
b) 6145! 
c) 8!-8 
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% mio mis 


+ 
9.18 en es igual a: 


9.20 q —, es igual a: 
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9.22 16 personas pueden ordenarse en fila de: 


a) ¡e maneras distintas. 


b) 16! maneras distintas. 


€) 17 maneras distintas. 


9.23 5 objetos distinguibles se pueden ordenar de: 


a) 120 maneras. 


b) () maneras. 


c) 60 maneras. 


9.24 De una bolsa con 3 bolas blancas y 3 negras, se extraen las bolas una a una. 
El número de secuencias de blancas y negras que pueden producirse es: 


a) 6! 
b) 31-31 


9.25 El número de variaciones de 4 elementos tomados entre 7 es igual a: 
! 
a) 4 


» () 

)h 
9.26 El número de subconjuntos ordenados con 3 elementos, de un conjunto de 
cardinal 8, es igual a: 

a) 5 

>) E 


a () 
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9.27 El número de subconjuntos ordenados de 5 elementos, de un conjunto de 
cardinal 9, es igual a: 


ah 
b) 9-8-7-6-5 


a (5) 


9.28 El número de subconjuntos distintos de 2 elementos, de un conjunto de 
cardinal 6, es igual a: 


a Y 


o) $ 


9(9) 


9.29 El número de subconjuntos distintos de 4 elementos, de un conjunto de 
cardinal 7, es igual a: 


9.30 El número de subconjuntos distintos de 3 elementos, de un conjunto de 
cardinal 11, es igual a: 


7 
9.31 ) es igual a: 
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9.32 5) es igual a: 


111 
ST 


1 
Sal 


m 
o (4) 


9.33 (5) es igual a: 
6 
0 
1 
EN 
9.34 (,) csiguala: 


9.35 (7) es igual a: 


a) 13 


c) 12 
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9.37 Si (7) = z el valor de z tiene que ser igual a: 
a) 2 
b) 1 


€) Cualquier número natural. 


9.38 En un curso de 40 alumnos van a elegir un director, un subdirector y 3 
redactores para editar una revista. El número de maneras en que pueden hacerlo 
es igual a: 


c) 40-39-38-37-36 


9.39 Un estudiante ha decidido estudiar 8 de los diez capítulos de su libro de 
Matemáticas. ¿De cuántas maneras puede elegir los 8 capítulos? 


a) de 6) maneras. 


b) de 10 maneras. 


c) de 10% maneras. 


9.40 Un estudiante ha decidido estudiar 7 capítulos de los 10 de su libro de Mate- 
máticas y 11 de los 14 de su libro de Historia. ¿De cuántas maneras puede hacer la 
elección? 


¿joda () neral 


10y (14 
b) de Ue] 6) maneras. 
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9.41 De un curso de 30 alumnos, ¿de cuántas maneras pueden seleccionarse dos 
equipos de 5 alumnos para jugar un partido de baloncesto? 


30Y /25 
a) de le ) (5) maneras. 


30 
b) de e maneras. 
! 


9.42 ¿Cuántas fichas tiene un dominó con números desde el cero al diez? 


a) 112 fichas. 


1 
b) (2) fichas. 
e) 11+ (7) fichas. 


9.43 Una bolsa contiene 5 bolas negras y 7 blancas, ¿de cuántas maneras pueden 
elegirse 4 bolas de manera que no sean todas del mismo color? 


¿je (5) inaneras: 
b) de 6%) - 6) =- () maneras. 
c) de E) el le maneras. 


9.44 Una línea de metro tiene 11 estaciones. ¿Cuántos billetes distintos habrá si 
en cada uno se especifica la estación de partida y la de llegada? 


» (2) 
b) 110 
e) 11? 
9.45 ¿Cuántos números de tres cifras significativas son capicúas? 
a) 36 
b) 40 
e) 90 
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9.46 La señorita Coqueta tiene 12 blusas, 10 faldas y 7 pares de zapatos. ¿De 
cuántas maneras distintas puede elegir su atuendo (blusa, falda y zapatos)? 


a) De 12+10+7 maneras. 
b) De 12-10-7 maneras. 


e) De 69 maneras. 


9.47 Una empresa necesita tres oficinistas y dos vendedores. Si se presentan cinco 
personas para ocupar los puestos de oficinista y otras seis personas para los puestos 
de vendedor, ¿de cuántas maneras distintas puede hacerse la elección? 


a sr 
b) De (5) maneras. 


c) De o maneras. 


9.48 Un conjunto de 5 elementos tiene: 


5! : aus 
a) 3 subconjuntos distintos de 3 elementos. 


subconjuntos distintos de 3 elementos. 


c) E) subconjuntos distintos de 3 elementos. 


9.49 El menú del día del restaurante Bonapetí me permite elegir un primer plato 
entre tres posibles, un segundo entre dos posibles y el postre puede ser flan o helado. 
¿De cuántas maneras distintas puedo elegir mi comida? 


a) De 12 maneras. 


b) De E) maneras. 


c) De 24 maneras. 
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Cuestiones de repaso 


9.50 Un jardinero tiene 5 bulbos, dos de una clase de tulipanes y tres de una clase 
de narcisos, ¿de cuántas maneras distintas puede plantar los cinco bulbos en una 


fila? 


a) De 5! maneras 
5 
b) De is maneras 


c) De 5 maneras 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 9.1 De acuerdo con la fórmula general, hay 12 — (-9) +1 = 22 
números. 


Ejercicio 9.2 De acuerdo con la fórmula general, hay 0 — (-132) +1 = 133 
números. 


Ejercicio 9.3 Desde 54 = 3(17+ 1) hasta 309 = 3-103 = 3(17 +86), ambos 
inclusive, hay 86 números múltiplos de 3. La aplicación biyectiva: 


54=3(1741) 57=3(174+2) «<> 306=3(17+85) 309=3(17+86) 
] l ] 1 
1 2 so 85 86 


o prueba. Esta tranformación se puede definir por 
T 
c)= 53-17 
10) =5 


ara x entero múltiplo de 3,52<x< 311. 


ojercicio 9.4 Desde 402 = 6-67 = 6(66+ 1) hasta 498 = 6-83 = 6(664+17), 
ay 17 múltiplos de 6. La aplicación biyectiva: 


402=6(66+1) 408=6(66+2) --- 492=6(66 +16) 498= 6(66 +17) 
1 l 1 y 
1 2 Loa 16 17 
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lo prueba. Esta tranformación se puede definir por 
z 
=2-66 
)=5 


para z entero múltiplo de 6, 400 < x < 499. 


Ejercicio 9.5 Hay 5 consonantes y 8 letras en total; de manera que las 
posibilidades son 


O 
7 5 6 5 4 3 2 
En total hay 7-5-6-5-4-3-2= 25200 maneras. 


Ejercicio 9.6 Hay 2 vocales y 6 consonantes; como las letras pueden repe- 
tirse, las posibilidades son 


a UU IU A SÁ 
8 8 8 8 8 2 
Luego hay 8% - 2 = 65536 palabras posibles. 


Ejercicio 9.7 Hay 2 vocales y 4 consonantes, de manera que después de 
elegir la consonante del principio y la vocal del final quedan cinco letras 
entre las cuales efectuar las elecciones siguientes. 
a e 
4 5 4 2 


Así que son 4-5-4-2= 160 las palabras con las características indicadas. 


Ejercicio 9.8 La consonante de la tercera posición se puede elegir de 4 
maneras y la de la cuarta posición puede ser cualquiera de las 3 restantes. 
En las demás posiciones puede aparecer cualquiera de las 6 letras. 


o O 
6 6 4 3 6 6 
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Son por tanto 6* - 4.3 = 15552 palabras. 


Ejercicio 9.9 Hay 2 vocales y 5 letras en total. La segunda debe de ser una 
de las 4 que no coincide con la última. 


a a 
2 4 5 5 
Resultan 2-4-5-5= 200 posibilidades. 


Ejercicio 9.10 En la última posición puede figurar 1, 3 Ó 5; entre los 5 
dígitos restantes hay que ir eligiendo las cuatro cifras iniciales, 


SU 
5 4 3 2 3 


En total son 5-4-3-2.3= 360. En caso de que las cifras puedan repetirse 
será 


Lo cual da 6* - 3 = 3888 posibilidades. 
a 

Ejercicio 9.11 Para que sea múltiplo de 5, la última cifra ha de ser 5 ó 0; 
además la primera cifra no puede ser 0 ni 1. Luego las elecciones posibles 
son 

a 

6 8 8 2 

Lo cual da un total de 6 - 8? .2 = 768 números, incluído el 2000 (767 son 
los estrictamente mayores que 2000). En caso de que las cifras hayan de 
ser distintas, las elecciones posibles en la primera posición dependen de la 
cifra colocada en último lugar. Si es 5 pueden ir al principio 2, 3, 4, 6 y 
7 (5 posibilidades) y quedan 6 dígitos para elegir sucesivamente la segunda 
y tercera cifras; pero si es O el número puede también empezar por 5 (6 
posibilidades). En cualquiera de los dos casos quedan 6 dígitos para elegir 
sucesivamente la segunda y tercera cifras. Así: 
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0 
a 
6 6 5 1 
De manera que hay 5-6-5+4+6-6-5= 330 números con las características 
indicadas y cifras distintas. 


Ejercicio 9.12 Para que el número sea capicúa la quinta letra debe coincidir 
con la primera y la cuarta con la segunda. Además la primera no puede ser 
cero para que el número tenga realmente 5 cifras: 


ÍA AS 
9 10 10 1 1 


Hay por tanto 9 - 10 - 10 = 900 capicúas de cinco cifras. Si el número ha de 
ser impar, la primera cifra, igual a la última tiene que ser impar. Ello reduce 
las posibilidades a 5 - 10-10 = 500. 


Ejercicio 9.13 El lunes puede citarse con cualquiera de las siete. El martes 
con cualquiera de las seis con las que no estuvo el lunes; el miércoles, con 
cualquiera de las seis con las que no estuvo el martes; etc. 


L MX J] V S D 


La agenda del Sr. Casanova puede organizarse de 7 - 6% = 326592 maneras 
distintas. 


Ejercicio 9.14 Hay en total 11 letras, 5 Aes, 2 Bes, 2 Res, una C y una D. 
Las ordenaciones distinguibles son: 
11! 
ES 


es decir 83160. 


Ejercicio 9.15 En la lista de llegada figuran por orden los nombres de los 
7 participantes; luego hay en total: 


7! = 5040 
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listas posibles. 

Sin embargo hay 3 banderas inglesas, 2 francesas, una sueca y una es- 
pañola. El número de órdenes distintos en que pueden figurar las banderas 
es 71/(3121 1111) = 420. 


Ejercicio 9.16 Al barajar el mazo de cartas puede resultar cualquier orde- 
nación de las mismas. El número de resultados posibles es pues 


40! = 815915283247897734345611269596115894272000000000 


aproximadamente 8.15-10%, (Aunque los 40 millones de españoles barajasen 
una baraja cada uno, una vez por segundo durante 24 horas al día y 365 días 
al año, harían falta más de 6 - 10% siglos para que hubiese posibilidad de 
obtener todos los resultados distintos.) 


Ejercicio 9.17 Si se barajan juntas dos barajas iguales, cada una de las 40 
cartas está repetida dos veces, el número de permutaciones con repetición 
diferentes es: 

80! 

2140 
aproximadamente 6.5 - 101%; es decir un número de 106 cifras, muchísimo 
más grande que el resultado del ejercicio anterior. 


Ejercicio 9.18 Supongamos que decide el día en que realizará cada visita 
en el orden en que aparecen citadas las ciudades. Dispone entonces de 30 
ocasiones para fijar su viaje a Barcelona; la fecha de la visita a Sevilla sólo 
puede elegirla entonces entre los 29 días restantes; y así sucesivamente para 
los viajes a Murcia y Orense. Esto es: 


B SE MU OR 
A UA Ry 
30 29 28 27 


Tiene pues 30 - 29 - 28 -27 = 657720 posibilidades para organizar sus viajes. 
Ello corresponde al número de variaciones de 4 elementos tomados entre 30. 
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Ejercicio 9.19 Dispone de 12 eleciones para la primera capital a visitar; 
11 para la segunda; 10 para la tercera y nueve para la cuarta. En total son 
12-11-10-9 = 11880 las giras distintas que puede realizar. 

También puede barajar los nombres de las 12 capitales, lo cual le puede 
dar 12! resultados diferentes, e ignorar las que le hayan aparecido en los 8 
últimos lugares. Así hay 8! resultados que le conducirán a cada una de las 
giras posibles. El número de estas vuelve a ser 12!/8! = 12-11-10-9. 


Ejercicio 9.20 La primera cifra puede ser cualquiera de las diez; la segunda 
una de las nueve restantes y así sucesivamente 


ie ge 3 40 E 


== == == 5 == 
10 9 8 7 6 


En total son 10-9-8-7-6= 30240 las “combinaciones” posibles. 

Si las cifras pueden aparecer repetidas, aunque no consecutivamente, la 
primera puede ser cualquiera de las diez, y las cuatro restantes una de las 
nueve que no coincide con la anterior. Es decir: 


19 go go ye 5e 


Lo que eleva las “combinaciones” posibles a 10-91 = 65610. Este resultado ya 
no corresponde a ninguno de los casos tradicionales de la combinatoria, pero 
la semejanza del procedimiento de construcción en ambos casos es manifiesta. 
De ahí que sea recomendable razonar directamente cada problema, en lugar 
de tratar de ajustarlo a uno de los esquemas preestablecidos. 


Ejercicio 9.21 Desde luego hay 12 señales compuestas por una sola bandera. 
De dos banderas pueden constituirse 12 - 11 señales. Y de tres banderas 
12-11-10. En total 


124 12-114 12-11-10= 1464 


señales diferentes. 
Lógicamente se ha supuesto que el orden de las banderas puede ser dis- 
tinguido desde otro barco, pero no la posición de las banderas en el mástil; 
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de manera que el mensaje —ab no se diferencia del a — b ni del ab—. Si la 
distinción fuese posible, habría 36 señales de una sola bandera (según cual 
de las tres posiciones ocupase); con dos banderas serían 12-11-3 los mensajes 
posibles (según que posición se dejase vacía). Con los 12 + 11 - 10 mensajes 
de tres banderas, totalizarían: 


12.-34+ 12-11-34 12-11-10= 1752 


señales diferentes. 

Si se dispone de tres banderas de cada tipo, volviendo a suponer las 
posiciones indistinguibles, el número de señales con una bandera vuelve a 
ser 12; con dos banderas se eleva a 12? y con tres banderas a 12%. Con lo 
cual son: 

124 12? 4 12% = 1884 


señales diferentes. 


Ejercicio 9.22 Para formar un montón de 20 cartas que contenga dos ases, 
tendremos que elegir dos de entre los cuatro ases y 18 cartas que no sean 
ases de entre las 36 posibles. La primera elección puede hacerse de 


formas; la segunda de 


maneras. En total hay 


(5 El = 6 - 9075135300 = 54450811800 


elecciones posibles del primer montón, quedando en cada caso determinado 
el segundo montón. 
De la misma manera, hay 


() 5 = 6 -30260340 = 181562040 


montones diferentes de 10 cartas, conteniendo dos ases, y no hay ninguna 
elección que hacer para poner las 30 cartas restantes en el segundo montón. 
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Si se efectua la elección de dos ases y 28 cartas más, para constituir el 
segundo montón, el número de posibilidades es el mismo. 


Ejercicio 9.23 Cada caso en que se obtengan cuatro caras caras y dos cruces 
se determina sabiendo en qué monedas, entre las 6, ha salido cara. Se trata 
de elegir cuatro de entre las 6 monedas, lo cual puede hacerse de 


>. 


Ejercicio 9.24 En una apuesta a la “bonoloto” se marcan 6 de los 49 núme- 
Tos que figuran en el boleto, luego hay 


(%) = 13983816 


maneras distintas. 


apuestas posibles. 
Si se marcan 10 números en una columna, cada subconjunto de seis 
números de los marcados constituye una apuesta diferente. Por consiguiente, 


se han realizado: 
104). 210 
6)= 


Ejercicio 9.25 Para formar una “mano” de cinco cartas con la que el jugador 
tenga un “full”, primero, hay que decidir el valor de las cartas del trío (As, 
dos, tres,..., J, Q, K) y el valor de las cartas de la pareja. La primera 
elección puede hacerse de 13 maneras y la segunda de 12. Una vez tomada 
esta decisión, hay que seleccionar 3 cartas del primer valor, entre las cuatro 
que contiene la baraja, para formar el trío y 2 cartas del segundo valor, para 
constituir la pareja. Luego hay 


4) (4 
.12. = 
13 (5) (5 3744 


apuestas. 


“fulls” diferentes. 
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Un “póker” puede ser de 13 valores distintos; no hay que hacer ninguna 
elección para seleccionar las cuatro cartas del valor elegido, pero hay que 
elegir una de las 48 cartas restantes para acompañar al “póker”. Así que las 
manos que contienen un “póker” son 


(y) = 13-48 = 624 


Las valores de las cartas de unas dobles parejas se pueden elegir de 


() 


maneras distintas. La selección de cada pareja se puede hacer de 


() 


formas y, todavía, hay que elegir una de las 48 cartas restantes de acom- 
pañamiento. El número de manos con dobles parejas es por lo tanto 


Na 


Para construir un “mano” con trío hay que elegir el valor del trío y dos 
valores diferentes de las cartas de acompañamiento. Ello puede hacerse de 


maneras distintas; después hay que seleccionar tres cartas del primer valor 
y una de cada uno de los otros dos; lo cual da 


00 


selecciones posibles. En total hay 


(000 «me 


“manos” que contienen un trío (pero sin “full”). 

La comparación del número de casos en los que se obtiene cada resultado 
explica porqué tiene más valor un “póker” que un “full”, éste que un trío y 
éste que unas dobles parejas. 
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Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 9.1 La respuesta correcta es b. Son 11 — (7) +1 = 19. 


Cuestión 9.2 La respuesta correcta es a. Son 237 — 5141 = 187. 


Cuestión 9.3 La respuesta correcta es a. Son todos los números del 12 al 
87, ambos incluídos; es decir 87 — 124 1= 76. 


Cuestión 9.4 La respuesta correcta es c. Son todos los números del -31 al 
110, ambos incluídos; es decir 110 — (-31)+ 1 = 142. 


Cuestión 9.5 La respuesta correcta es b. Desde el 35 = 7-5 hasta el 
80 = (7+9)-5 hay 10 múltiplos de 5. 


Cuestión 9.6 La respuesta correcta es c. Desde el -231 = (-21) - 11 hasta 
el 561 = 51-11 hay 73 múltiplos de 11. 


Cuestión 9.7 La respuesta correcta es b. La primera cifra puede ser 5, 6, 
7,86 9; la segunda cualquiera de las 10 cifras y la última 3. Luego hay 
5-10= 50 números. 


Cuestión 9.8 La respuesta correcta es a. Según la regla de la multiplicación 
dispone de 6-5-3 maneras distintas de vestirse. 


Cuestión 9.9 La respuesta correcta es b. Hay 3 elecciones posibles para la 
segunda letra; las 4 restantes pueden ir en la primera posición y una de las 
3 restantes al final. Son pues 4-3-3. 


Cuestión 9.10 La respuesta correcta es a. Hay 3 elecciones distintas para 
la última letra y, en cualquiera de los otros tres lugares puede ir una de las 
5 letras. Son pues 53 - 3, 
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Cuestión 9.11 La respuesta correcta es c. La primera vocal puede elegirse 
de 3 maneras, la última letra tiene que ser entonces una de las otras 2 vocales. 
Quedan 3 letras para ocupar la segunda posición y 2 para ocupar la tercera. 
Son pues 3-3-2-2, 


Cuestión 9.12 La respuesta correcta es b. Hay 3 maneras de elegir la con- 
sonante central y 2 formas de elegir cada una de las vocales de los extremos. 
Las otras dos letras pueden ser cualquiera de las 5. En total son 2-5-3-5-2. 


Cuestión 9.13 La respuesta correcta es a. La última cifra puede ser cual- 
quiera de las 5 impares, la primera cualquiera de las 6 mayores o iguales que 
4. Las dos centrales se pueden elegir de 10 maneras. Resultan 6 -10-10-5 
números en total. 

Se obtiene el mismo resultado si se observa que del número 4001 = 2- 
2000 + 1 al 9999 = 2-4999+ 1 hay 4999 — 2000 + 1 números impares. 

O, más simplemente, que son la mitad de los 6000 números comprendidos 
entre 4000 y 9999. 


Cuestión 9.14 La respuesta correcta es a. Con una de las 2 cifras finales 
163, la primera cifra se puede elegir entre las 6 mayores o iguales que 4; 
quedan entonces 8 para la segunda y 7 para la tercera. Si el número tiene 
una de las 3 terminaciones en 5, 7 ó 9, sólo hay 5 elecciones posibles para la 
primera cifra, 8 para la segunda y 7 para la tercera. En total 


2-6:8:-74+3-5-8-7 


elecciones distintas. 


Cuestión 9.15 La respuesta correcta es c. Como 9! = 9-8-7-6-5-4-3-2-1, 
es divisible por 2 y por 5 tiene que terminar en 0. 


Cuestión 9.16 La respuesta correcta es a. Se tiene 7! = 7-6-5-4-3-2-1 = 7-61, 


Cuestión 9.17 La respuesta correcta es a. Se tiene 
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4145! 
Cuestión 9.18 La respuesta correcta es c. Sl =44+5:4=24=4! 


11! 
Cuestión 9.19 La respuesta correcta es c. UN 11-10 


.4 121 12-11-10-9-8.7 
Cuestión 9.20 La respuesta correcta es bh. = == —Ká—— = 


516! 5-4-3-2 
11.9.-8-7 
! 8-7- 
Cuestión 9.21 La respuesta correcta es a. a = z y 


Cuestión 9.22 La respuesta correcta es b. La primera se puede escoger de 
16 formas, la segunda de 15, etc. Luego son 16!. 


Cuestión 9.23 La respuesta correcta es a. Son 5!=5-4-3-2-1= 120. 


Cuestión 9.24 La respuesta correcta es c. Hay 6! órdenes posibles de las 6 
bolas, pero permutando las tres blancas o las tres negras entre sí, la secuencia 
de colores no varía. 


Cuestión 9.25 La respuesta correcta es c. Son 7!/(7— 4) 
Cuestión 9.26 La respuesta correcta es b. Es 8!/(8 — 3)! 
Cuestión 9.27 La respuesta correcta es b. Es 9!/(9— 5)! =9-8-7-6-5. 


Cuestión 9.28 La respuesta correcta es c. Hay 6!/4! subconjuntos ordena- 
dos con 2 elementos, pero cada par de ellos que tengan los mismos elementos 
en orden distinto, da lugar al mismo subconjunto. 


! 
Cuestión 9.29 La respuesta correcta es b. Son = = an 
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¿ 11 11! 
Cuestión 9.30 La respuesta correcta es c. Son (;) == 


e 
o 
' 
Sly 
li 
e 


Cuestión 9.31 La respuesta correcta es b. Por definición, ( 


11 11! 11 
Cuestión 9.32 La respuesta correcta es C. [js 567 - ( 4) 
6 6! 
Cuestión 9.33 La respuesta correcta es C. 0 = 6 =1 
$4 4 4! 
Cuestión 9.34 La respuesta correcta es b. al Sa? 1 


Cuestión 9.35 La respuesta correcta es a. (1)> 
6 6-5 
Cuestión 9.36 La respuesta correcta es C. == 


Cuestión 9.37 La respuesta correcta es c. (> E mem = 2, yla 


ecuación se cumple para cualquier valor natural de z. 


Cuestión 9.38 La respuesta correcta es b. El director puede ser cualquiera 
de los 40 alumnos, el subdirector cualquiera de los 39 restantes y, entre los 
38 que quedan hay que elegir los 3 redactores. 


Cuestión 9.39 La respuesta correcta es a. En el índice debe marcar 8 síes 
y 2 noes. Puede hacer 10!/8! 2! listas de síes y noes para colocarlas en el 
índice. 
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Cuestión 9.40 La respuesta correcta es b. Debe escoger 7 de los 10 capítulos 
de Matemáticas y 11 de los 14 capítulos de Historia. El orden en que los 
estudie no afectará al resultado. 


Cuestión 9.41 La respuesta correcta es a. El primer equipo se escoge 
tomando 5 de los 30 alumnos. De los 25 restantes hay que elegir 5 para 
constituir el segundo equipo. 


Cuestión 9.42 La respuesta correcta es c. Habrá 11 “dobles” y 
11 
2 

Cuestión 9.43 La respuesta correcta es b. De las 


l 


maneras de escoger las 4 bolas, hay 


fichas con 2 números distintos. 


con todas negras y 


() 


con todas blancas. El resto tendrá bolas de ambos colores. 


Cuestión 9.44 La respuesta correcta es b. Elegir 4 bolas de la urna equivale 
a seleccionar un subconjunto de 4 elementos del conjunto de 12 bolas que 
contiene la urna. Por lo tanto, hay 


0 
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elecciones distintas de cuatro bolas. Pero no todas estas elecciones tienen 
bolas de distintos colores, es preciso descontar las elecciones que sólo tienen 
bolas blancas y sólo bolas negras. Habrá tantas elecciones de cuatro bolas 
blancas como maneras distintas de formar un subconjunto de 4 elementos 
del conjunto de 7 bolas blancas que contiene la urna. Esto es, hay 


( 


elecciones que sólo contienen bolas blancas. Por un motivo semejante, hay 


6) 


elecciones de 4 bolas negras. Por consiguiente, la diferencia: 


0-00 


es igual al número de elecciones de 4 bolas que no son todas del mismo color. 


Cuestión 9.45 La respuesta correcta es b. La estación de partida puede ser 
una cualquiera: se puede elegir de 11 maneras diferentes. Por cada estación 
de partida hay 10 estaciones de llegada posibles. En total hay 11 x 10 = 110 
billetes distintos. 


Cuestión 9.46 La respuesta correcta es c. Para que el número tenga tres 
cifras significativas, la primera cifra puede ser uno cualquiera de los dígitos 
1,2, ..., 9; por lo tanto, hay 9 elecciones para la primera cifra (no puede 
ser O porque, entonces, el número tendría dos o una cifras significativas). 

Una vez elegida la primera cifra, la segunda puede ser cualquiera de las 
cifras 0, 1, ..., 9: hay 10 elecciones posibles para la segunda cifra. 

Una vez elegidas la primera y la segunda cifras, para que el número sea 
capicúa, la tercera debe ser igual a la primera. Luego no hay más que 1 
elección posible de la tercera cifra. En total hay 9 - 10-1= 90 números. 


Cuestión 9.47 La respuesta correcta es b. Puede elegir la blusa de 12 
maneras distintas; elegida la blusa, tiene 10 maneras distintas de elegir la 
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falda y, elegidas blusa y falda, tiene 7 maneras de elegir los zapatos. En total 
12-10 -7 elecciones distintas de su atuendo. 


Cuestión 9.48 La respuesta correcta es b. Los 3 oficinistas serán elegidos 
entre los 5 que concursan. Hay 

5 

3 


maneras de selccionar 3 personas de un conjunto de 5. Por igual motivo, hay 


() 


maneras de seleccionar dos vendedores entre los 6 aspirantes. El número total 
de elecciones distintas es el producto de las maneras distintas de seleccionar 
3 oficinistas por el número de selecciones de 2 vendedores, esto es: 


maneras diferentes. 


Cuestión 9.49 La respuesta correcta es c. Un conjunto de 5 elementos 
tiene: 


subconjuntos de 2 elementos. Por otra parte, se cumple: 


)-C) 


puesto que elegir 3 elementos entre 5 equivale a rechazar 2, los no elegidos, 
entre 5. 


Cuestión 9.50 La respuesta correcta es a. El primer plato puede ser elegido 
de 3 maneras distintas. Por cada selección del primer plato hay 2 maneras 
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distintas de encargar el segundo. Elegidos el primero y el segundo, hay dos 
elecciones posibles del postre. En total 3 -2-2 = 12 selecciones distintas. 


Cuestión 9.51 La respuesta correcta es b. De tantas maneras como orde- 
naciones distintas pueden hacerse con cinco objetos que se clasifican en dos 
grupos idénticos entre sí, un grupo tiene dos objetos y el otro grupo tiene 
tres objetos. En total: 
5! 
3 =10 


ordenaciones distintas. 


Capítulo 10 


Cálculo de probabilidades 


10.1 Introducción 


De una manera genérica, puede decirse que la Ciencia trata de encontrar 
las leyes que rigen los fenómenos que observamos. Con frecuencia, son leyes 
de carácter necesario, que predicen sin ambigiiedad aquellas consecuencias 
que se presentan con necesidad cada vez que se repite la observación del 
fenómeno. Ejemplos de este tipo de situaciones son las siguientes: 


1. Una piedra cae, si nada la soporta. 

2. Si un líquido se calienta suficientemente, se evapora. 

3. Si se suman los ángulos de un triángulo, el resultado es 180?. 

4. Si un número entero, n, es divisible por 2, n? es divisible por 4. 

5. Si p, q y r son proposiciones lógicas, p —> q Y q — T, entonces p —> T. 


Entre los ejemplos anteriores, se pueden distinguir casos de necesidad física, 
por ejemplo 1 y 2, que se denominan leyes empíricas. Las leyes empíricas 
son fruto de la experiencia: se aceptan como universalmente válidas porque 
nunca se ha conocido una ocasión en que no se cumplieran. Otros casos, 
por ejemplo 4 y 5, obedecen a una necesidad lógica. La necesidad lógica 
es producto del razonamiento y su carácter más absoluto hace inconcebible 
que pudiera ser de otro modo. Por último, hay casos de carácter intermedio, 
como el ejemplo 3 anterior, ya que la frontera entre ambos tipos no es muy 


619 
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nítida!. Pero lo relevante, en este momento, es que todas ellas son situaciones 
gobernadas por la necesidad, en las que un efecto está determinado por ciertas 
causas. Así, calentar un líquido es la causa que produce su evaporación, y 
que un número sea múltiplo de 2 es la causa de que su cuadrado sea múltiplo 
de cuatro. 

Frente a esta clase de fenómenos, son frecuentes otros en los que la con- 
currencia de unas circunstancias fijas no permite prever cuál será el efecto 
producido. Por ejemplo, 


1. Si se colocan 49 bolas numeradas, iguales en peso, tamaño, textura, 
etc., en una bolsa y se extrae una bola a ciegas, la bola extraída llevará, 
necesariamente, uno de los 49 números, pero es imposible predecir cuál 
será. 


hd 


Si, todos los días, a la misma hora, se hace un trayecto entre dos puntos 
alejados de una ciudad, nunca se tardará el mismo tiempo y, lo que es 
peor, éste no puede precedirse de antemano. 


La duración del trayecto está gobernada por demasiados “impondera- 
bles” para que su valor esté determinado por un conjunto cuantificable 
de causas. 


3. Si una moneda cae al suelo de una habitación, no se puede prever 
el punto al que irá a parar. Aunque se lanzaran diversas monedas 
idénticas, poniendo cuidado en hacerlo de igual manera en todas las 
ocasiones, no acabarían todas en el mismo punto. 


En estos casos, se dice que el resultado del fenómeno es consecuencia del 
azar. El azar es la causa a la que se hace responsable del resultado de una 
infinidad de experiencias. Los experimentos o fenómenos cuyo resultado se 
atribuye al azar, se denominan aleatorios. El carácter de imprevisibilidad 
de las consecuencias del azar hace inútil cualquier intento de hallar reglas 
determinísticas que rijan la aparición de los resultados individuales. Esto es, 
a menudo, una propiedad deseable (en este principio se basan, por ejemplo, 
todas las loterías del mundo), pero dificulta en gran medida la comprensión 
de las leyes que gobiernan la conducta del azar: las monedas caídas de 


“Ello se debe a que cualquier razonamiento lógico ha de ser realizado dentro de un 
determinado modelo de la realidad. Si el modelo se impone por su evidencia, se tiende 
a considerar sus resultados como fruto de la pura lógica. Si se conciben otros modelos 
alternativos, igualmente posibles, las conclusiones serán válidas en la medida en que el 
modelo sea avalado por la experiencia. 
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nuestro bolsillo acaban esparcidas por el suelo “sin orden ni concierto” y 
parece imposible hallar una pauta de regularidad en sus posiciones. 


Pero, es falso que el azar no esté sometido a leyes. Lo que ocurre es 
que no son leyes necesarias, que determinen unívocamente los resultados 
de cada experiencia, sino que afectan sólo a la frecuencia de los resultados 
que se obtienen cuando el fenómeno se repite un gran número de veces. 
“Normalmente”, una moneda no se aleja mucho de la posición en la que cae 
y, sólo “ocasionalmente”, rueda hasta una esquina de la habitación. 


En los últimos cien años, se han desarrollado extraordinariamente las dos 
especialidades de la Matemática que abordan este tipo de leyes no necesarias: 
el Cálculo de probabilidades y la Estadística. Gracias a sus logros, ha surgido 
la posibilidad de lograr predicciones relativamente precisas, acerca de los 
efectos de los fenómenos aleatorios. 


Un ejemplo concreto: si se lanza mil veces una moneda equilibrada, lo 
único que se puede afirmar con certeza es que se obtendrán entre 0 y 1000 ca- 
ras, afirmación banal que carece de interés. Sin embargo, es posible estable- 
cer que , “en la inmensa mayoría de las ocasiones”, el número de caras estará 
comprendido entre 468 y 532. Despreciar esta información, aduciendo que 
no siempre es correcta, no parece muy inteligente; lo procedente es aprender 
a hacer este tipo de valoraciones de situaciones no determinísticas, precisar 
su sentido, y extraer de ellas normas de conducta para enfrentarse al azar. 
Éste es el propósito del Cálculo de probabilidades que se introduce en este 
capítulo. 


Ejemplo 10.1 Si se va a jugar cierta cantidad de dinero a una única partida de 
cara y cruz, el Cálculo de probabilidades sólo podrá enseñarnos que ambos jugadores 
tienen las mismas “oportunidades” de ganar; lo que no es mucho. Pero si se trata 
de saber cuál de los jugadores se aproxima más al número de caras obtenidas en 
mil tiradas de una moneda, el Cálculo de probabilidades desaconseja apostar por el 
775, por ejemplo, e indica que es conveniente apostar por el 500. 


Conclusiones de este tipo son las que desarrolla, de modo sistemático, el 
Cálculo de probabilidades. Para ello, son necesarios nuevos conceptos, ya 
que no es que los resultados próximos a 775 no sean “posibles”, sino que son 
menos “probables” que los próximos a 500. 


Como resumen, se puede deci 
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Hay situaciones en las cuales, bajo condiciones fijas, pueden ocu- 
rrir diversos acontecimientos A,, A2, Ag, etc..., pero ninguno de 
ellos es necesario, de manera que no se puede predecir cuál de 
ellos ocurrirá. Entonces, se dice que el resultado es consecuencia 
del azar 0.que se trata de un fenómeno aleatorio. 


10.2 El concepto de probabilidad 


La noción de necesidad se presenta ligada a la de certeza. Se está seguro de 
que una piedra caerá si le falla el soporte; y, en general, en una situación 
determinística, el efecto será una consecuencia cierta de las causas que lo 
producen. 

En cambio, ante los fenómenos de azar, la tendencia natural es tratar 
de medir el grado de verosimilitud de cada uno de los acontecimientos po- 
sibles, asignando una probabilidad a cada uno de ellos, que informe de la 
frecuencia con que se espera que se presente cada uno en una racha larga de 
observaciones del fenómeno. 


Ejemplo 10.2 Si una bolsa contiene 3 bolas semejantes en todo, salvo en el color, 
y 2 son rojas y 1 es blanca. Cuando se saca una bola a ciegas parece “uos veces 
más fácil” obtener bola roja que blanca. Por lo tanto, en una serie de extracciones 
en idénticas condiciones, se espera obtener dos bolas rojas por cada blanca. Este 
juicio se puede expresar en la forma: 


probabilidad de obtener bola roja = 5 = 0.666... 


Ll 


probabilidad de obtener bola blanca = 5 =0.333... 


que corresponde a las frecuencias esperadas de cada color en la serie de extracciones. 


En el ejemplo anterior, la probabilidad indica la “frecuencia ideal” con 
que aparecerán los colores; el patrón en torno al cual puede actuar el azar. 
En cambio, la “frecuencia real” sólo se conocerá con exactitud una vez que el 
azar haya actuado en una determinada racha de repeticiones del fenómeno. 
Así, si se repite 12 veces la experiencia anterior, un resultado “razonable” es 
obtener, por ejemplo, 7 rojas y 5 blancas; la frecuencia observada es entonces 


de 


frecuencia de rojas = =0.5833... 
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frecuencia de blancas = » = 0.4166... 


y el azar ha tenido un margen de maniobra para desviarse de las previsiones. 
Es posible que la desviación fuese mayor; por ejemplo, que apareciesen 2 rojas 
y 10 blancas, pero no se dudaría en considerar esta racha de resultados poco 
representativa de lo que ocurrirá “normalmente”. 

La cuestión se hace más patente al aumentar el número de repeticiones. 
Si se realiza 1200 veces la experiencia, sería muy raro que se diesen 800 rojas 
y 400 blancas, en concordancia exacta con las probabilidades predichas en 
el ejemplo. Pero que un resultado “normal”, por ejemplo, 822 rojas y 378 
blancas, daría lugar a unas frecuencias: 


á ñ 822 
frecuencia de rojas = 1200 7 0.685 
378 
i b =>— =0. 
frecuencia de blancas 1200 0.315 


que tienen una desviación pequeña respecto a los valores esperados. Una 
desviación mayor, como 874 rojas y 326 blancas, sigue siendo, por supuesto, 
posible; pero hará sospechar que alguien está “trucando” el experimento o 
que hay algún efecto físico que no se ha tenido en cuenta —el peso de las 
bolas, por ejemplo— y que las previsiones deben ser revisadas, porque el 
fenómeno difiere de la concepción inicial. 

De las consideraciones anteriores, se concluye: 


En un fenómeno aleatorio, la probabilidad de cada uno de los acon- 
tecimientos posibles es un número entre 0 y 1, que expresa la 
frecuencia teórica con la que cada acontecimiento se presentaría 
en una racha indefinidamente larga de repeticiones idénticas del 
fenómeno. 


Subyace en esta interpretación del término “probabilidad” la siguiente 
ley empírica (o lógica; según se mire) a la que se somete el azar: 


En una sucesión ilimitada de repeticiones de un fenómeno alea- 
torio, las frecuencias de cada uno de los acontecimientos posibles, 
observadas tras cada repetición, se estabilizan hacia ciertos valores 
límites (que son los que deseamos expresar mediante la probabili- 
dad de cada acontecimiento). 
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Al igual que nadie ha tenido la oportunidad, en las proximidades de la 
Tierra, de observar una piedra flotando libremente en el aire, tampoco nadie 
ha dispuesto jamás de una moneda con la cual, a medida que el número 
de lanzamientos aumenta, la frecuencia de caras oscilara, acercándose al- 
ternadamente, una y otra vez, primero a 1/4 y luego a 2/3 (por ejemplo), 
en lugar de presentar fluctuaciones, cada vez más pequeñas, en torno a un 
valor fijo (generalmente 1/2). Incluso, la existencia de tales oscilaciones pa- 
rece tan “ilógica” que dan ganas de empezar a argumentar para mostrar 
su imposibilidad. Sin embargo, desde el punto de vista matemático, cual- 
quier razonamiento sería prematuro, al no contar con un modelo teórico de 
referencia que permita establecer rigurosamente las conclusiones. Así pues, 
por el momento, hay que aceptar la ley anterior como empírica y analizar a 
dónde conduce. 

Conviene señalar que las dos ideas anteriores expresan el significado in- 
tuitivo del término “probabilidad”, pero no constituyen una definición ope- 
rativa. Tampoco proporcionan una regla práctica para atribuir probabilidad 
a los distintos acontecimientos relacionados con un determinado fenómeno 
aleatorio. El calificativo de “ilimitada” —o indefinidamente larga—, exigido 
a la sucesión de repeticiones del fenómeno, supone una barrera infranqueable 
para poder conocer la probabilidad por observación directa. 

A la hora de establecer la asignación de probabilidad a un acontecimiento 
aleatorio, es crucial entender que su grado de verosimilitud, o la frecuencia 
con que se espera que se presente, depende de la evidencia de que se disponga 
acerca del experimento. 


Ejemplo 10.3 Si, por primera vez, se juega con un dado la observación de su si- 
metría y aparente homogeneidad harán pensar que las 6 puntuaciones posibles son 
igualmente probables. Entonces, se considerará que todas las caras tienen probabi- 
lidad 1/6, es decir, que todas ellas se presentarán a la larga con la misma frecuencia: 
“una de cada seis veces”. Como la mitad de los resultados posibles son pares, mien- 
tras que sólo dos son superiores a 4, se puede concluir que “la mitad de las veces” 
aparecerá un número par y “una de cada tres veces” un resultado superior a 4; es 
decir: 


1 
probabilidad de obtener un resultado par = 3 


probabilidad de obtener un resultado superior a 4 = 5 


y así sucesivamente para cada uno de los acontecimientos que puedan interesar 
acerca del resultado del lanzamiento. 
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Quizás más adelante, después de múltiples lanzamientos, se llegue a tener evi- 
dencias de que el dado está “cargado”. Podrían entonces llevarse a cabo mediciones 
más precisas para determinar la longitud de las aristas, localizar el centro de gra- 
vedad del cubo, etc., y tratar de construir un modelo físico más elaborado acerca 
del comportamiento del dado. Posiblemente este modelo alternativo proporcionaría 
unas probabilidades diferentes para cada una de las caras. 


Otra posibilidad, más pragmática, es observar directamente los resultados que 
se obtienen con el dado. La realización de muchos lanzamientos y el estudio de 
las frecuencias con que aparecen las distintas puntuaciones, podría llevar a asignar 
probabilidades diferentes para cada una de las caras, que traten de inferir lo que 
ocurriría “a la larga” a partir de las observaciones realizadas. 


El ejemplo anterior pone de relieve que no puede existir una regla, uni- 
versalmente válida, para conocer automáticamente la probabilidad de los 
acontecimientos ligados a la amplia variedad de situaciones aleatorias a las 
que uno puede verse enfrentado; ni siquiera para conocer la probabilidad 
de las puntuaciones obtenidas con todos los dados “cargados” que pueden 
construirse. Por el contrario, la conclusión que debe extraerse es que hay que 
ser cuidadoso en el análisis de cada fenómeno aleatorio, a fin de ajustarse lo 
más posible a las condiciones del experimento y no caer en errores de bulto. 
Un ejemplo simple de este riesgo es el siguiente: 


Ejemplo 10.4 Se lanzan dos monedas equilibradas y se observa el número de caras 
obtenidas. ¿Cuáles son las probabilidades de los distintos resultados que pueden 
obtenerse? 


A primera vista, la situación parece bastante similar a la de un dado; sólo que 
con tres resultados distintos: 0, 1 y 2. Podría materializarse esta idea, imaginando 
que se lanza un triángulo equilátero homogéneo, sobre una recta (dentro de un plano 
vertical). Si los vértices del triángulo están marcados con 0, 1 y 2 respectivamente, 
se concluirá que cada uno de los tres resultados tiene probabilidad 1/3. Pero esta 
conclusión es errónea para el experimento con las dos monedas. 


De hecho, si se lanza una moneda con cada mano y se anota primero el resultado 
obtenido con la izquierda y después el obtenido con la derecha, son 4 los casos 
posibles: 

C,C C,X Xx C Xx, X 


cuyas probabilidades deben ser iguales (puesto que las monedas son equilibradas, 
tan “fácil” es obtener cara con ambas manos, como cara con la izquierda y cruz con 
la derecha, etc.). Así pues, cada uno de estos resultados tiene probabilidad 1/4 y 
resulta: 


probabilidad de 2 caras = 1/4 
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probabilidad de una cara (y una cruz) = 1/2 
probabilidad de 0 caras = 1/4 


Queda de manifiesto entonces que el experimento con las monedas no es equivalente 
al lanzamiento de un “dado” triangular. Como es natural, el mecanismo utilizado 
para sortear entre los tres resultados 0, 1 y 2, influye decisivamente en la probabili- 
dad con la que vaya a obtenerse cada uno. Y un análisis superficial del mecanismo 
puede llevar a conclusiones equivocadas. 


Más adelante, se volverá sobre el problema de la asignación de proba- 
bilidades en fenómenos aleatorios concretos. Pero, previamente, conviene 
estudiar la estructura general con que estos pueden ser descritos; es decir, 
aquellos rasgos comunes a la descripción de cualquier situación aleatoria, 
que no dependen de las peculiaridades del fenómeno o de la información 
sobre cómo se desarrolla. Después, con un modelo genérico definido, puede 
abordarse el problema de cómo ajustarlo a cada situación concreta, sabido 
ya qué es lo que hay que ajustar. 


10.3 El modelo matemático de los sucesos alea- 
torios 


El primer paso para describir un fenómeno aleatorio es poner de manifiesto 
la lista de sus resultados posibles. Esta es una tarea sencilla, ligada al expe- 
rimento que se esté realizando y al interés del observador. 


Ejemplo 10.5 Después de lanzar una moneda, puede observar la cara que nos 
muestra y distinguir dos únicos resultados: cara y cruz, despreciando la remota 
posibilidad de que caiga de canto. 


Ejemplo 10.6 Supuesto que la moneda se ha lanzado sobre un suelo embaldosado, 
puede observarse la baldosa en que acaba reposando su centro. Habrá entonces que 
etiquetar las baldosas y la lista de los resultados posibles coincidirá con la de los 
números que se hayan marcado sobre las etiquetas. 


Ejemplo 10.7 Si se extrae una carta de una baraja española, la lista de los 
resultados posibles coincidirá con la lista de todas las cartas de la baraja. 


En todos estos casos, la lista de los resultados posibles constituye un 
conjunto que se denomina espacio de posibilidades Por tradición, el espacio 
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de posibilidades se suele designar por la letra griega omega mayúscula 8. 


El conjunto de los resultados posibles de un experimento aleatorio 
se denomina espacio de posibilidades y se designa genéricamente 
por £. 


Ejemplo 10.8 Si se lanzan dos monedas y se anota el resultado que aparece en 
cada una, se tendrán 4 casos posibles. El espacio de posibilidades será: 


N =(CC,CX,XC,XX) 


Si sólo se cuenta el número de caras que han aparecido, los resultados posibles son 
3: 0,16 2 caras, y el espacio de posibilidades será: 


2 =(0,1,2) 


Sin embargo, el experimento es el mismo en ambos casos. Este ejemplo muestra 
cómo los resultados posibles de un fenómeno aleatorio y, por consiguiente, el espa- 
cio de posibilidades, dependen no sólo del fenómeno sino, también, del interés del 
observador. 


Además de los resultados posibles, en la realización de un experimento 
aleatorio, se pueden verificar el cumplimiento o no de otros acontecimientos. 
Por ejemplo, después de lanzar un dado puede juzgarse si ha sucedido o no: 
“sale 2”, pero también puede juzgarse si ha sucedido o no :“sale un número 
par”. Cualquiera de los acontecimientos acerca de los cuales pueda juzgarse, 
de manera inequívoca, si han ocurrido o no, sin más que observar el resultado 
del experimento, se denominan sucesos aleatorios o, simplemente, sucesos. 


Ejemplo 10.9 Si se lanzan dos dados de distintos colores y se anota el resultado 
que aparece en cada uno de ellos, se tendrán 6 x 6 = 36 resultados posibles, que se 
pueden simbolizar por: 


(10) (12 (1,3) (1,4 (1,5) (1,6) 
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) 
6062 (63 (3,4 (3,5) (3,6) 
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) 
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) 
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) 


El conjunto de estos 36 resultados constituye el espacio de posibilidades. 
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Que la suma de los dos resultados sea 5 es algo que puede ocurrir o no, pero, sin 
duda, basta conocer el resultado de lanzar los dados para saber si ha sucedido. En 
resumen, “la suma de los resultados es 5” es un suceso. Este suceso se representa 
por el subconjunto de elementos del espacio de posibilidades tales que la suma de 
los resultados es 5, es decir: 


la suma de los resultados es 5 = ((1,4), (2,3), (3, 2), (4, 1)) 
Los sucesos se clasifican en simples y compuestos. Los sucesos simples son 


los subconjuntos unitarios, es decir, están formados por un único elemento 
del espacio de posibilidades. 


Ejemplo 10.10 En el experimento aleatorio del ejemplo anterior, los sucesos: 


A=((3,4)), B=((1,1)), C =((2,6)) 


son simples, mientras que los sucesos: 
D= ((1,1),(2,2),(3,3)), E=((1,2),(2,4)) 


son compuestos. 


Ejemplo 10.11 En el experimento de extraer una carta al azar de una baraja, 
un suceso simple es, por ejemplo, obtener el rey de bastos. En cambio, obtener una 
espada u obtener un rey son sucesos compuestos (representados respectivamente por 
el subconjunto de las cartas de la baraja que son espadas y el subconjunto de los 
cuatro reyes de la baraja). 


Ejemplo 10.12 En el experimento de observar la cara superior de un dado, después 
de lanzarlo, los sucesos simples son (1), (2), (3), (4), (5) y (6), puesto que el 
espacio de posibilidades adecuado es, en este caso 2 = (1,2, 3, 4,5, 6). Ejemplos de 
sucesos compuestos son obtener resultado par: ([2,4,6); obtener resultado inferior 
a 3: (1,2); obtener resultado primo: (2,3,5), etc. 


Ejemplo 10.13 Al lanzar dos monedas, el espacio de posibilidades es 
Q =(CC,CX,XC, XX) 


Obtener dos caras es un suceso simple: (CC); lo mismo que obtener dos cruces. 
En cambio, obtener una sola cara es un suceso compuesto: (CX, XC); lo mismo 
que obtener alguna cara: (CC,CX,XC). 
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Nótese que cada suceso tiene dos descripciones: una verbal, mediante 
alguna propiedad característica de sus elementos, y otra extensiva que enu- 
mera todos los resultados que lo componen. La descripción verbal suele ser 
más sugerente de su significado, aunque hay que asegurarse de que expresa 
sin ambigiiedad el subconjunto de resultados que define. En la práctica se 
emplean ambas descripciones de manera intercambiable. 

En particular, el propio espacio de posibilidades, $2, es un suceso com- 
Puesto, que contiene como elementos a todos los resultados posibles del ex- 
perimento y recibe por ello el nombre de suceso seguro. Así mismo, el sub- 
conjunto vacío, (f), es un suceso que no ocurre nunca; ni simple ni compuesto, 
se denomina suceso imposible. 

Teóricamente, también sería posible considerar fenómenos aleatorios en 
los que el conjunto de resultados posibles es infinito. Por ejemplo si, en 
lugar de observar únicamente la baldosa en la que está situado el centro 
de una moneda, se identificaran las dos coordenadas del centro respecto a 
un sistema de referencia fijado. El conjunto de resultados posibles estaría 
entonces formado por parejas de números reales y su número sería infinito. 
Estas situaciones plantean dificultades teóricas muy superiores a las del caso 
en que 8 es finito y se excluyen de estas explicaciones. 

Naturalmente, identificar los sucesos relativos a un cierto fenómeno de 
azar con los subconjuntos de su espacio de posibilidades, (2, supone disponer 
de operaciones para formar nuevos sucesos a partir de otros dados; así 


1. Si A y B son sucesos, su unión: AU B, representa otro suceso que 
puede describirse de palabra como “ocurre A u ocurre B” y que sucede 
siempre que el resultado pertenezca a A, o a B, o a ambos simultáneamente. 


2. La intersección, AN B, es también un nuevo suceso: “ocurren A y B 
simultáneamente”, que se presenta siempre que el resultado pertenezca a A 
yaB. 


3. El complementario, A* = 2 — A, de cualquier suceso A, es el suceso 
contrario de A y significa que el resultado del fenómeno no pertenece al 
suceso A. 


4. Además dos sucesos A y B pueden estar relacionados en el sentido de 
que siempre que ocurre A, ocurre B; lo cual se corresponde con el hecho de 
que entre los subconjuntos A y B se verifique la relación: A C B. Cuando 
A C B, se dice que la aparición del suceso A implica la aparición de B. 
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En definitiva, la familia de los sucesos que pueden considerarse en relación 
con un fenómeno aleatorio, con espacio de posibilidades $2, tiene la misma 
estructura que la familia de las partes de 2, P(Q). Cualquier relación u 
operación que se realice entre subconjuntos de (2 tiene su interpretación en 
términos de sucesos. 


Ejercicios 
10.1 Se lanza dos veces un dado. Hallar el espacio de posibilidades adecuado para 


describir las puntuaciones obtenidas. Construir los sucesos: 


A = “el primer resultado es 2” 
B 
Cc 


“el segundo resultado es 2” 


“la suma de los resultados es 5” 
Describir con palabras los sucesos AMB, AUB, A*N BS. 
10.2 Tres bolas se introducen sucesivamente y al azar en una de dos urnas: ] y 


D. Hallar el espacio de posibilidades adecuado para describir la distribución de las 
bolas en las urnas. Construir los sucesos: 


A = “La urna / contiene dos bolas” 

B = “La urna / contiene más bolas que D” 

C— = “La primera y la segunda bola están en urnas distintas” 
D = “Laura D está vacía” 

E = “La tercera bola está en I” 

F <= “Las dos primeras bolas están en D” 


¿Qué relación hay entre los sucesos A y B? ¿Cuál es el suceso B— D? ¿Qué relación 
hay entre ANC y E? ¿Cuál es el suceso B UC? 


10.4 El modelo matemático de la probabilidad 


Una vez identificada la familia de sucesos correspondientes a un determinado 
fenómeno aleatorio —como la familia de los subconjuntos de su espacio de 
posibilidades (2— el propósito del Cálculo de probabilidades es atribuir una 
probabilidad a cada uno de ellos. 

Ya se sabe que la manera concreta de hacerlo dependerá de la información 
de que se disponga acerca del mecanismo mediante el cual el azar selecciona 
el resultado del experimento, o de la evidencia obtenida de observaciones 
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anteriores. Pero, de manera genérica, lo que se pretende es establecer una 
“valoración” de cada suceso; es decir, asignar a cada suceso un número que 
signifique su probabilidad. Por lo tanto, la probabilidad se concibe como una 
aplicación definida en P(N), que asocia a cada suceso un número. Además, 
puesto que las frecuencias relativas son números entre 0 y 1, también la 
probabilidad de un suceso será un número entre 0 y 1. En resumen, asignar 
probabilidad a los sucesos se reduce a establecer una aplicación: 


P:P(Q) — [0,1] 


que hace corresponder a cada suceso A € P(), un número real, P(A), 
comprendido entre 0 y 1, y que se interpreta como la probabilidad del suceso 
A. 

Por supuesto hay múltiples formas de definir este tipo de aplicaciones, 
incluso sobre un mismo espacio de posibilidades N. 


Ejemplo 10.14 En el ejemplo 10.4 se han descrito dos formas de sortear un número 
dentro del conjunto (2 = (0,1,2). En un caso, era 


PO) = PU) =P) = 3 


lo que indica 


P((0,1)) = P((0,2)) = P((1,2)) = 3 


1 


P((0,1,2))=1 


En cambio, si se hace el sorteo mediante dos monedas, se tiene 


Po) =P) =h PU) =5 


lo que sugiere: 
1 


Pq0,1)=-0,2)=1, P((0,2))= 3 


P((0,1,2))=1 
Se trata de dos maneras de atribuir probabilidad a los sucesos de l = (0, 1,2), que 


reflejan mecanismos de sorteo diferentes. 


En cualquier caso, la función de probabilidad no puede definirse de un 
modo arbitrario sobre los subconjuntos de $2; hacen falta unos requisitos 
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mínimos de coherencia, que eviten contradicciones con la idea primitiva de 
probabilidad. 


1. En primer lugar, si A y B son sucesos disjuntos —o dicho de otro 
modo, que no pueden darse simultáneamente—, la probabilidad del suceso 
AUB debe ser la suma de las probabilidades de A y de B. Se impone, por 
tanto, la condición: 


SiANB=0, entonces P(AUB)= P(A)+ P(B). 


Es ésta una propiedad que la probabilidad comparte con gran número de 
medidas físicas, como el peso o el volúmen, y que se cumple además para las 
frecuencias observadas de dos acontecimientos: si ningún resultado cuenta, 
a la vez, como ocurrencia de A y ocurrencia de B, será 


frecuencia(A) + frecuencia(B) = frecuencia(A U B) 


Así que, es lógico que se exija una condición similar para la probabilidad. 


2. En segundo lugar, el suceso seguro $2, debe producirse con probabili- 
dad igual a 1. Es decir: 


P(9)=1 


Ello refleja, simplemente, que es 1 la frecuencia con la que aparecerá alguno 
de los resultados posibles. 


Sin duda hay otros muchos requisitos que se podrían imponer razonable- 
mente a una asignación de probabilidades sobre cualquier espacio de posibi- 
lidades N. Sin embargo, todos ellos pueden deducirse de las dos condiciones 
anteriores y aparecerán como consecuencias suyas en los próximos párrafos. 
De momento, como no conviene alargar la lista de comprobaciones a efec- 
tuar para verificar que una asignación de probabilidades es coherente, las 
condiciones expuestas se resumen en la siguiente definición: 
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Sobre un espacio de posibilidades finito £2, definir una probabilidad 
es dar una aplicación: 


P:P(Q) — [0,1] 
que verifique: 
(a) SIA,BCN y ANB=0, entonces 
P(AUB)= P(A)+P(B) 
(b) P(Q) = 


La aplicación P se denomina una probabilidad sobre £%, cuyos valo- 
res, P(A), proporcionan las probabilidades de los diversos sucesos 
A. El par (Q, P) recibe el nombre de espacio de probabilidad y 
constituye la descripción matemática completa de cualquier fe- 


nómeno o experimento aleatorio. 


Ejemplo 10.15 El lanzamiento de dos monedas, experimento aleatorio del que ya 
nos hemos ocupado anteriormente, tiene así la siguiente descripción matemática: 


N=(CC,CX,XC,XX) 


P((CC)) = P(CX)) = PUXC)) = PU(XX)) = 


P((CC,CX))= PCC, XC))=P((CC, XX))= 
PUCX,XC))=P((CX, XX))=P((XC, e 
P((CC,CX,XC))= P((CC,CX,XX))= 


P((CC, XC,XX)) = P((CX,XC,XX))= 
P(CC,CX,XC,XX))=1 


A 


Ejemplo 10.16 El experimento que consiste en extraer al azar una bola de una 
bolsa que contiene 6 bolas: 3 rojas, 2 verdes y una blanca, y observar su color, se 


describe mediante el espacio de posibilidades: 


Q=(R,V, B) 
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y la probabilidad: 
PR) = 
P((R,V)) = 


y PVD =3 PUB =G 


PARE) =? 


P((R,V,B))=1. 


Lo que no puede hacerse, en ningún caso, es cambiar P((R, V)) = 6/7. No sólo 
porque ello no se corresponde con el mecanismo descrito para sortear uno de los 
tres colores, sino porque sería entonces 


PUR VI) A PURD) + PUV)) 


ali 


PY, B)) =3, 


PARV,B)) =PURV)+P(B)=5+h>1 
incumpliendo los requisitos de coherencia. De manera que, entre la multitud de 
mecanismos para elegir al azar uno de los tres colores, no hay ninguno que verifique 
PUR) =3 PVD =3> PUR VD AE 

Se aprecia así que cualquiera de los dos espacios de probabilidad, cons- 
truídos en los ejemplos anteriores, contiene información redundante, ya que 
las probabilidades de algunos sucesos se deducen de las de otros. Convendrá, 
por tanto, estudiar hasta qué punto puede condensarse la información en el 
mínimo número de datos posible. Máxime cuando, en experimentos tales 
como extraer una carta de una baraja, hay 40 resultados y, por consiguiente, 
2% sucesos (más de un billón) de los que expresar la probabilidad. 

No es conveniente, ni necesario, expresar el espacio de probabilidad me- 
diante la lista de las probabilidades de todos los sucesos. Gracias a las 
propiedades de la probabilidad que se estudian en la sección siguiente, se 
pueden deducir las probabilidades que interesen a partir de un conjunto de 
datos mucho más reducido. 


10.5 Propiedades de la probabilidad 


1. Parece evidente a la intuición que, si el suceso B ocurre siempre que se 
presenta el suceso A, debe ser P(A) < P(B). Esta propiedad se enuncia: 


SIACBCN, entonces P(A)< P(B) 
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Pero éste no es un requisito nuevo, sino que se deduce de los impuestos 
en la definición. En efecto, si AC B,es B= AU(BNAS). Pero Ay BNA* 
son sucesos disjuntos, luego se obtiene: 

P(B) = P(A) + P(BNAS) 
y, como P(B N A“) es un número positivo, resulta P(B) > P(A). 


2. El razonamiento anterior es más preciso que la propiedad enunciada. 
Según la última igualdad, el suceso B— A = BN A", que puede describirse 
de palabra como “ocurre B pero no sucede A”, tiene probabilidad igual a: 


P(BNA")=P(B)-P(A) 


es decir: 


SIACBCN, entonces P(B-A)= P(B)- P(A) 


3. En particular, cuando B = 2, el suceso BN A" es sencillamente A* 
—el suceso contrario de A— y, según la propiedad 2., se tiene P(A*) = 
P(N) — P(A) = 1— P(A). Esta propiedad es sumamente útil en múltiples 
ocasiones: 


Para cualquier ACN,  P(A*)=1-P(A) 


4. Como caso particular, el suceso imposible (), es el contrario de $2; luego 


P(0)=0 
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tal y como podía haberse supuesto sin gran alarde de imaginación. 


5. Como generalización del razonamiento llevado a cabo en la deducción de 
la propiedad 1., si A y B son sucesos cualesquiera, se puede expresar: 


B=(BNAJU(BNAS) 


de donde, puesto que BN A y BN A' son disjuntos, se obtiene: 


P(B)= P(BNA)+P(B- A) 


Lo que enseña a descomponer la probabilidad de un suceso B en dos casos: 
aquél en que también sucede A y aquél en que Á no ocurre. 


6. La propiedad: 
P(AUB) = P(A)+P(B) 


no es cierta en general, sino sólo cuando AM B = f. En otro caso, para 
calcular P(A U B), es preciso emplear la igualdad: 


P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B) 
que se razona como sigue: 
AUB=AU(B-A) 
y, dado que A y B— A son disjuntos, será 
P(AU B) = P(A)+ P(B- A) 


Lo cual, combinado con la propiedad 2., proporciona: 


P(AU B) = P(A) + P(B)- P(AN B) 
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La interpretación es sencilla: si A y B pueden ocurrir simultáneamente, al 
sumar la frecuencia con la que debería ocurrir A más la frecuencia con la 
que debería ocurrir B, se habrá contado dos veces los casos en que sucede 
An B; hay, pues, que descontar estos últimos para ajustar la probabilidad 
de que suceda A ó B. 


7. También es inmediato extender la propiedad (a) impuesta en la definición 
de probabilidad; cuando hay más de dos sucesos, se cumple : 


Si Ar, Az, A3,..., An son sucesos disjuntos dos a dos, es decir que 
verifiquen A¿N Aj =0 para ¿A j, es 


P(AJUA2UAzU...UAn) = P(A1) + P(42)+ P(43)+->-+P(An) 


Para comprobarlo, basta observar que (41 U A2)N Az = 0; luego 
P(A1 UA2U Az) = P(A1 UA2) + P(As) = P(A1) + P(A2) + P(A3) 
Un razonamiento similar vale para un número cualquiera de sucesos. 


8. Ahora, es fácil saber qué datos son suficientes para determinar la proba- 
bilidad de cualquier suceso: 


SiQ=(r1,T2,..-,Tn) y A= (Ti, Tiro. .,1i,) es 
P(A) = Pri) + PAra) ++ Pri) 


Los datos de la probabilidad de cada uno de los sucesos simples 
bastan, pues, para poder determinar la probabilidad de cualquier 
suceso. Para que dichos datos sean correctos, tendrá que ser 


PU) + PAD) ++ P((ra)) =1 


Evidentemente la conclusión anterior se obtiene sin más que observar que 


A= (ri) U(riJU---U fri,) 
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siendo disjuntos cada par de términos de la unión. La última igualdad es el 
caso particular para A = N. 
Según esta última propiedad, en el ejemplo 9.15, basta precisar que 
1 
PCC) = PUCX)) = PUXC)) = PUXXAY) = 3 
y —como era claro— de ello se obtienen todas las demás probabilidades. En 
el ejemplo 10.16, la información 


PAR) =3> PUV)=G PUB) => 


es suficiente para determinar la probabilidad de todos los sucesos. 


Ejemplo 10.17 Se extrae una carta de una baraja española; si se ha barajado 
bien el mazo y la extracción se hace al azar, cualquiera de las cartas tiene la misma 
probabilidad de ser elegida. Hay, por tanto, 40 resultados posibles, todos con la 
misma probabilidad, 1/40. A partir de ello puede obtenerse la probabilidad de 
cualquier suceso; por ejemplo 


P((T de espadas, 3 de copas, sota de oros)) = h 


1 
P(obtener una espada) = === 


40 4 
P(obtener un rey) = te cado 
>= 457 10 

30_3 

P(no obtener un basto) = 2-3 


La regla es muy sencilla, basta contar el número de cartas que verifican el suceso 
considerado y dividir por 40. En la próxima sección se enunciará esta regla, preci- 
sando las condiciones para su validez. 


Ejercicios 

10.3 Si P(A*)=0.4, hallar P(A). 

10.4 SIACB, P(B—A)=0.2 y P(B)=0.3, hallar P(A). 

10.5 Si P(A) =0.3, P(B) =0.2 y P(AUB) =0.4, hallar P(AN B). 


10.6 Si P(AUB)=0.9, P(A) =0.7 y P(AN B) =05, hallar P(B). 
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10.7 Si P(A)=0.7 y P(A— B)=0.2, hallar P(AN B). 
10.8 Si P(AUB)=0.6 y P(A)=0,3, hallar P(B— A). 
10.9 Si P(AUB)=0.75 y P(B— A) =0.6, hallar P(A). 


10.10 Si P(A) = 1/5, P(B) = 1/3, P(C) = 1/6, P(AN B) = P(BNC) = 
P(ANC)=1/10 y P(ANBNC)= 1/30, hallar P(AU BUC). 


10.6 El problema de asignar probabilidades 


Según un criterio muy estricto, se puede decir que los problemas propiamente 
matemáticos, acerca de un fenómeno de azar, comienzan cuando el espacio de 
probabilidad está dado; esto es, cuando se conocen el espacio de posibilidades 
y la probabilidad definida sobre los sucesos —o, al menos, sobre los sucesos 
simples. 

En la resolución de problemas reales hay un paso previo —no estricta- 
mente matemático, si se quiere— que no puede olvidarse so pena de hacer 
una teoría totalmente estéril, sin aplicaciones reales. Se trata del ajuste 
del modelo; esto es, extraer de los mecanismos de azar empleados o de las 
condiciones del fenómeno aleatorio observado, un espacio de posibilidades 
. adecuado y, sobre todo, una asignación de probabilidades a los sucesos que 
resulte conforme con la realidad estudiada. 

Para realizar esta operación no hay, ni puede haber una regla general. 
Es algo que depende fundamentalmente del “sentido común”, del análisis 
físico de las características del experimento o de las observaciones anteriores 
que se hayan realizado sobre él. Sin embargo, existe una norma que resulta 
útil en muchas ocasiones y que, aún cuando se aplique a menudo de forma 
inconsciente, conviene enunciar explícitamente. 

La idea consiste en describir el experimento aleatorio de manera que sea 
razonable aceptar que todos los sucesos simples tienen la misma probabili- 
dad. Entonces, forzosamente, cada uno de ellos tendrá probabilidad igual a 
1/n, donde n es el número total de elementos del espacio de posibilidades 
considerado. 

Por lo que se refiere a sucesos compuestos, si un suceso contiene m sucesos 
simples habrá que asignarle —de acuerdo con la propiedad 8.— probabilidad 
m/n. 

Esta norma de asignación se atribuye tradicionalmente a Laplace ? y de 


?Noble francés de la época napoleónica, gran matemático, astrónomo y físico. 
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una manera escueta y algo “perogrullesca” suele enunciarse así: 


Regla de Laplace: La probabilidad de un suceso A en un fenómeno 
aleatorio es 
número de casos favorables a A 

número de casos posibles 


P(A)= 


supuesto que todos los casos posibles son igualmente probables. 


Ejemplo 10.18 En el ejemplo 9.16, se extraía al azar una bola de una bolsa que 
contiene 3 rojas, 2 verdes y una blanca. Como sólo se observa el color, proponía- 
mos considerar R, V y B como los tres únicos sucesos simples, con probabilidades 
respectivas 1/2, 1/3 y 1/6. 

Para que esta asignación de probabilidades resulte más evidente, se puede ima- 
ginar que las bolas están numeradas y que se aprecia tanto el color como el número 
de la bola extraída. Ahora, los resultados posibles son: 


Ra, Ra, Ra, Va, Vs, Bo 


que constituyen el espacio de posibilidades “ficticio”, dentro del cual es razonable 
suponer que todos los resultados son igualmente probables —es decir, que todas 
las bolas tienen la misma probabilidad de ser elegidas. Cada uno tiene entonces 
probabilidad 1/6. 


En este espacio ampliado, los sucesos: 
R —= (Ri,Ro, Rs) 
V = (Va Vs) 


son compuestos, mientras que B = (Bs) sigue siendo un suceso simple. La regla de 
Laplace atribuye probabilidades: 


P)= E PV=E P=] 


tal y como había parecido razonable a primera vista. 


Ejemplo 10.19 Al lanzar dos dados, es posible que lo único que interese saber 
es la suma de las puntuaciones obtenidas. Si es así, podría plantearse el espacio de 
posibilidades 

Q =(2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12) 


que contiene todos los valores posibles de la suma. Sin embargo, a la vista del 
mecanismo utilizado en el sorteo, no es razonable suponer que los once resultados 
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tengan la misma probabilidad. De hecho, para que la suma sea 12 es forzoso obtener 
6 en cada dado, mientras que la suma será 8 tanto si se obtiene 6 y 2, como 5 y 3 
ó64y4. 

Hace falta un procedimiento para medir cuántos “casos” hay favorables a cada 
suma posible. Supóngase, aunque quizá no se corresponda con la realidad, que se 
observan la puntuaciones de ambos dados. En este nuevo experimento aleatorio, si 
se anotan las puntuaciones en orden creciente, los resultados posibles son: 


Y=( (1), (12, (13) (14), (15), (16), (2,2) 
23 (04) 025 (045 63, 64 (3,5) 
(3,5), (44), (45), (4,6), (5,5), (5,6), (6,6) ) 


Ahora bien, estos 21 resultados todavía no parecen equivalentes: sólo hay una forma 
de que aparezca (5,5), pero para obtener (3, 4) puede aparecer 3 en un dado y 4 en el 
otro o al revés. Hay que seguir “diluyendo los grumos” del espacio de posibilidades 
para obtener “casos” equiprobables. 


Supóngase que hay un dado blanco y otro negro. No parece que ello pueda 
afectar a las puntuaciones obtenidas, pero el número de resultados posibles se in- 
crementa. Si, primero, se anota la puntuación del dado blanco y, después, la del 
negro, los elementos del espacio de posibilidades son: 


o2=(f (1, (12, (1,3), (1,4), (1,5), ( 
40) (4) (23 (040 (25), (6), 
6D (62) (63) 60 (065 (6, 
(40, (42), (43), (44), (4,5), (4,6), 
6) 656) 63 60 65, (5,6), 
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) 7 


dentro del cual sí es sensato suponer que todos los elementos son igualmente pro- 
bables. Puede, por lo tanto, atribuirse probabilidad 1/36 a cada uno de estos 36 
resultados posibles. 


En este espacio de posibilidades están comprendidos, como sucesos compuestos, 
cada uno de los posibles valores de la suma de las puntuaciones; por ejemplo, 


S = ((1,3),(2,2), (3, 1)) 
Si = ((1,6),(2,5),(3,4), (4,3), (5,2), (6, 1)) 
Su = ((5,6),(6,5)) 


son los sucesos de que la suma de las puntuaciones sea 4, 7 u 11, respectivamente. 
Según ello 


3 6 2 
P(S1) = 35 P(57) = 30 Pm) = 36 


642 Capítulo 10. Cálculo de probabilidades 


Si se desea, se puede volver ahora al espacio de posibilidades original, £2, una vez 
hecha la valoración de las probabilidades de todos sus sucesos simples. De acuerdo 
con el mecanismo utilizado, y en tanto no se tengan evidencias en contra de que los 
dados son “correctos”, la atribución razonable de probabilidades en 2 es: 


PAD) =1/36, —P((3)=2/36, —P((4))=3/36, P((5)) =4/36, 


P((6))=5/36, —P((7))=6/36, —P((8))=5/36, P((9))= 4/36, 
P((10)) =3/36, P((11))=2/36, P((12))= 1/36 


De donde, por ejemplo, la probabilidad de obtener una suma de puntuaciones su- 
perior a 5 es igual a: 


36" 36 "36" 36 "36" 36 "36 36 


De igual manera se calcularía la probabilidad de cualquier otro suceso definido en 
términos de los resultados de los experimentos. 


Ejemplo 10.20 Una urna contiene tres cartas, una con ambas caras rojas, otra 
con ambas caras blancas y una tercera con una cara roja y otra blanca. Se extrae 
una carta al azar y se coloca sobre la mesa, sin observar la cara oculta. ¿Cuál es la 
probabilidad de que la cara oculta sea del mismo color que la que se observa? 


Un error muy frecuente en este tipo de problemas es discurrir: la cara oculta 
puede ser igual o distinta de la cara observada; luego la probabilidad de que sea 
igual es 1/2. Ello supone considerar como espacio de posibilidades: 


Q = (iguales, desiguales) 


y suponer que los dos resultados posibles son equiprobables; lo cual no es correcto. 


Para analizar más detenidamente la situación, numeremos las caras de las cartas; 
la urna contendrá entonces la carta R¡ Ro, la carta Bi Ba y la carta RgB3. Al sacar 
una carta de la urna, no sólo se elige al azar la carta extraída, sino también la cara 
superior que queda al descubierto. Si se anota en primer lugar la cara vista, hay 
seis resultados posibles del experimento aleatorio: 


Y = ((R,R2), (R¿R1), (RaBa), (BaRa), (Bi B2), (Ba B1)) 


que sí son, presumiblemente, equiprobables. Cada uno de ellos tendrá, por lo tanto, 
probabilidad 1/6. 


El suceso: “las dos caras sean del mismo color” está compuesto por los resulta- 
dos: 
((R1 Ra), (ReRy), (Bi Ba), (B2B)) 


mientras que el suceso de obtener caras diferentes es: 


((RaBa), (BaRa)) 
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Así que o 
a 4 si 1 
P(iguales) = 53 P(desiguales) = 3 
Mientras el primer análisis nos induciría a apostar indiferentemente por iguales o 
desiguales, el razonamiento correcto muestra que dos de cada tres veces aparecerá 


el suceso iguales. 


Ejemplo 10.21 Tres bolas se introducen al azar en dos urnas: / y D, ¿cuál es la 
probabilidad de que la urna / contenga alguna bola? 


En principio, el número de bolas en / sólo puede ser 0, 1,26 3 y, en cada caso, 
el resto de las bolas estará en D. Podríamos pensar, por tanto, en considerar como 
espacio de posibilidades 

2 =(0,1,2,3) 


pero no está claro que estos cuatro resultados sean equiprobables. Si las bolas se 
introducen una a una, sólo hay una forma de que las tres bolas acaben en 1; en 
cambio, si al final hay una única bola en /, la que ha entrado en esta urna puede 
haber sido la primera, la segunda o la tercera. Conviene, pues, anotar cómo se van 
repartiendo las bolas entre las dos urnas y considerar como espacio de posibilidades: 


Y =(111,11D,ID1,1DD, DII, DID, DDI,DDD) 


Estos ocho resultados, sí deberían ser equiprobables, bajo la hipótesis de que cada 
bola, por su cuenta, tiene las mismas oportunidades de caer en cada una de las dos 
urnas. En tal caso, la probabilidad de cada uno de los ocho sucesos simples es 1/8. 
Los sucesos relativos al número de bolas en /, tienen entonces las probabilidades 
que se indican a continuación: 


bolas en 1 suceso probabilidad 
0 (DDD) 1/8 
1 (1DD, DID, DDI) 3/8 
2 (UD, IDI, DIT) 3/8 
3 (11) 1/8 


Por consiguiente, 


P(alguna bola en /) = hor ; = : 


En los cuatro ejemplos anteriores se ha llevado a cabo la asignación de 
probabilidades a diversos sucesos, mediante la técnica de considerarlos inmer- 
sos en un espacio de posibilidades mayor que el estrictamente imprescindible 
para describir el fenómeno observado, pero en el cual, como contrapartida, 
todos los resultados son igualmente probables. Cuando se consigue un es- 
pacio de posibilidades con esta característica de homogeneidad, la regla de 
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Laplace reduce la cuestión de asignación de probabilidades a los sucesos a 
problemas de recuentos de casos favorables y casos posibles, a menudo dentro 
de un conjunto de grandes dimensiones. La combinatoria entra así a jugar 
un papel importante en la determinación de probabilidades, tal y como se 
pone de relieve en casos como los siguientes: 


Ejemplo 10.22 Si se marcan 10 números en un boleto de “bonoloto”, ¿cuál es 
la probabilidad de acertar la combinación ganadora? ¿Cuál es la probabilidad de 
acertar 5 y el “complementario” (sin acertar los 6)? ¿Y la probabilidad de acertar 
37 

Naturalmente es de suponer que todas las combinaciones tienen la misma pro- 
babilidad de aparecer en el sorteo. Como hay (2) resultados posibles, cada uno 
tendrá probabilidad 1/(%) de resultar elegido. 


Por otra parte, al marcar 10 números en el boleto se realizan ('/) apuestas 
(sobre otras tantas combinaciones distintas). Así, la probabilidad de que en el 
sorteo aparezca una de las combinaciones marcadas en el boleto es: 


(6) _ _10-9:8-7-6-5 


——_ «1075 
Oria o 


Cuando se elige el número complementario, el número de resultados posibles au- 
menta; son ahora (943, puesto que después de elegir la combinación ganadora, 
se elige uno de los 43 números restantes. Entre ellos, favorables al suceso de que 
haya 5 y el complementario entre los 10 marcados en el boleto y uno entre los 39 


no marcados, hay 
10Y (5) (39 
5 1 1 


Luego la probabilidad de acertar 5 más el complementario (sin acertar los 6) es 


(OO) __10-9-8-7-6-5-39-6 


8.2. 1075 
Da “Barricada. 


En cuanto a la probabilidad de acertar 3, como no tiene nada que ver con el número 
complementario, es 


(E) _ 10-9-8-39-38-37-5-4 


(%) — 49-48-47.46-45-44 


= 0.078 


Así pues, si se marcan 10 números en cada sorteo, hay que esperar acertar tres, 78 
de cada mil veces; cinco y el complementario, 8.2 de cada cienmil veces; y el pleno 
1.5 de cada cienmil veces. 
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Ejemplo 10.23 Si se seleccionan al azar 5 cartas de una baraja francesa, ¿cuál es 
la probabilidad de obtener un “póker”? ¿Y un “full”? ¿Y dobles parejas? 


Hay (+) “manos” posibles de 5 cartas elegidas entre las 52; todas las cuales 
tienen la misma probabilidad de ser elegidas, si la selección al azar se hace correc- 
tamente. 


Entre ellas hay 13 - 48 que contienen un “póker” (cuatro cartas iguales de uno 
de los 13 valores y una más de las 48 cartas restantes). Así que, la probabilidad de 
obtener un “póker” es: 

13-48 
57 
(5) 

Análogamente, se pueden formar 13-12- (3) (2) manos diferentes que contengan 

un trío y una pareja, para formar un “full”. Luego la probabilidad de “full” es: 


B-2- (06) 
(5) 


Para obtener dobles parejas (sin full, ni póker) hay que tener cartas de 3 valores 
distintos: 2 de uno, 2 de otro y una de un tercero. Luego su probabilidad es: 
13 (41 (4 (4 
OD 15.10 


5h 

(5) 
Ejemplo 10.24 Se lanzan 5 dados, ¿cuál es la probabilidad de obtener algún 
uno? ¿Y la probabilidad de obtener exactamente 3 puntuaciones iguales? ¿Y la 


probabilidad de obtener al menos 3 puntuaciones iguales? ¿Y la probabilidad de 
obtener al menos 2 puntuaciones iguales? 


=2.4-107* 


= 1.4. 107% 


El número de resultados posibles, equiprobables, de los cinco lanzamientos es 
6%. Posiblemente el jugador no será capaz de distinguirlos todos, pues a él le da lo 
mismo que salga (2,2, 2, 2,6) que (2,6, 2,2, 2). Está en su derecho si quiere agrupar 
los resultados de este tipo bajo la denominación “4 doses y 1 seis”; pero cometerá 
un error si juzga que este suceso —simple, para él— tiene la misma probabilidad 
que el suceso simple “5 doses”. El primero es cinco veces más probable que el 
segundo. Lo mejor que puede hacer para no equivocarse, es teñir los dados de cinco 
colores distintos —lo cual no puede afectar al juego— para tener la posibilidad de 
reconocer los 6% resultados equiprobables. 


Entre ellos, ¿cuántos son favorables al suceso “obtener algún uno”? Es un 
recuento que no parece fácil ...; ¡pero lo que es inmediato es contar cuántos son 
desfavorables!: aquellos en los que aparezcan cinco resultados entre 2, 3, 4, 5 6 6. 
Es decir, 5%. Y, por tanto, los favorables son 65 — 55; con lo cual se tendrá: 


P(Algún:amo):= É 
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Dicho de otro modo 
5 


P(Ningún uno) = a = 0.402 
y, por consiguiente, 


5 
P(Algún uno) =1— > = 0.598 


Si se construyen todos los resultados favorables al suceso “obtener exactamente 
3 veces la misma puntuación”. Primero, se puede elegir de 6 maneras la puntuación 
que se va a repetir 3 veces. A continuación, se escogen 3 de los 5 dados para situarlos 
mostrando la puntuación elegida; ello puede hacerse de (69) maneras. Por último, 
los 2 dados restantes pueden situarse mostrando cualquiera de las 5 puntuaciones 
distintas de la elegida. Son, pues, 

ez 
6 E) 5 


los casos favorables y resulta 


65 _ 2 
P(Exactamente 3 veces la misma puntuación) = e a 2 


65 1296 
Un cálculo similar proporciona 
, pr 6()5_ 25 
P(Exactamente 4 veces la misma puntuación) = 5 = 1296 
6 1 
P(Exactamente 5 veces la mi tuación) = >= == 
( Xactamente y veces la misma pun! uación) 55 1296 


Luego 


P(Al menos 3 veces la misma puntuación) = 20 + AL + ED TA = 210: 
1296 — 1296 ' 1296 1296 

Según lo anterior, para obtener el número de casos en los que se obtiene “al 
menos 2 veces la misma puntuación”, bastaría sumar los casos en los que hay “exac- 
tamente 2 veces la misma puntuación” (es decir, alguna puntuación repetida pero 
ninguna triplicada). Sin embargo, este último recuento se complica, puesto que 
puede haber dos puntuaciones que se repitan 2 veces cada una. .. Más vale emplear 
un recurso muy simple: lo contrario de “al menos 2 veces la misma puntuación” es 
“cinco puntuaciones distintas”; y está claro que esto se produce en 6-5-4-3-2 de 
los 6% casos posibles. Es decir 


6-5-4-3-2 _ 120 


P(5 puntuaciones distintas) = 5 = 0% 
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con lo cual 
120 _ 1176 


P(al menos 2 veces la misma puntuación) = 1 — 1296 — 1296 


Como comprobación, puede hacerse el cálculo directo de la probabilidad de que 
haya alguna puntuación repetida, pero ninguna triplicada. Una sola pareja se puede 
conseguir eligiendo una de las 6 puntuaciones para que se repita, dos de entre los 
cinco dados para que muestren tal puntuación y 3 puntuaciones diferentes más, para 
colocarlas en los dados restantes. Esto hace un total de 


6(5)5-4-3 _ 600 

65 1296 
Por otra parte, para conseguir dobles parejas, hay que elegir las dos puntuaciones 
que se repetirán —lo cual puede hacerse de (5) maneras—, después elegimos 2 de 
entre los 5 dados para que aparezca la menor de las dos puntuaciones seleccionadas, 
y 2 de entre los 3 restantes para la puntuación mayor; por último, el otro dado se 
puede situar mostrando uno de los 4 resultados que todavía no han aparecido. Así, 
se tiene: 


P(dos puntuaciones iguales y otras 3 distintas) = 


5) (5) (3 
4 3 
P(dos puntuaciones repetidas y una tercera distinta) = ISIBIOE 0 


65 1296 
Por lo tanto, resulta: 
d 3 900 
P(Exactamente 2 veces la misma puntuación) = ¡yg 


y se obtiene: 


276 900 1176 


P(al menos 2 veces la misma puntuación) = 1296 + 1296 — 1206 


Tras los ejemplos anteriores, puede concluirse que la asignación de pro- 
babilidades se consigue, en la mayor parte de las situaciones, mediante una 
reflexión cuidadosa acerca del experimento y recuentos, más o menos sen- 
cillos, de “casos favorables” y “casos posibles”. Los métodos para hacerlo 
pueden ser, no obstante, muy variados: 


Ejemplo 10.25 Imaginemos que un médico está interesado en saber la probabilidad 
de que un sujeto experimental, elegido al azar en la población, pertenezca a cada 
uno de los cuatro grupos sanguíneos: O, A, Bó AB. La única solución exacta sería 
incluir en el próximo censo de población una pregunta relativa al grupo sanguíneo 
de los individuos y recontar los resultados. Si se obtiene que el 44% pertenecen 
al grupo O, el 27% al grupo A, el 23% al grupo B y 6% al grupo AB, tendría 
obviamente: 


P(O)=0.44, P(A)=0.27, P(B)=0.23, P(AB)=0.06 
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No hay ningún razonamiento que pueda sustituir, en este caso, a la observación de 
la realidad. 


Naturalmente la teoría matemática de la probabilidad tiene que prescin- 
dir de los valores concretos, obtenidos por uno u otro procedimiento. Su 
tarea es enunciar resultados generales, sujetos a condiciones diversas, pero 
que sean válidos para cualquier asignación de probabilidades que las verifi- 
que. 


Ejercicios 


10.11 Se eligen al azar dos números de teléfono de la guía telefónica. ¿Cuál es la 
probabilidad de que tengan la última cifra igual? 


10.12 En una reunión de 4 personas, ninguna de las cuales nació en un año bisiesto, 
¿cuál es la probabilidad de que dos, por lo menos, celebren su cumpleaños el mismo 
día? ¿Y si son 15 las personas reunidas? 

¿ p 


10.13 Una urna contiene seis bolas numeradas de 1 a 6. Se toman dos bolas al 
azar, calcular la probabilidad de que la suma de puntuaciones obtenidas sea 7, la 
de que sea 3 y la de que sea 4. 


10.14 De una baraja española de 40 cartas se toman dos cartas al azar. Calcular 
a) la probabilidad de que ambas sean de oros. 
b) la probabilidad de que alguna sea de oros. 


c) la probabilidad de que una sola sea de oros. 


10.15 De una baraja española se toman dos cartas al azar. Calcular la probabilidad 
de que sean de distinto palo. Y, si se toman tres cartas, ¿cuál es la probabilidad de 
que haya dos del mismo palo? 


10.16 Una urna contiene 8 bolas blancas y 6 rojas. Se extraen al azar cinco 
simultáneamente. Calcular 

a) la probabilidad de obtener exactamente 3 blancas. 

b) la probabilidad de obtener alguna roja. 

c) la probabilidad de obtener bolas de ambos colores. 


10.17 Para el sorteo de cinco premios se venden 1000 números. Una persona 
compra 4 de ellos. Calcular la probabilidad que tiene de 
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a) conseguir el primer premio. 

b) conseguir algún premio. 

c) conseguir más de un premio. 
10.18 Se lanzan cuatro dados simultáneamente, para formar la “escalera” más 
larga posible. Hallar la probabilidad de que las cuatro puntuaciones obtenidas 

a) sean consecutivas. 

b) contengan exactamente tres consecutivas. 

c) contengan sólo “escalera” de longitud dos. 
10.19 Se barajan 10 tarjetas numeradas del 1 al 10, para que queden en un orden 
al azar. Calcular 

a) La probabilidad de que la primera sea la 7. 

b) La probabilidad de que la 7 preceda a la 2. 


c) La probabilidad de que la 7 y la 2 estén consecutivas. 


10.7 Probabilidades condicionadas 


Si una persona extrae una carta al azar de una baraja española, la mira 
y la coloca boca abajo sobre la mesa sin dejarnos verla y nos pregunta la 
probabilidad de que sea un rey, la respuesta es inmediata: 


4 1 
Pre = 15 = 50 
Pero si como ayuda para identificar la carta, nos proporciona la información 
de que es una figura (sota, caballo o rey), la nueva información obliga a 
modificar la asignación de probabilidades: la carta extraída sólo puede ser 
ahora una de las 12 figuras y en 4 casos será un rey; así que, la probabilidad 
de que sea un rey es 4/12 = 1/3. No hay nada sorprendente en que se 
obtenga un resultado distinto, puesto que la información de la que se parte 
en ambos casos es diferente. Pero, para no confundir ambas asignaciones, 
conviene escribir este nuevo resultado en la forma: 


1 
P(rey| figura) = 3 


incluyendo no sólo el suceso del cual se calcula la probabilidad, sino también 
la información de la que se dispone al hacerlo. 
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Análogamente, si la persona que ve la carta hubiera comunicado que la 
carta elegida no es una figura, no hay ninguna oportunidad de que sea un 
rey; de manera que se concluiría 


P(rey | no es una figura ) =0 


tercer resultado que se diferencia de los anteriores en la información dispo- 
nible y no en el suceso cuya probabilidad se quiere evaluar. 

Otros ejemplos relativos a la misma situación son los siguientes: si se 
representan por O, C, E y B los cuatro palos de la baraja: oros, copas, 
espadas y bastos. En principio, que la carta extraída no sea un basto tiene 
una probabilidad igual a: 

Ei. BN 
P(B") = 202 
Sin embargo, si se sabe que la carta no es un oro, la probabilidad de que no 
sea un basto será: 
pa*109)= E -? 
30 3 
puesto que son 30 las cartas posibles (que no son oros) y 20 de ellas no son 
bastos. 
En cambio, si se sabe que la carta no es un oro ni una copa, se tendrá: 


0,1 
220 2 


puesto que la carta sólo puede ser una de las 20 espadas o bastos y, de ellas, 
10 no son bastos. 

De manera general, al llevar a cabo un experimento aleatorio podemos 
saber que se ha producido un cierto suceso B —es decir, que el resultado del 
experimento pertenece al subconjunto B de $2. Esta información modifica, 
en principio, la probabilidad de que haya ocurrido cualquier otro suceso A; 
así que, se representa por P(A | B) la probabilidad que tiene el suceso A en 
tales circunstancias y se denomina probabilidad de A condicionada por B. 

Tal y como ocurre en el ejemplo anterior con la baraja, es frecuente que 
la probabilidad condicionada de A por B pueda calcularse directamente, 
enumerando los nuevos “casos posibles” —aquellos en los que sucede B— y 
los “casos favorables” —aquellos en los que sucede también A, para obtener: 


P(B*|OSnC*) 


número de casos favorables a A y B 


P(A|B)= 


número de casos en los que ocurre B 
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Esta regla, utilizable en el supuesto de que todos los resultados sean igual- 
mente probables, da la pauta para lograr una definición general, válida en 
cualquier circunstancia. En efecto, si se divide numerador y denominador 
de la fracción anterior por el número total de casos posibles (es decir, por 
el cardinal de (2) se obtiene el cociente entre P(A N B) y P(B). Por ello, se 
define: 


Si A y B son sucesos de un cierto experimento aleatorio y se cumple 
P(B) > 0, la probabilidad de A condicionada por B es 


P(AN B) 


PAL) => 


La interpretación es que la frecuencia con que se espera que se presente 
A, entre las repeticiones en las que sucede B, coincide con la frecuencia con 
la que ocurren ambos simultáneamente, dividida por la frecuencia con la que 
se da B. Por ejemplo, para la carta extraída de la baraja, se tiene: 


P(rey | figura) = P(rey y figura) 4/40 1 


P(figura) > 12/40 =S 
P(B=N(O*ACS) 10/40 1 
PEC ndo aa” a 


Ejemplo 10.26 Una encuesta ha revelado que el 23% de los habitantes de Bar- 
celona lee La Vanguardia, el 14% lee El País y el 6% lee ambos diarios. ¿Qué 
probabilidad hay de que un individuo, elegido al azar y que lleva El País bajo el 
brazo, sea lector de La Vanguardia? ¿Y, si lleva La Vanguardia, cuál es la probabi- 
lidad de que lea El País? 


Los datos significan que, eligiendo un individuo al azar, si V es el suceso de que 
sea lector de La Vanguardia y P el suceso de que sea lector de El País, se tiene 


P(V)=0.23, P(P)=0.14 y P(VNP)=0.06 


Por consiguiente, 


P(VOP) _ 0.06 


P(V|P)= 714204286 


de forma que hay un 42.86% de lectores de El País que también lee La Vanguardia. 
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En cambio, se tendrá: 


P(VAP) _ 0.06 


P(P|V)= q 


= 0.2609 
lo que indica que un 26.09% de lectores de La Vanguardia lee también El País. 


Ejemplo 10.27 Al lanzar dos veces un dado la suma de las puntuaciones obtenidas 
ha sido 8, ¿cuál es la probabilidad de que en el primer lanzamiento el resultado haya 
sido 2? 


En el espacio de posibilidades 2” descrito en el ejemplo 9.19, el suceso de “la 
suma de las puntuaciones es 8” es: 


Sy = ((2,6), (3,5), (4,4), (5, 3), (6, 2)) 
mientras que el suceso “en el primer lanzamiento resulta 2”, es: 
Az = ((2,1), (2,2), (2,3), (2, 4), (2, 5), (2, 6)) 
Entonces, se tiene: 


P(A253) — P(((2,6))) _ 1/36 _ 1 
P(Ss) 5/36 5/36 5 


P(Az | Ss) = 


De hecho, entre los 5 casos equiprobables, comprendidos en el suceso Sz, hay uno 
sólo con el primer resultado igual a 2; malo sería entonces que la aplicación de la 
definición de probabilidad condicionada no diese el resultado 1/5. 


Como hemos dicho, el cálculo directo de las probabilidades condicionadas 
es posible muy a menudo; en tal caso, la fórmula de la definición anterior 
puede usarse en sentido inverso: 


P(ANB)= P(B)P(A | B) 


para obtener la probabilidad de una intersección de dos sucesos a partir de 
la probabilidad de uno y de la del segundo condicionada por el otro. 


Ejemplo 10.28 De una urna que contiene 5 bolas blancas y 3 negras, se extraen dos 
sucesivamente. Hallar la probabilidad de que la primera sea negra; la probabilidad 
de que la primera sea negra y la segunda blanca; y la probabilidad de que sea blanca 
la segunda, condicionado porque ha sido negra la primera. 
Para cumplir con todas las formalidades, conviene explicitar el espacio de posi- 
bilidades: 
Q = (bb, bn, nb,nn) 
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cuyos elementos indican el color de la primera y la segunda bolas extraídas. El 
suceso de que la primera sea negra es: 


N; = (nb,nn) 
y el suceso de que sea blanca la segunda 
Bs = (bb,nb) 
de manera que el suceso de obtener negra y blanca sucesivamente es el suceso simple: 
NN Ba = (nb) 


Eso clarifica la estructura del problema pero no da la asignación conveniente de 
probabilidades. Los métodos de la sección anterior indican la siguiente pauta de 
resolución: 


1. Puesto que hay 8-7 maneras de escoger dos bolas ordenadamente y 3-7 casos 
en los que la primera es negra, será: 
3-7_3 


POS 723 


2. Como hay 3 - 5 casos en los que la primera es negra y la segunda blanca, es: 


3-5_ 15 
POD == 


3. Por consiguiente, se tiene: 


POB) _ 16/56 5 
PAN) y == 7 


Frente a ello, puede observarse que la primera y tercera conclusiones son inme- 
diatas y adoptar el esquema alternativo: 


1. Al escoger la primera bola hay 3 negras entre 8 bolas, luego 
3 
P(N)= 3 


3. Si la primera ha salido negra, quedan en la urna 5 blancas y 2 negras, luego 
se tiene: 


5 
P(B2|NM)=>5 
2. Por lo tanto, se cumple: 
3.5_15 
P(N,|NB»)= P =t.l== 
(NN Ba) = P(N1)P(Ba | Ny) 3775 
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Nótese que el primer procedimiento considera el experimento aleatorio de forma 
global: cada resultado describe la evolución del fenómeno desde el principio hasta 
el fin. En cambio, en la segunda manera de proceder, el experimento se considera 
descompuesto en sus diversas fases; el análisis de la primera se simplifica, porque se 
puede ignorar cuanto haya de suceder después; el análisis de la segunda se realiza en 
función del primer resultado, con el consiguiente ahorro de esfuerzo; y, por último, 
se combinan los resultados parciales. 


Con gran frecuencia se presentan situaciones como la del ejemplo ante- 
rior, en la que el fenómeno aleatorio comprende varias etapas concatenadas, 
y se dispone de información sobre cada una de ellas según el resultado de las 
anteriores —es decir de datos sobre probabilidades condicionadas. Natural- 
mente, en tales casos, la solución más cómoda consiste en sustituir los datos 
en el lugar de P(A | B) para despejar P(AN B). Incluso si hay más de dos 
etapas será necesario emplear una fórmula del tipo 


P(A1NA2NAz) = P(AN)P(A2 | A1)P(A3 | Ar N A2) 


cuya comprobación es inmediata si se reemplaza cada probabilidad condi- 
cionada por su definición. Su interpretación refleja además el punto de vista 
dinámico apuntado en el ejemplo anterior: para que se produzca A1NA2N4A3, 
primero ha de suceder Ay, después debe ocurrir Az y, una vez que han suce- 
dido A; y Az, tiene que darse Az. 

Todavía más representativo de esta clase de situaciones es el siguiente 
ejemplo: 


Ejemplo 10.29 Se dispone de dos urnas Ug y Ux. Uc contiene dos bolas blancas 
y una negra, mientras que Ux contiene una blanca y tres negras. Se lanza una 
moneda equilibrada y, si sale cara, se extrae una bola de Uc; en cambio, si sale 
cruz, la bola se extrae de Ux. ¿Cuál es la probabilidad de que la bola que se 
obtiene sea negra? 


Para describir el resultado de las dos elecciones al azar podemos utilizar el 
espacio de posibilidades: 
Q = ([cb,cn,zb,2n) 
en el cual la primera componente indica el resultado del lanzamiento de la moneda 
y la segunda el color de la bola. 


La descripción del procedimiento aleatorio de selección del resultado no especi- 
fica, directamente, la probabilidad de cada suceso simple. Por el contrario, llamando 


(cb,en) y X= 


sb,2n) 
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a los sucesos de que se obtenga cara o cruz, respectivamente, en el lanzamiento de 
la moneda, es: 


1 1 
=;5 P)=:5 
PO)=3 y P0)=> 
Por otra parte, si 
B=(cb,xb) y N=(cn,2n) 


son los sucesos que indican el color de la bola obtenida, el enunciado indica clara- 
mente 


o 


P(B|C)=3, P(NIC)= 


Baje wi 


P(BIX)=3, P(N|X)= 


Luego se deduce 


P((cb)) = P(CN B) = P(C)P(B|C) 


'" 


P(ten)) = P(CONN)= P(C)P(N | C) 


P((2b)) = P(XN B)= P(X)P(B | X) 


P((en)) = P(XNN)= P(X)P(N | X) 


Ni ola 
SSI 
0 == al= 


y, ahora, es inmediato que 


El procedimiento utilizado se puede incluso resumir en un sencillo diagrama, en 
el que junto a cada rama se indica la probabilidad de llegar a su destino, condicio- 
nada por estar en su origen. 
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La probabilidad de cada trayecto incorpora, en forma de producto, los factores 
que encuentra a su paso. Cada final posible tiene como probabilidad la suma de las 
probabilidades de los trayectos que conducen hasta él. 

Cualquier solución que ignore el aspecto dinámico del experimento y, en lugar 
de cálculos parciales sobre cada etapa, trate de hallar directamente las probabili- 
dades de los trayectos completos, desde el principio hasta el final, ha de resultar 
forzosamente más complicada. 


Una vez descrito el uso que puede hacerse de las probabilidades condi- 
cionadas, llega el momento de ocuparse de sus propiedades. Si se condiciona 
por un suceso fijo, de probabilidad positiva, la probabilidad condicionada 
tiene, exactamente, las mismas enumeradas en la sección 10.5, para las pro- 
babilidades sin condicionar. Por ejemplo: 


P(AUB|C)=P(A|C)+P(B|C)- P(ANB|C) 
P(B|C)=P(BNA|C)+P(B-A|C) 
Y es lógico que así sea, puesto que P( . | C) es una nueva asignación de 
probabilidades a los sucesos de (2, distinta de la inicial, pero no deja por ello 
de ser una probabilidad sobre $. 
Sin embargo, la posibilidad de condicionar por diversos sucesos introduce 
algunas propiedades adicionales sumamente útiles. La primera de ellas ya 


se ha empleado en el ejemplo precedente, pero conviene darle un enunciado 
general. 


Fórmula de las probabilidades totales: 
Si Bi, B2,..., B, es una familia de sucesos de probabilidad posi- 
tiva, disjuntos dos a dos, tales que 


B¡UB¿U...UB, =8, 
para cualquier suceso A se verifica 


P(A) = P(BI)P(A | Bi) +P(Ba)P(A | Ba)4.. +P(Br)P(A | Br) 


La razón es sencilla: 


A = Ann 
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AN(B,¡UB¿U...UB») 
(ANB,)U(AN B>)U...U(AN Ba) 


Puesto que los sucesos AN B,,AN B»,..., AN B,, son disjuntos se tiene: 
P(A) = P(AN Bi) + P(AN B2)+-+--+ P(AN Ba) 
y, como P(AN B;) = P(B¡)P(A | B;), resulta: 
P(A) = PBYP(A | Bi) + P(BIP(A | Ba) +++ P(Ba)P(A | Bn) 


Los sucesos B; de la fórmula anterior pueden interpretarse como circuns- 
tancias que hacen más o menos probable la aparición de A; las probabilidades 
P(B;) valoran la frecuencia con que se presente cada una de ellas, mientras 
que P(A|B;) mide la probabilidad de que se dé el efecto A en las circunstan- 
cias B¡. La aplicación de la fórmula proporciona entonces la probabilidad 
total de observar el efecto A. 


Ejemplo 10.30 Un cierto análisis clínico se emplea en el diagnóstico de tres 
enfermedades, B,, Ba, B3. La proporción de enfermos de cada una en la población 
es 3%, 2% y 1% respectivamente. Por otra parte el análisis da un resultado positivo 
en el 85% de los enfermos de B;, el 92% de los enfermos de Ba y el 78% de los 
enfermos de B3; mientras que sólo lo da en un 0.5% de las personas no afectadas 
por ninguna de las tres enfermedades. ¿Cuál es la probabilidad de que, al efectuar 
el análisis sobre una persona elegida al azar, el resultado sea positivo? 

Si A representa el suceso de que el análisis tenga un resultado positivo y By el 
que la persona elegida no padezca ninguna de las tres enfermedades, será: 


P(A) = 
= P(BI)P(A|B:) + P(Ba)P(A|Ba) + P(Ba)P(A|Bs) + P(Bo)P(AlBo) 
0.03 - 0.85 + 0.02 - 0.92 + 0.01 -0.78 + 0.94 - 0.005 = 0.0564 


de acuerdo con los datos suministrados en el enunciado. Nótese que, para que la 
aplicación de la fórmula de las probabilidades totales sea correcta, siempre ha de 
ser P(B1) + P(B2) +->*+P(Bn) = 1. 


En el contexto del problema anterior, lo que parece realmente de mayor 
importancia es valorar las probabilidades de que el paciente pertenezca a 
cada grupo, cuando se ha obtenido un resultado positivo del análisis. An- 
tes de abordar su solución técnica, la cuestión merece, sin embargo, algún 
comentario. Para ello, conviene recordar la situación planteada en el ejem- 
plo 10.29. Allí, al lanzar la moneda equilibrada, se tenía, a priori, una 
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probabilidad igual a 1/2 de obtener cada uno de los resultados, esto se re- 
fleja en la asignación: P(C) = P(X) = 1/2. Sin embargo, si se sabe que la 
bola extraída de la urna elegida era negra, se tiene cierta información —no 
precisa, pero información al fin y al cabo— acerca del resultado obtenido con 
la moneda: si la bola ha sido negra parece más probable que provenga de la 
urna Uy que de Ug y es, por consiguiente, más verosímil que el resultado del 
lanzamiento de la moneda haya sido cruz que cara. Por lo tanto, deben re- 
asignarse las probabilidades a los sucesos C' y X. Las nuevas probabilidades 
a posteriori tienen el carácter de probabilidades condicionadas: P(C | N) y 
P(X | N), respectivamente. 
El método para calcular las probabilidades a posteriori es la 


Fórmula de Bayes? 
Si By, B2,..., By es una familia de sucesos de probabilidad posi- 
tiva, disjuntos dos a dos, tales que 


B¡UB¿U...UB, =8N 


para cualquier suceso A de probabilidad positiva, de acuerdo con 
la definición, se tiene 


P(B:i0A) _ PB)P(A | Bs) 


PL AA 


lo cual, combinado con la fórmula de las probabilidades totales, 
da 


P(BI)P(A|Bi) 
P(B)P(A1B:) + P(BHP(A|B2) +++ P(Bn)P(A]Bn) 


P(Bi|A) = 


Ello permite obtener las probabilidades a posteriori de las diversas cir- 
cunstancias, una vez que se ha observado el efecto A, en función de las 
probabilidades a priori de las “causas” y de las probabilidades de que en 
cada circunstancia se produzca el efecto A. 


Ejemplo 10.31 Con los datos del ejemplo 10.30, si el análisis clínico ha dado un 
resultado positivo (A), las probabilidades de que el paciente padezca cada una de 


3Clérigo inglés del siglo XVIII, que anticipó su resultado antes de que la teoría de la 
probabilidad estuviese formalmente desarrollada. 
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las tres enfermedades son: 


P(Bi)P(A] Bi) _ 0.03 -0.85 


P(B1] A) = PA) = 0504 = 0452 
P(B»)P(A| B,) _ 0.02-0.92 

P(B2] A) = A 
P(Bs)P(A| Ba) _ 0.01-0.78 

P(Ba| A) = A 


donde se ha aprovechado el valor de P(A) calculado antes. Por otra parte la pro- 
babilidad de que el paciente no esté realmente afectado por ninguna de las tres 
enfermedades es: 
P(Bo)P(A| Bo) _ 0.940.005 
P(Bo|A) = 222122 = 2-22 0.083 
(Bol:4) P(A) 0.0564 

De manera que, mientras en el conjunto de la población las tres enfermedades se 
presentan con frecuencias 3%, 2% y 1% respectivamente, entre los individuos que 
dan positivo en el análisis tales frecuencias se transforman en 45.2%, 32.6% y 13.8% 
respectivamente. Así mismo, la proporción de sanos es 94% en el conjunto de la 
población, pero sólo del 8.3% entre los que dan positivo en el análisis. 


Ejemplo 10,32 ¿Cuál es la probabilidad, en la situación del ejemplo 10.29, de 
que haya salido cara con la moneda si la bola extraída ha sido negra? ¿Y si ha sido 
blanca? 


P(C)P(N|C)_ 2-1/3_ 4 
IC ET E 
dado que P(N) ya estaba calculado. Por otra parte, 


P(C|N)= 


P(C)P(B|C) 1/2-2/3 8 


Fl 1B)= P(C)P(B[C)+POOP(B|X) * 1/2-2/3+1/2-1/4— 11 


Naturalmente, tienen que ser P(X | N)=9/13 y P(X | B)=3/11. 


Ejemplo 10.33 Una urna contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Se elige una bola al 
azar y se introduce en otra urna que contenía 2 bolas blancas y una negra. Después 
se saca una bola al azar de la segunda urna. Si esta última ha sido blanca, ¿cuál es 
la probabilidad de que la bola traspasada fuese negra? 


En principio, la bola extraída de la primera urna puede ser blanca o negra con 
probabilidades 5/8 y 3/8 respectivamente. Ello da lugar a las posibilidades que se 
indican sobre el gráfico siguiente, junto con las probabilidades del resultado de la 
segunda extracción: 
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Por consiguiente, si N, es el suceso “la primera bola extraída es negra” y Ba es 
el suceso “la segunda bola extraída es blanca”, se tiene: 
P(N¡)P(Ba|N;) _ 3/8-1/2 _2 
P(B1)P(Bo|B1) + P(N1)P(Ba| Ni) —5/8-3/44+3/8-1/2 7 


P(N|B2)= 


Ejercicios 
10.20 Una urna contiene 4 bolas blancas, 3 negras, 2 rojas y una verde. Se extrae 
una bola al azar. Calcular la probabilidad de que sea roja, si se sabe 
a) que es blanca o roja. 
b) que no es negra. 
Calcular en el segundo caso la probabilidad de que no sea blanca. 
10.21 Una urna contiene 5 bolas blancas, 3 negras y 2 rojas. Se extraen al azar 


dos bolas simultáneamente. Calcular la probabilidad de que alguna sea roja, si se 
sabe 


a) que una sola es blanca. 
b) que ninguna es negra. 
€) que alguna es blanca. 


d) que no son ambas blancas. 


10.22 En un hotel hay 100 clientes, 40 españoles y 60 alemanes. De los españoles 35 
son morenos y 5 rubios; en cambio, entre los alemanes hay 45 rubios y 15 morenos. 
Si llega un cliente, ¿qué probabilidad hay de que sea moreno? ¿Y de que sea 
alemán? Si es alemán, ¿qué probabilidad hay de que sea moreno? Si es moreno, 
¿qué probabilidad hay de que sea alemán? 
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10.23 En una ciudad el 60% de los días son soleados, el 30% llueve y el 10% hay 
niebla. Se ha comprobado que la probabilidad de sufrir un accidente de tráfico en 
un día soleado es 0.0001, en un día lluvioso 0.001 y en un día con niebla 0.01. Si 
un amigo, residente en la ciudad, ha sufrido un accidente, ¿cuál es la probabilidad 
de que hubiese niebla? 


10.24 Tres urnas U,, Uz, Us, contienen respectivamente 3 bolas blancas y 2 negras; 
2 blancas y 4 negras; 5 blancas y 3 negras. Se elige una urna al azar y se extrae 
una bola. Calcular la probabilidad de que sea blanca. Sabiendo que se ha obtenido 
bola blanca, ¿qué probabilidad hay de que provenga de cada urna? 


10.25 Se vuelve a elegir al azar una de las tres urnas del ejercicio anterior, pero 
ahora se extraen dos bolas sin reemplazamiento. Calcular la probabilidad de obtener 
dos blancas. Si se han obtenido dos blancas, ¿cuál es la probabilidad de que haya 
resultado elegida cada urna? 


10.26 Se lanzan dos monedas y, a continuación, se tira un dado tantas veces como 
caras se hayan obtenido. Hallar la probabilidad de que la suma de las puntuacio- 
nes sea 6. ¿Cuál es, en tal caso, la probabilidad de los diversos resultados de los 
lanzamientos de las monedas? 


10.27 Una población está compuesta en un 60% de mujeres. El 14% de las mujeres 
y el 22% de los hombres son fumadores. Si una persona elegida al azar fuma, ¿cuál 
es la probabilidad de que sea una mujer? 


10.28 Si A y B son sucesos tales que P(A) = 1/4, P(B| A) =1/2 y P(A| B) = 
1/4, calcular P(A*| B*). ¿Se verifica P(A| B) + P(A] B*) = 1? 


10.8 Independencia de sucesos 


En la sección anterior se ha estudiado cómo la información de que un su- 
ceso B ha ocurrido altera las probabilidades de los demás sucesos, puesto 
que obliga a asignarles su probabilidad condicionada por B en lugar de su 
probabilidad inicial. Sin embargo, no siempre la probabilidad condicionada 
es distinta de la inicial. 

Por ejemplo, la probabilidad de que una carta extraída al azar de una 
baraja sea un “rey” es 1/10. Si sabemos que la carta elegida es “bastos”, la 
probabilidad de que sea un rey sigue siendo 1/10. Esto es: 


yl 1 
P(rey) = zm P(rey| Bastos) = 7] 
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Así, se puede concluir que el palo de la carta que resulte elegida, no altera la 
probabilidad de que dicha carta sea un rey. O, dicho de otro modo, el hecho 
de que la carta sea un rey es independiente del hecho de que sea un basto, 
puesto que conocer el palo no afecta a la frecuencia con que la carta elegida 
es rey. Esta idea se plasma en la siguiente definición: 


En un fenómeno aleatorio, el suceso A se dice independiente del 
suceso B (supuesto que éste tiene probabilidad positiva) si 


P(A|B)= P(A) 


Por definición, ello equivale a que sea 


P(ANB) 


0) =P(A) osea P(ANB)= P(A)P(B) 


La simetría en esta última relación pone de relieve que B es independiente 
de Asi A lo es de B. Por ello, es preferible expresar la definición en la forma: 


Dos sucesos A y B de un fenómeno aleatorio se dicen independien- 
tes si 
P(AN B)= P(A)P(B) 


que tiene la ventaja adicional de servir incluso si P(A) =0ó P(B) =0. 

Dentro de un espacio probabilístico dado, la relación de independencia 
entre dos sucesos suele ser fruto de una cierta coincidencia númerica. Por 
ejemplo, en el caso de la baraja, la independencia entre extraer un “rey” y 
extraer un “basto” se debe a que todos los palos tienen el mismo número 
de cartas y el mismo número de reyes. Si se añade a la baraja otro rey 
de bastos, se destruye la independencia, pues, aún cuando los fenómenos 
aleatorios sean bastante semejantes, se tiene ahora 


P(rey) = A 20.122,  P(rey| Bastos 


Lo mismo ocurre en el ejemplo siguiente: 
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Ejemplo 10.34 Se lanzan tres monedas y se consideran los sucesos 


A: No aparece tres veces el mismo resultado. 
B: A lo sumo aparece una cara, 


C: A lo sumo aparecen dos caras. 


¿Son A y B independientes? ¿Y A y C? 


El espacio de probabilidad adecuado para describir el lanzamiento de tres mo- 
nedas es 
N= (ccc,cez, czc,czz,zcc,xcz,2xc, era) 


con la misma probabilidad, 1/8, para cada uno de sus sucesos simples. Entonces, 
se tiene: 


A = (ccx,cxc,cxx,zec,acr,12c) 
B >= (czz,rez,zac,rz2) 
Co = (cer,crc,crz,2cc,1cz,12c,11x) 


De forma que 
3 1 gi 
=> P(B)=5 )=3 
PA=G PB)=z3 P(C)=5 
Por otra parte, se cumplen: 


ANB = (ezz,rcz,zzc) 
ANC = A 


con lo cual 


P(ANB)= a P(ANC)= ; 
Como P(AN B) = P(A)P(B), A y B son sucesos independientes. En cambio, no 
lo son A y C, puesto que P(ANC) £ P(A)P(C). 


En el ejemplo anterior, da la impresión de que la independencia entre dos 
sucesos, Á y B, es una casualidad, puesto que no hay independencia de A con 
otro suceso C, cualitativamente muy semejante a B. Por el contrario, hay 
ocasiones en que la independencia parece forzosa, producto de una necesidad 
física. Un caso claro es el siguiente: 


Ejemplo 10.35 Se lanza una moneda y un dado, ¿son independientes los sucesos 
de obtener cara con la moneda y obtener más de 2 con el dado? 


El problema puede formularse mediante el espacio probabilístico 


N= (c1,c2,c3,c4,c5,c6,21,22,13,24,25,16) 
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cuyos doce elementos describen los resultados obtenidos con la moneda y el dado 
respectivamente. Por simetría, a cada uno de los sucesos simples se le debe atribuir 
probabilidad 1/12; por consiguiente, 


Pcara) = 5 S > 


La igualdad 
P(cara y más de 2) = P(cara)P(más de dos) 


informa de que ambos sucesos son independientes. 


Pero, ¡ello era evidente de entrada! ¿Cómo podría el resultado del lanzamiento 
de la moneda influir sobre el resultado obtenido con el dado? Saber que ha ocurrido 
una cosa cualquiera al lanzar el dado, ¿podría proporcionar información sobre lo que 
saldrá en la moneda?. .. Responder afirmativamente equivaldría a suponer relaciones 
telepáticas entre una moneda y un dado (algo que todavía no se han atrevido a 
sugerir ni los parapsicólogos más osados). 


Antes bien, la obvia independencia que existe entre cualquier suceso relativo 
a la moneda y cualquier suceso relativo al dado, se convierte en una justificación 
alternativa de la atribución de probabilidad 1/12 a cada suceso simple del espacio 
o: 11 
P((24))=Pl)P(M)=5:5= 3 
y lo mismo en todos los casos posibles. 


Esta última manera de proceder da lugar a un método muy usual de 
construcción de modelos probabilísticos, útil en todas aquellas circunstan- 
cias en que el experimento aleatorio conste de varias componentes, cuyos 
resultados puedan suponerse independientes. 


Ejemplo 10.36 De una urna que contiene cinco bolas blancas y dos azules, se 
extraen sucesivamente tres bolas, devolviendo en cada caso la bola extraída a la 
urna antes de hacer la extracción siguiente. ¿Cuál es la probabilidad de que alguna 
de la bolas obtenidas sea azul? 


Cada extracción puede describirse mediante el espacio de probabilidad 


5 2 

2=(b 0 P0)=7 PUd)=5 
Puesto que, cada vez, las bolas se devuelven a la urna, ésta no guarda memoria 
de lo acontecido y los resultados anteriores no pueden influir en los siguientes — 
ni, por supuesto, los siguientes en los anteriores. Las tres extracciones son, por 
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tanto,independientes y su resultado conjunto puede representarse mediante el espa- 
cio de posibilidades 


0? = (bb, bba, bab, baa, abb, aba, aab, ana) 


en el que cada suceso simple tiene la probabilidad producto de sus componentes; es 
decir 


P((050)) = E. P((6ba)) = 07 Paba) = : Of ¿tes 


Entonces < 
P(alguna azul) = 1— P((000)) = 1 8) = 0.6356 


Por supuesto, el mismo resultado se obtiene si se consideran las 73 maneras de elegir 
3 bolas de la urna, observando que hay 5% casos en los que las tres serán blancas. 
Pero nuevamente, cuando la estructura del problema se complica, es más simple y 
menos arriesgado examinar cada componente individualmente, que analizar todos 
ellos conjuntamente. 


Ejemplo 10.37 En el juego de la ruleta, cada resultado puede ser “rojo” o “negro” 
con probabilidades iguales a 1/2 (se supone que es una ruleta sin 0). ¿Cuál es la 
probabilidad de que aparezcan 20 rojos seguidos? Si han salido 19 rojos en las 19 
últimas tiradas, ¿qué probabilidad hay de que el resultado siguiente sea rojo? 


El color, en cada tirada, es adecuadamente descrito por el espacio de probabi- 
lidad 


2=4rm) PU) =3 Pd) => 
Nadie que reflexione sobre el asunto podrá mantener que los sucesivos resultados 
influyen unos en otros, sino que tendrá que concluir que son independientes. En 
el espacio 022% —que describe el color obtenido en 20 jugadas seguidas—habrá que 
atribuir probabilidad (1/2)? a cada suceso simple; es decir, a cada secuencia posible 
de 20 símbolos entre r y n. En particular 


y 1 
P(20 rojos) = 5 
Además 19 rojos es el suceso 


farm. err...rn) 
19 


luego P(19 rojos) = 2/22 = 1/21%. Entonces 


P(20 rojos| 19 rojos) = 22 =1 
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como estaba implícito en el planteamiento al suponer que los sucesivos resultados 
son independientes. 


La cuestión es casi trivial, pero no se acepta intuitivamente con facilidad. Des- 
pués de una racha de 19 “rojos”, ¿cuántos jugadores se sentirán inclinados a apostar 
por “negro”? Actúan inconscientemente como si hubiese mayor probabilidad de tal 
resultado en la jugada siguiente. Quizás saben que, a la larga, los dos resultados 
tienen que presentarse con la misma frecuencia y piensan que “tienen que empezar a 
aparecer negros para compensar la racha anterior”. Pero no hay tal; las frecuencias 
de los resultados se acabarán estabilizando hacia 1/2 (supuesto que la ruleta está 
bien construida), sin forzar en ninguna circunstancia a que los resultados indivi- 
duales se aparten de la norma de ser “rojo” con probabilidad 1/2 y “negro” con la 
misma probabilidad. 


La construcción de modelos probabilísticos compuestos por diversos “fac- 
tores” independientes, tal y como se ha realizado en los tres últimos ejemplos, 
presupone que se ha dictaminado, por razones físicas, que no puede haber 
influencia entre cualquier número de ellos. En cambio, los fenómenos de 
independencia probabilística debidos a coincidencias numéricas pueden re- 
servar sorpresas cuando se examinan en grupos de más de dos. He aquí un 
ejemplo de ello: 


Ejemplo 10.38 Una urna contiene 9 tarjetas bicolores. Entre ellas hay una blanca 
y negra, otra blanca y roja, otra blanca y azul, otra negra y roja, obra negra y azul, 
otra roja y azul y tres azules y verdes. 


Designemos con el nombre de cada color el suceso de que una tarjeta elegida al 
azar en la urna sea parcialmente de dicho color. Entonces 


P(blanco) = > P(negro) = > P(rojo) = 5 


Además A 
P(blanco y negro) = 5 


Píblanco y:roja')= > viPluciro y iaa 5 


de manera que cualquier pareja entre los sucesos blanco, negro y rojo son indepen- 
dientes. Se suele decir independientes dos a dos. Sin embargo, como no pueden 
salir los tres colores a la vez, 


P(blanco y negro y rojo) =0 
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y no se cumple 
P(blanco y negro y rojo) = P(blanco) P(negro)P (rojo) 


No es prudente decir entonces que los tres sucesos son independientes, pues ello 
daría a entender que ninguna combinación de ellos da información sobre el resto; lo 
cual es falso: 

P(blanco | negro y rojo) = 0 4 P(blanco) 


La siguiente situación muestra que también puede suceder al revés: 


Ejemplo 10.39 Dos urnas contienen una bola blanca y 2 negras y 2 bolas blancas y 
una negra respectivamente. Se extrae una bola al azar de cada urna y se introducen 
en una tercera urna vacía; después se extrae una bola al azar de esta última urna. 
Sean B, y Ny los sucesos de obtener cada color en la primera extracción, B2 y Na 
los mismos sucesos para la segunda extracción y B¿ y Na para la tercera. Calcular 
P(B3| Bi NN), P(Ba | By), P(B3 | Na) y P(Ba). 

La primera es fácil de calcular; si han ocurrido B, y Na la tercera urna contiene 
una bola de cada color; así, se tiene: 


1 
P(Bs | B, NN») = 5 


Análogamente 


P(Bs|B,NB»)=1, P(Bs|NiNB2)=1, P(Ba| Ni NN>)=0. 


Ahora, puesto que los resultados de las dos primeras extracciones son independien- 
tes, es: 


P(B,0 B3) _ P(B,N B¿N Ba) + P(B¡NN2¿N Ba) 


P(BalB,) = PB) P(51) 
P(BYP(B)P(Ba]B, N Ba) + P(By)P(No)P(Bs|B, N Na) 
P(B,) 
= P(B2)P(B3 | BN B>) + P(N2)P(B3 | B, N Na) 
2 1125 
MS 


Obsérvese que el cálculo anterior establece una fórmula similar a la de las pro- 
babilidades totales, para probabilidades condicionadas. Ello permite calcular más 
rápidamente los casos restantes: 


2.4.1 1 

P(Bal M1) = P(B2)P(Bs] Ni 0 B2) + PVP (Bo NO Na) = 354 300=3 
A 1 2.12 
PBal B2) = PBNP (Bol B10 82) + PVP (Bol NO Bo) => 514 5>5=>3 
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P(B3| N2) = P(By)P(Bal Bi N Na) + P(VI)P(Ba| Ni N N2) = 
Por último 
1 


P(Bs) = P(Bi)P(Bs | Br) + P(NOP(Bo | Mi) = y 


E, 
6 
La sorpresa es ahora que, como P(Bz | B; M Na) = P(Ba), Ba es independiente de 
B¡ N Na; sin embargo, B3 no es independiente de By, ni de Nz, puesto que 

P(Bal Bi) 4 P(Bs) y P(Bs|N2) A P(Bs) 
Dicho de otro modo 
P(B, N.N¿N Bs) = P(B,)P(Na)P(Ba) 


pero 
P(BIN Bs) A P(B1)P(B3) y P(N20B3) A P(N2)P(Bs) 


Un acontecimiento puede así depender de otro y de un tercero pero ser independiente 
de que se den estos dos últimos a la vez. 


Debido a situaciones como las examinadas en los dos últimos ejemplos, 
la idea de independencia se extiende al caso de tres sucesos en la forma 
siguiente: 


Tres sucesos A, B y C son independientes si se cumplen: 


P(AN B)= P(A)P(B), P(ANC)= P(A)P(C), 
P(BNC)=P(B)P(C) y P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C) 


En general para que n sucesos sean independientes la probabilidad de la in- 
tersección de cualquier número de ellos tiene que coincidir con el producto de 
sus probabilidades. Tales condiciones se cumplen automáticamente cuando 
cada suceso es relativo al resultado de diversos subexperimentos, entre los 
cuales hay independencia física, por la sencilla razón de que el espacio de 
probabilidad construido para describir el experimento compuesto, se forma 
multiplicando las probabilidades de cada uno de los “factores”. 
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Ejercicios 
10.29 Se lanzan dos dados consecutivamente y se consideran los sucesos 


I;: la primera puntuación es impar. 
la: 


la suma de las puntuaciones es impar. 


¿Son 1, e I, independientes? ¿Cuál sería la respuesta si los dos números se obtuvie- 
sen extrayendo consecutivamente una bola de cada una de dos urnas que contienen 
bolas numeradas de 1 a 7? 


10.30 Una ruleta consta de 40 números: del 1 al 40. Se consideran los sucesos 


A: el resultado es de la primera decena (del 1 al 10). 
B: el resultado es par. 


C: el resultado es múltiplo de 3. 
¿Son A y B independientes? ¿Y A y C? ¿Y B y C? 


10.31 En la ruleta del ejercicio anterior son rojos los números acabados en 1, 2, 3, 
4 ó 5; mientras que el resto son negros. Se consideran los sucesos 

A:el resultado es de la primera decena. 

B:el resultado es par. 


C:el resultado es rojo. 


¿Son independientes A y B? ¿Y A y C? ¿Y By C? 


10.32 Una ruleta similar a las anteriores tiene coloreados de rojo los números del 
6 al 15 y del 26 al 35. Se consideran los mismos sucesos A, B y C' del ejercicio 
anterior. Estudiar la independencia entre ellos, dos a dos y en conjunto. 


10.33 Si la ruleta tiene rojos los números terminados en 1, 2, 3 y 4. ¿Son inde- 
pendientes los sucesos A, B y C? 


10.34 Cada recién nacido tiene probabilidad 0.51 de ser varón. Si en una clínica 
se han producido cinco nacimientos durante la noche, ¿qué probabilidad hay de que 
haya al menos una niña? 


10.35 Si A y B son sucesos independientes, comprobar que también lo son A y 
B*; así como A" y B*. En el caso de tres sucesos independientes A, B y C, ¿son 
ciertas las propiedades análogas? 
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10.9 Esquema de pruebas repetidas 


Considérese, de nuevo, el enunciado del ejemplo 10.36. Si en lugar de tres 
extracciones consecutivas, se prosigue sacando bolas de la urna —siempre 
con reemplazamiento— la situación se convierte en un ejemplo de lo que se 
denomina genéricamente esquema de pruebas repetidas: repetir n veces un 
experimento aleatorio, en condiciones idénticas y, por tanto, con indepen- 
dencia entre ellas. 

Por ser n extracciones en lugar de tres, la descripción no varía sustan- 
cialmente. El espacio de posibilidades £2” está compuesto por todas las 
secuencias de n símbolos, escogidos entre b y a. Y la probabilidad de una 


determinada secuencia es 
5% poaa=k 
ONO 


donde k es el número de bes de la secuencia (y n — k el número de veces 
que ésta contiene la a). Ello se debe, simplemente, a que cada aparición 
de una b, en un determinado lugar, se produce con probabilidad 5/7 y cada 
aparición de una a con probabilidad 2/7; la independencia indica que han de 
multiplicarse tales probabilidades, es decir, formar un producto con k veces 
el factor 5/7 y n— k veces el factor 2/7. 

Si se quiere determinar la probabilidad de que en las n extracciones se 
obtengan en total k bolas blancas, habrá que sumar las probabilidades co- 
rrespondientes a todas las secuencias en las que aparece k veces la b. Todas 
estas secuencias tienen la misma probabilidad, expresada en la fórmula an- 
terior; basta, pues, multiplicar dicha cantidad por el número de sumandos. 
Secuencias con k veces el símbolo b (y n— k veces el símbolo a) hay (;); 
tantas como elecciones de k lugares, entre los n, en los cuales situar las bes. 


CIONON 


es la probabilidad de obtener exactamente k bolas blancas en las n extrac- 
ciones efectuadas. 

La conclusión es válida para cualquier esquema de pruebas repetidas. Si 
en cada repetición independiente de un fenómeno aleatorio puede obtenerse 
un suceso A de probabilidad p u obtenerse el suceso contrario A* (cuya 
probabilidad será 1 — p). La probabilidad de que, en las n repeticiones, se 
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obtengan exactamente k veces el suceso A es 


(jua =py* 


Este resultado constituye el primer paso en el análisis de los esquemas de 
pruebas repetidas. Tales esquemas se sitúan directamente en el centro de la 
Teoría de la probabilidad. Buena prueba de ello es que, desde las primeras 
páginas de este capítulo, hayan aparecido expresiones como “...el fenómeno 
se repite un gran número de veces”, “...una racha larga de repeticiones 
idénticas del fenómeno”, etc. En cierta forma, el esquema de pruebas repe- 
tidas nos conduce al punto de partida; pero ahora se está mejor preparado: 
tras introducir un modelo matemático preciso, además de un método para 
analizar ejemplos concretos, se dispone de un marco teórico para establecer 
lógicamente la ley empírica básica a la que se sometió al azar en la sección 2. 
Sólo esta deducción sería suficiente para justificar el desarrollo de la teoría; 
sin embargo, no es propia del nivel introductorio de este estudio. 

Lo que sí puede hacerse, como colofón, es despejar una duda pendiente 
desde la sección 1. Si se lanza mil veces una moneda equilibrada, la proba- 
bilidad de obtener k caras es 


1000) f1Y* f1Y 1990 /1000Y y1y 190 
-)6) (6) -(-)6) 

Para obtener la probabilidad de que el número de caras esté comprendido 
entre 468 y 532, basta sumar los resultados que proporciona la anterior 
fórmula para k = 468, 469, ..., 531, 532. Naturalmente no es una suma 
que pueda hacerse a mano, pero un buen programa de ordenador lo hace, 
aunque tarda un poco. El resultado es 0.960. Así que, ahora, en lugar de 
afirmar que el número de caras obtenidas en mil tiradas está entre 468 y 532 
“en la inmensa mayoría de las ocasiones”, puede precisarse que ello sucede 
con probabilidad 0.96; es decir, en el 96% de los casos. La afirmación ha 
ganado considerablemente en precisión y rigor. 


Cuestiones de repaso 


Las cuestiones 10.1-10.6 siguientes hacen referencia al fenómeno de extraer 
sucesivamente tres bolas de una urna que contiene blancas y negras, descrito 
mediante el espacio de posibilidades: 


N = (bbb, bon, bnb, ban, nbb, nbn, nnb, nan) 


10.1 El suceso “obtener más bolas blancas que negras” es: 
a) (bbn, bnb, nbb) 
b) (bbb, bbn, bnb) 
c) (bbb, bbn, bnb, nbb) 


10.2 El suceso “la primera y la última bolas son negras” es: 
a) (nbn) 
b) (nbn,nnn) 


c) el contrario de “la primera y la última bolas son blancas”. 


10.3 El suceso “las dos primeras bolas son iguales” es: 
a) (bbn,nnb) 
b) (bbb, bbn, nnb, nan) 


c) el contrario de “las dos últimas bolas son iguales”. 


10.4 El suceso contrario de “alguna bola es blanca” es: 
a) “alguna bola es negra”. 
b) “hay bolas de los dos colores”. 


c) “todas las bolas son negras”. 
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10.5 El suceso (bbn, bnb, nbb) es: 
a) “las tres bolas no son del mismo color”. 
b) “ezactamente dos bolas son blancas” 


c) “al menos dos bolas son blancas” 


10.6 El suceso (bnb, bnn, nbb, nbn) es: 
a) “las dos primeras bolas son distintas”. 
b) “a lo sumo hay dos bolas blancas”. 


e) “la última bola es igual a la primera o a la segunda”. 


10.7 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A) = P(AUB)- P(A-— B) 
b) P(A) = P(AN B)+P(A- B) 
c) P(AUB)= P(A) + P(B) 


10.8 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(B) = P(AUB)-—P(A— B) 
b) P(A— B) = P(A) — P(B) 
c) P(A— B) = P(A)P(B*) 

10.9 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A— B)+P(B) = P(A)- P(AN B) 
b) P(AUB)= P(A)+ P(B) - P(AN B) 
e) P(AUB)= P(A) + P(B) si A y B son independientes. 

10.10 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A| B)= P(ANB)/P(A) 
b) P(A—B)=P(A)+ P(B*) 
c) P(A)< P(B)si AC B. 

10.11 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A— B)=P(A)- P(AN B) 
b) P(A— B) = P(A)- P(B) 
c) P(B| A) = P(A)/P(AN B) 
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10.12 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(ANB) = P(A)P(B) 
b) P(ANB) = P(A)P(B) si A y B son disjuntos. 
c) P(AUB) = P(A) + P(B- A) 


10.13 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A)< P(B) si BC A. 
b) P(A| B) = P(AN B)/P(B) 
<) P(A| B) = P(A)P(B) si A y B son independientes. 


10.14 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica: 
a) P(A]|B) = P(B)P(B| A)/P(A) 
b) P(AN B) = P(A) + P(B) si A y B son disjuntos. 
<) P(ANB) = P(A)P(B) si A y B son independientes. 


10.15 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(A-B)= 
P(A) es correcta: 


a) si ACB. 
b) si A y B son sucesos disjuntos. 


c) si A y B son sucesos independientes. 


10.16 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(A) = 
P(A-— B) + P(AN B) es correcta: 


a) sólo si BC A. 
b) sólo si A y B son sucesos independientes. 


c) para cualquier par de sucesos A y B. 


10.17 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(ANB) = 
P(A)P(B) es correcta: 


a) si A y B son sucesos disjuntos. 
b) sólo si A y B son sucesos independientes. 


€) para cualquier par de sucesos A y B. 
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10.18 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(B—A) = 
P(B) — P(A) es correcta: 


a) si A y B son sucesos disjuntos. 

b) si ACB. 

ce) para cualquier par de sucesos A y B. 
10,19 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(AUB) = 
P(A) + P(B) es correcta: 

a) si A y B son sucesos disjuntos. 

b) si A y B son sucesos independientes. 

c) para cualquier par de sucesos A y B. 
10.20 Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(AUB) = 
P(A) + P(B) — P(A)P(B) es correcta: 

a) si A y B son sucesos disjuntos. 

b) si A y B son sucesos independientes. 


c) para cualquier par de sucesos A y B. 


10.21 Dos sucesos disjuntos e independientes: 
a) no pueden existir. 
b) pueden tener cualquier probabilidad. 


c) alguno tiene que tener probabilidad cero. 


10.22 Si al lanzar un dado P(par) = 2/5, se cumple: 
a) P(impar) = 1/2 
b) P(impar) = 0.4 
c) P(impar) = 3/5 
10.23 Entre las familias con dos hijos, el 64% tiene algún hijo varón y el 26% dos 


hijos varones; la probabilidad de que una familia con dos hijos, tenga uno de cada 
sexo, es: 


a) 0.5 
b) 13/32 
e) 0.38 
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10.24 Regularmente, el 37% de la población va al cine, el 11% al teatro y el 6% 
a ambas cosas. La proporción de personas que asisten regularmente a uno u otro 
tipo de espectáculo es: 


a) 0,42 
b) 0.48 
e) 0.54 


10.25 Los adictos a las drogas duras suponen un 2% de la población. De hecho, el 
1.6% consume heroína y el 1.4% cocaína. El porcentaje de consumidores de ambas 
drogas es: 


a) 0.2% 
b) 3% 
c) 1% 


10.26 En un mazo de 60 cartas, 1/5 son sotas, y 1/15 son sotas de oros. La 
probabilidad de que al extraer una carta sea una sota de otro palo es: 


a) 4/15 
b) 2/15 
e) 1/15 


10.27 En un monedero, “9 de cada 10” monedas son de valor superior a una 
peseta, y “2 de cada 5” son duros. Al elegir una moneda al azar del monedero, la 
probabilidad de obtener más de un duro es: 


a) 1/2 
b) 3/5 
<) 7/10 


10.28 De cada cuatro niños que nacen uno es chino. Si tiene Vd. un hijo, la 
probabilidad de que sea chino es: 


a) 1/4 
b) 0 
e) 1 
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10.29 Un estudiante sabe que su compañero de habitación duerme dos horas de 
siesta y seis durante la noche. Si entre sueños le oye roncar, la probabilidad de que 
sea de noche es: 


a) 3/4 
b) 2/3 
e) 1/2 


10.30 Nuestro estudiante también duerme 8 horas, pero las 4/5 partes de su sueño 
transcurren durante la noche. Si su amigo regresa de viaje a una hora elegida al 
azar, la probabilidad de que sea de noche y le encuentre dormido es: 


a) 2/5 
b) 4/15 


c) Duración de la noche /4 


10.31 En cierta ciudad, los porcentajes de días soleados en cada estación son: 28% 
en invierno, 56% en primavera, 84% en verano y 44% en otoño. Si elige Vd. un 
día al azar para visitar la ciudad, la probabilidad de hacerlo en un día soleado de 
invierno es: 


a) 0.56 
b) 0.28 
e) 0.07 


10.32 Con los datos de la pregunta anterior, la probabilidad de visitar la ciudad 
en un día soleado es: 


a) 0.53 
b) 0.55 
c) 0.56 


10.33 Si se encuentra Vd. en la ciudad de la pregunta anterior en un día soleado, 
la probabilidad de que sea otoño es: 


a) 17/53 
b) 11/53 
c) 1/4 
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10.34 En España hay un 48% de hombres. Dos de cada diez hombres son calvos 
y el 96% de los calvos son hombres. La proporción de calvos en el país es: 


a) 16% 
b) 6% 
e) 10% 


10.35 Admitamos que nuestros hijos pueden ser de uno u otro sexo con las mismas 
probabilidades e independientemente unos de otros. Al visitar a un antiguo amigo, 
del que hemos oído que tiene dos descendientes, nos abre la puerta una niña, cuyo 
parecido con su padre es sorprendente. La probabilidad de que tenga un hermano 
varón es: 


a) 1/2 
b) 3/4 
c) 2/3 


10.36 Mientras nos conduce por el pasillo, la niña nos dice: “Mi papá está pre- 
parando el biberón”. La probabilidad de que la niña tenga un hermano varón es 
ahora: 


a) 1/2 
b) 3/4 
e) 2/3 


10.37 Un dado tiene cuatro caras marcadas como caras y dos como cruces. Al 
lanzar el dado y una moneda, la probabilidad de obtener dos caras es: 


a) 1/3 
b) 1/4 
<) 4/9 


10.38 En las mismas circunstancias de la cuestión anterior, la probabilidad de 
obtener una sola cara es: 


a) 1/3 
b) 2/3 
e) 1/2 
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10.39 En las mismas circunstancias de la cuestión anterior, la probabilidad de 
obtener alguna cara es: 


a) 3/4 

b) 5/6 

e) 2/3 
10.40 En las mismas circunstancias de la cuestión anterior, si se ha obtenido alguna 
cara, la probabilidad de que sean dos es: 

a) 1/4 

b) 2/5 

e) 2/3 
10.41 En las mismas circunstancias de la cuestión anterior, si se ha obtenido alguna 
cara, la probabilidad de que sea una sola es: 

a) 3/5 

b) 2/5 

e) 1/2 
10.42 En las mismas circunstancias de la cuestión anterior, si se ha obtenido una 
sola cara, la probabilidad de que se haya obtenido cara con el dado es: 

a) 1/3 

b) 2/3 

e) 1/2 
10.43 Al lanzar 6 veces una moneda equilibrada, la probabilidad de obtener 4 caras 
es: 

a) 11/32 

b) 15/64 

e) 10/32 
10.44 Al lanzar 4 veces una moneda con probabilidad de cara 1/3, la probabilidad 
de obtener alguna cara es: 

a) 72/81 

b) 64/81 

e) 65/81 
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10.45 Al lanzar 5 veces una moneda con probabilidad de cara 3/5, la probabilidad 
de obtener una ó 2 cruces es: 


a) 254/625 

b) 316/625 

€) 378/625 
10.46 Se escogen al azar 3 cartas de una baraja española. La probabilidad de 
obtener algún rey es: 

a) 137/494 

b) 357/494 

€) 217/494 


10.47 Una urna contiene 6 bolas blancas y 4 negras. Si se extraen al azar y 
simultáneamente 3 bolas, la probabilidad de obtener 2 bolas blancas y una negra 
es: 


a) 35/56 
b) 11/32 
e) 1/2 


10.48 Si se lanzan 4 dados, la probabilidad de obtener exactamente dos puntua- 
ciones mayores que 4 es: 


a) 3/16 

b) 8/27 

e) 1/9 
10.49 Si se lanzan tres dados, la probabilidad de obtener 3 puntuaciones consecu- 
tivas es: 

a) 1/5 

b) 1/9 

e) 1/12 
10.50 Una urna contiene seis bolas numeradas del 1 al 6. Se extraen 3 simultánea- 
mente. La probabilidad de obtener 3 consecutivas es: 

a) 1/4 

b) 1/5 

e) 1/3 


Soluciones 
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Ejercicio 10.1 Al lanzar dos veces un dado, cada uno de los dos resultados 
será un número del 1 al 6, la lista de los resultados posibles del par de 
lanzamientos es: 


(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) 
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6) 
30 62 6,3) 66,4 (3,5) (3,6) 
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) 
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6) 
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6) 


que son los elementos del espacio de posibilidades $. 


A = ((2,1),(2,2),(2,3), (2,4), (2,5), (2,6) 
B_= ((1,2),(2,2),(3,2),(4,2), (5, 2),(6, 2)) 
C = ((1,4),(2,3),(3,2), (4, 1)) 


AN B es el suceso “ambos resultados son 2”. 
AUB es el suceso “ alguno de los resultados es 2”. 
A“ N BY es el suceso “ninguno de los resultados es 2”. 


Ejercicio 10.2 Si se anota, por orden, la urna en la que ha sido introducida 
la primera, la segunda y la tercera bola. El espacio de posibilidades $ estará 
entonces formado por los elementos 

(MED (LD) (1,D,1) (1,D,D) 

(D,1,1) (D,1,D) (D,D,I) (D,D,D) 
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donde / denota a la urna de la izquierda y D a la de la derecha. Ahora, los 
sucesos A, B, C, D, E y F serán: 


A 


BO0Oaw 


F 


((1,1,D),(1,D,D),(D,L, D) 

(LD, (1, 1,D), (1, D,D),(D, 1, D)) 
((1, D,1), (1, D, D),(D, 1,1), (D, 1, D)) 
(11D) 

(1, L,D),(4,D,1),(D, 1,1), (D, D, 1) 
((D, D,1),(D, D, D)) 


Resulta inmediato observar que se cumplen las relaciones: 


1. AC Bi; de manera que siempre que se produce A, ocurre B. 


2. B- D= A; dicho de palabra, “/ contiene más bolas que D, pero D 
no está vacía” es lo mismo que decir “7 contiene dos bolas”. 


3. ANC =((1,D,1),(D,I,P))C E; es decir, si “la urna / contiene dos 
bolas” y “las dos primeras bolas están en urnas distintas”, entonces 
“la tercera bola está en /”. 


4. BUC = ((1,1,1),(1,1,D),(1,D,D),(D,1,D), (1, D, D),(D, 1, D)Jj= 
F*. “IT contiene más bolas que D” o “las dos primeras bolas están en 
urnas distintas” es lo contrario de “las dos primeras bolas están en D”. 


Ejercicio 10.3 Como A = (A*)", se tiene: 


P(A) =1- P(A*)=1-0.4 


resulta así que P(A) = 0.6. 


Ejercicio 10.4 Como A C B, se tendrá: 


P(B- A) = P(B) - P(A) 


luego P(A) = P(B) — P(B — A) =0.8-0.2=0.6. 


Ejercicio 10.5 Como P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B), será: 


P(AN B)= P(A) + P(B) - P(AU B) 
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luego P(AN B) =0.3 + 0.2— 0.4 =0.1. 


Ejercicio 10.6 Como P(AU B) = P(A) + P(B)-— P(AN B), será: 
P(B) = P(AU B)+ P(AN B) - P(A) 


luego P(B) = 0.9 + 0.6— 0.7 =0.8. 


Ejercicio 10.7 Como P(A) = P(AN B) + P(A— B), será: 
P(AN B) = P(A) - P(A- B) 


luego P(AN B) =0.7 —0.2= 0.5. 


Ejercicio 10.8 Dado que AUB = AU(B-— A) siendo A y B—A disjuntos, 
se tendrá: 
P(AUB)=P(A) + P(B- A) 


luego 
P(B-A)=P(AUB)-P(A) 


Por lo tanto, se tiene P(B — A) = 0.6— 0.3 = 0.3. 


Ejercicio 10.9 Según la fórmula del ejercicio anterior, se cumple: 
P(A) = P(AUB)-P(B- A) 


luego P(A) = 0.75 — 0.6= 0.15. 


Ejercicio 10.10 El razonamiento es semejante al caso de dos conjuntos. 


P(AUBUC)= 
= P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC) 
= P(A)+ P(B)- P(AN B) + P(C)- P((ANC)U(BNC)) 
= P(A)+P(B)+P(C)- P(ANB)- 
-[P(ANC)+P(BNC)- P(ANBNC)] 
= P(A) + P(B) + P(C)-— P(ANB) - P(ANC)-P(BNC)+ P(ANBNC) 
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Si se aplica esta fórmula al enunciado del ejercicio, resulta: 


1,1 1 1 
P(AUBUC)= : E TIENE 


luego P(AUBUC)= 5% 


Ejercicio 10.11 Si se observan las últimas cifras de cada uno de los dos 
números obtenidos, pueden resultar 100 parejas de cifras: (0,0), (0,1), 
(0,2),..., (9,8), (9,9). Todas son equiprobables (salvo que alguien haga 
un recuento y demuestre lo contrario). 

Entre ellas hay 10 en las que figura la misma cifra: (0,0), (1, 1), (2,2), 
(9,9). Luego la probabilidad de que resulte una de éstas es 10/100 = 1/10. 

Visto de otra manera, la primera cifra puede ser cualquiera y, una vez 
fijada ésta, la segunda coincidirá con ella en 1 de entre los 10 casos posibles. 
Esta manera de razonar es tan sencilla que resulta plenamente convincente; 
sin embargo, anticipa, en cierta medida, métodos que serán analizados en 
las secciones siguientes. 


Ejercicio 10.12 Si se anotan las fechas de los cumpleaños de las cuatro 
personas, una vez que se les pregunta (por ejemplo, en orden alfabético) 
pueden obtenerse 365* listas distintas de cuatro fechas. Y no hay razón para 
suponer que alguna sea más probable que otra (lo cual equivale a admitir 
que los nacimientos se reparten por igual a lo largo de los días del año). 

El número de listas en las que aparecen cuatro fechas diferentes es 


365 - 364 - 363 - 362 


así que la probabilidad de que no coincida ninguno de los cuatro cumpleaños 


es: 
365 - 364 - 363 - 362 


3651 
y la probabilidad de que haya al menos dos que celebran su cumpleaños el 
mismo día es: 


= 0.9836 


da 0 0 3 
365 365 365 365 
Puede observarse que cada factor del producto representa la probabilidad 
de que la siguiente fecha de la lista sea diferente de las anteriores. Ello sugiere 
una manera alternativa de razonar, pero el por qué han de multiplicarse tales 
probabilidades no se justificará hasta la sección 9.8. 


Soluciones de los ejercicios 687 


Con 15 personas la situación es muy similar (sólo que el cálculo es dema- 
siado pesado para hacerlo a mano); la probabilidad de que haya cumpleaños 
que coinciden es; 


_ 364363 302361 360 359358 357356 355 354 353352351 _ ¿a 
3065 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 365 


En más de la cuarta parte de las reuniones de 15 personas, habrá cumpleaños 
repetidos. 


Ejercicio 10.13 Si se toma primero una bola y luego otra, hay 6 elecciones 
posibles para la primera y 5 para la segunda. Son, pues, 30 los casos posibles. 

Entre ellos, la suma es 7 en los casos: (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) y 
(6,1). Así que, la probabilidad de que la suma sea 7 es 


61 
30.5 
En cambio, sólo hay 2 casos en que la suma es 3: (1,2), (2,1); y otros 


dos en que la suma es 4: (1,3), (3,1). Ambos valores para la suma tienen la 


misma probabilidad 
2 1 


30 15 
Nótese que el experimento es diferente del lanzamiento de dos dados, consi- 
derado en el ejemplo 9.19, por la sencilla razón de que las puntuaciones no 
pueden repetirse. 


Ejercicio 10.14 Hay tantos “casos posibles” como pares de cartas; es decir, 


hay 
40 
2 
Además, cualquier par de cartas tiene la misma probabilidad de ser elegida. 


Esa probabilidad común es igual a: 


1 


Para resolver el ejercicio sólo falta contar los “casos favorables”. 
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a) Casos en que las dos cartas son de oros, hay tantos como maneras de 
seleccionar dos oros entre los 10 que contiene la baraja. Así que, son 16%) 
casos favorables. La probabilidad de obtener dos oros es pues 


El mismo resultado se obtiene si cada caso posible se desdobla en dos, para 
tener en cuenta el orden en que se reciben las cartas. Hay así 40 - 39 casos 
posibles (la primera puede ser cualquiera de las 40 y la segunda una de las 
39 restantes) y 10 - 9 casos favorables (el primer oro se puede elegir de 10 
maneras y el segundo de 9). De forma que el resultado no cambia. 


b) Casos en los que ninguna carta es de oros, hay EN] puesto que son 
30 las cartas de otros palos. Por lo tanto, la probabilidad de que ninguna 


carta sea oros es igual a: 
30 
2) 30-29 29 


40Y — 40-39 — 52 
2 
Y, lo contrario, que haya alguna carta de oros, tiene probabilidad igual a: 


29_23 
52 52 


= 0.4423 


c) Para formar un pareja de cartas en la que una sea de oros y otra no, 
hay que elegir uno de los 10 oros y otra de las 30 cartas de otros palos. Los 
casos favorables son, por tanto, 10-30. Y la probabilidad de que una sola 
sea de oros resulta: 


10-30 _ 10-30-25 


40 40-39 — 13 
2 


= 0.3846 


Si se razona en el espacio de 40 - 39 resultados posibles, en el que se tiene 
en cuenta el orden en que se reciben las cartas, los casos favorables son: 
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primera de oros y segunda de otro palo, 10-30; o bien, primera de otro palo 
y segunda de oros, 30-10. En total 10-30-2 y se obtiene el mismo resultado. 


Ejercicio 10.15 Se consideran los mismos 


casos posibles y equiprobables del ejercicio anterior. Para obtener dos cartas 
de palos distintos, hay que hacer tres elecciones: primero escoger dos de 
entre los cuatro palos, lo cual puede hacerse de [63] = 6 maneras; después 
elegir una carta de uno de los palos, con 10 alternativas posibles; y una 
carta del otro palo, con otras 10 posibilidades. La probabilidad pedida es, 
por consiguiente, 


6-10-10 10 
—— = — 2 0.7692 
780 13 


Posiblemente es más sencillo duplicar los casos posibles, para tener en cuenta 
el orden en que se reciben las cartas. Ahora, para recibir dos de distinto 
palo, la primera puede ser cualquiera (40 posibilidades) y la segunda una 
cualquiera de las 30 que no son del mismo palo que la primera. Resulta 
entonces 

40-30 _ 10 

40-39 — 13 


igual que antes. 


En cuanto a la segunda parte del ejercicio, hay que hacer una advertencia 
previa. Con frecuencia, el lenguaje habitual es un poco ambigiio: “que haya 
dos del mismo palo”, ¿significa que tienen que ser exactamente dos y la 
tercera de otro palo?, o ¿pueden ser las tres del mismo? El resultado es 
distinto según la interpretación. 


a) De entre las (5) manos posibles de tres cartas, para formar aquellas 
que tienen exactamente dos del mismo palo, hay que seleccionar uno de los 
4 palos y dos de sus cartas —lo cual da lugar a a() elecciones posibles— 
además hay que elegir una de las 30 cartas de distinto palo. En definitiva, 
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la probabilidad de obtener exactamente dos del mismo palo es: 


(1930 
2 _4-9-5-30-6 _ 135 
(7) 40-39-38 — 247 
3 


También se puede razonar con las 40 - 39 - 38 maneras de recibir tres cartas 
consecutivamente. La primera puede ser cualquiera (40), la segunda una 
del mismo palo (9) y la tercera de palo distinto (30); o bien, después de la 
primera (40), puede venir una de palo distinto (30) y la tercera de uno de los 
dos palos ya conseguidos (18). Luego hay 40-9-30+40-30-18=40-30-9-3 
casos favorables y la probabilidad resulta: 

40-30-9-3 135 


40-39-38 — 247 


b) Si se interpreta que pueden ser las tres del mismo palo, lo mejor es 
pasar al complementario. Entre las 


40 
3 
manos posibles, hay tantas con tres palos distintos como maneras de elegir 


3 palos y una carta de cada uno. Por lo tanto, la probabilidad de que haya 
al menos dos del mismo palo es: 


4 
10% 
(:) > Ar 10%-6 100 _ 147 
(5) 40-39-38 247 247 
3 


O bien, entre las 40 -39-38 maneras de recibir tres cartas, hay 40-30-20 en 
que cada una es de palo diferente que las anteriores. Vuelve a resultar: 


_ 40-30-20 _ 147 
40-39-38 — 247 


como probabilidad de que al menos dos cartas sean del mismo palo. 
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Naturalmente los resultados de (a) y (b) se diferencian en la probabilidad 
12 40-9:8 
247 — 40-39-38 
de que las tres cartas sean del mismo palo. 


14 

5 
maneras posibles de extraer 5 bolas de las 14 que contiene la urna. El azar 
puede seleccionar cualquiera de ellas con la misma probabilidad. 


Ejercicio 10.16 Hay 


a) Los casos en que se obtienen 3 blancas y 2 rojas son tantos como 
maneras hay de seleccionar 3 de las 8 bolas blancas —esto es, 0= multi- 
plicado por el número de formas de elegir 2 de las 6 bolas rojas —que son 
($). La probabilidad de obtener exactamente 3 bolas blancas es: 


81 [6 
3 60 
1 13 
5 
b) Los casos en que ninguna de las bolas obtenidas es roja son tantos 


como maneras tiene el azar de escoger 5 entre las 8 bolas blancas; es decir, 
(7. Luego la probabilidad de obtener alguna bola roja es: 


8 
ja 2 10 
MY 143 143 
5 


c) Igual que hay (¿) casos en que todas las bolas son blancas, hay (¿) 
casos en que todas son rojas. En el resto de los casos ambos colores están 
presentes; con lo cual la probabilidad de obtener ambos colores es: 
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es decir, igual a = 


Ejercicio 10.17 


a) Al sortear, el primer premio puede ser adjudicado a cualquiera de los 
1000 números, con la misma probabilidad. Hay 4 casos en los que “le toca” 
al comprador de los 4 boletos; luego 


P Ñ : ls 
(conseguir el primer premio) 1000 


por lo cual, la probabilidad de conseguir el primer premio es igual a 0.004. 


b) Para realizar el sorteo completo, se eligen consecutivamente 5 números 
(distintos) entre los 1000; lo cual puede dar lugar a 1000 - 999 - 998 - 997 - 
996 resultados diferentes. Nuestro jugador se quedará sin premio si los 5 
números ganadores están entre los 996 que él no tiene; lo cual ocurre en 
996 - 995 - 994 - 993 - 992 de los casos. De forma que 

996 - 995 - 994 - 993 - 992 


P(no conseguir premio) = 1000999 -998 997-996 = 0.98012 


y, por consiguiente, 


P(conseguir algún premio) => 0.01988 


c) La probabilidad que tiene el jugador de conseguir el primer premio y 
sólo el primero será: 


4 - 996 - 995 - 994 - 993 
1000 - 999 - 998 - 997 - 996 


Puesto que el primer número debe salir de los 4 que posee y los otros cuatro 
entre los 996 restantes. Pero la misma probabilidad tiene de conseguir exclu- 
sivamente cualquier otro premio (serían los mismos factores en el numerador, 
aunque en otro orden); luego 


= 0.00395 


P(conseguir un solo premio) = 5 - 0.003952 = 0.01976 
Ahora, dado que se tiene: 


P(más de un premio) = P(algún premio) — P(un solo premio) 
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la probabilidad de tener más de un premio es igual a: 0.01988 — 0.01976 = 
0.00012. 


Ejercicio 10.18 Supóngase que los dados se lanzan uno tras otro, en vez 
de simultáneamente. Entonces, se pueden distinguir 6* resultados equipro- 
bables. 


a) Una vez acabados los lanzamientos y ordenadas las puntuaciones, éstas 
serán todas consecutivas si se ha conseguido una de las tres secuencias: 1234, 
2345 ó 3456. Cada una de ellas puede haberse obtenido en 4! órdenes al 
realizar los lanzamientos; es decir, que hay 3 + 4! de entre los 6* resultados 
que dan cuatro puntuaciones consecutivas. Por tanto: 

3-4! dl 


P(cuatro puntuaciones consecutivas) = 5 = 3 


b) Para que haya tres puntuaciones consecutivas, pero no cuatro, tendrán 
que poderse poner como alguna de las siguientes configuraciones: 


123 con otro 1,263 ocon5ó6 
234 con otro 2,364 ocon 6 
345 con otro 3,465 ocon 1 
456 con otro4,566 ocon1ó62 


Hay, por lo tanto, 4-3 configuraciones de tres consecutivos y uno repetido y 6 
configuraciones de tres consecutivos y otro diferente de ellos. Las 12 primeras 
pueden ponerse en 4!/2! órdenes diferentes; mientras que las 6 segundas se 
pueden colocar en 4! órdenes distintos. En total hay 


Moa 
4-3: 7 +6-41=288 


resultados que contienen exactamente tres puntuaciones consecutivas; así 


que 
288 2 


P(exactamente tres puntuaciones consecutivas) = 5 


e) Más fácil que recontar los casos en que son dos (y no tres) consecutivas, 
es contar en cuántos no hay dos consecutivas. Para ello puede ser: 
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— que se obtenga solamente una de las 6 puntuaciones (repetida cuatro 
veces). Son 6 casos “favorables”. 


— que se obtengan sólo dos puntuaciones diferentes; como no tienen que 
ser consecutivas, pueden ser: 13, 14, 15, 16, 24, 25, 26, 35, 36 ó 46. 
Cada una de éstas puede resultar de 14 maneras; por ejemplo, la 13 
puede darse como 


1113 en 4 órdenes distintos. 
1133 en 41/2!2! = 6 órdenes distintos. 
1333 en 4 órdenes distintos. 


Son, por tanto, 10 - 14 = 140 casos “favorables”. 


— que se obtenga una terna de puntuaciones entre las siguientes: 135, 
136, 146, 246. La cuarta puntuación tiene que ser una de las de la 
terna, así que, por ejemplo 135 puede obtenerse como 


1135 en 4!/2! = 12 órdenes distintos. 
1335 en 4!/2! = 12 órdenes distintos. 
1355 en 4!/2! = 12 órdenes distintos. 


Lo cual da lugar a 4-36 = 144 casos “favorables”. 


En total hay 6 + 140 + 144 = 290 resultados sin puntuaciones consecutivas; 
luego 


P(no haya puntuaciones consecutivas) = 290 LAS 
e 61 648 
Y ahora por diferencia: 
1 2 145 
P i =l=-==== Ea 
(escalera de longitud dos) = 1 187 57 648 


luego la probabilidad de obtener una escalera de longitud dos es igual a e 


Ejercicio 10.19 El número de ordenaciones en que pueden quedar las 10 
tarjetas es 10! y, si se ha barajado correctamente, todas ellas deben ser 
equiprobables. 
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a) Hay 9! ordenaciones en las que la número 7 está la primera, puesto 
que las nueve tarjetas restantes pueden estar en cualquier órden. Luego 


P(la primera sea la 7) = 


b) Por cada ordenación en que la 7 preceda a la 2, hay otra ordenación 
en que la 2 precede a la 7: aquella en que ambas tarjetas han intercambiado 
sus lugares. El número de ordenaciones en que la 7 precede a la 2 debe ser 
entonces 10!/2 y, por consiguiente, 


P(la 7 preceda a la 2) = z 


Aunque no sea necesario, es posible hacer el recuento directo. Primero se 
barajan las 8 tarjetas restantes, lo cual da 8! órdenes diferentes. Si la 7 se 
coloca la primera hay 9 huecos en que colocar la 2; si se coloca la segunda, 
quedan 8 huecos para colocar la 2, posterior a la 7; si se coloca la tercera, 
quedan 7 huecos, etc. De manera que la 7 y la 2 pueden colocarse de 


1 
9484 74+64+5+44+34+24+1= > maneras 


con lo cual el número de ordenaciones en que la 7 precede a la 2 es: 


igual a 1814400 ordenaciones. 


c) Para saber el número de ordenaciones en que la 7 y la 2 están consecu- 
tivas, retiramos la 2, barajamos para obtener uno de los 9! órdenes posibles 
y, a continuación introducimos la 2 delante o detrás de la 7. Ello da 9! - 2 
órdenes en que ambas tarjetas están consecutivas, de manera que 


91:2 


P(la 7 y la 2 estén consecutivas) = 0 


es decir, es igual a 1/5. 
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Ejercicio 10,20 
a) Si se sabe que la bola es blanca o roja, tiene que ser una de las seis 
bolas de tales colores. La probabilidad de que sea roja es entonces 
2 
P(R| BUR)= 67 
Formalmente, 


_P(RO(BUR))_ 2/10 1 
PRIBUM= EUR "6073 


b) Si no es negra, hay 7 posibilidades entre las cuales 2 son rojas; así que 


2 
P(R|N")=35 


Dicho de otra manera, 


P(RONS)_ P(R) _2/10_2 


PRINO === ANS 7/07 7 


c) Entre las 7 bolas que no son negras, hay 3 que no son blancas; luego 
P(B"| N*)= : 


2. P(B"NN*) 3/10 3 
ey ye - PEB2ONNS _3/10_3 
PUNO === 7077 


Ejercicio 10.21 Para comenzar se calculan las probabilidades de los sucesos 
por los que hay que condicionar; son más sencillas y servirán para calcular 
la probabilidad condicionada. Hay (6%) maneras de escoger simultáneamente 
dos bolas de la urna. Entre ellas hay 5 -5 casos en los que hay una blanca y 
otra de un color diferente, luego 


$ 5 
P(una sola blanca) = (5 = 3 
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Los casos en que ninguna es negra son (: de forma que 


7 
P(ni A 
(ninguna es negra) = E =3 
2 


Sin ninguna blanca hay (5) resultados; luego 
7 
P(alguna blanca) = 1- += 5 


Con ambas blancas hay (5) casos; así que 


10) 9 


P(no son ambas blancas) = 1- 4 = 
(2) 


Ahora, se calculan las probabilidades condicionadas. 
a) La probabilidad P(alguna roja| una sola blanca) es igual a: 


_ P(una roja y otra blanca) _ 2- 5/0) 
> P(una sola blanca) 5/9 


=e 
5 


b) La probabilidad P(alguna roja| ninguna negra) es igual a: 
1 — P(ninguna roja| ninguna negra) 


esto es: 
5 
y P(ambas blancas) _ (2) AE) 2 


P(ninguna negra) — 7/15 21 


c) la probabilidad P(alguna roja| alguna blanca) es igual a: 


P(una roja y una blanca) _ 225/07) _2 


P(alguna blanca) 7 
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d) Por último, la probabilidad P(alguna roja| no son ambas blancas) es 
igual a: 
1 — P(ninguna roja| no son ambas blancas) 
o bien 
P(ninguna roja y no ambas blancas) 


: P(no son ambas blancas) 


es decir: 


_ Plambas negras) + P(una blanca y una negra) 


1 7/9 


Por lo cual, la probabilidad pedida es: 
0/0+53/0_11 
7/9 35 


Por último, comprobaremos los cálculos anteriores por recuento directo de 
casos posibles y favorables. Las 
10 
= 45 


formas de obtener dos bolas de la urna, pueden clasificarse como aparece en 
en cuadro: 


[Resultados | BB BN_ [| BR NN NR_ | RR 


n* de casos 5-2=10 G) =3 3.2=6 ()=1 


(3) =10|5-3=15 


Resulta así 
Plal j fa blanca) 
(alguna roja| una sola blanca) = 541075 
sea _ 1041 
P(alguna roja| ninguna negra) = 0+10F1 2 
a 10. 2 
P(alguna roja| alguna blanca) = wF5+1077 


10+6+1 17 


P(alguna roja| no son ambas blancas) = DF IOF3FOF 1 = 3 
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sin más que recontar, primero, los casos en los que se produce la condición 
y, después entre ellos, en cuántos se da el suceso alguna roja. 


Ejercicio 10.22 En total hay 50 rubios y 50 morenos; así que, la probabi- 
lidad de que una persona elegida al azar sea morena es 


1 


P(M) = 3 
Por otra parte, la probabilidad de que sea alemán es 
60 3 
Al A 


Si se sabe que es alemán, de los 60 casos hay sólo 15 a favor de que sea 
moreno; con lo cual 


1 
P(M|A)=3 
Nótese que 
31 3 15 
M => ====>—= 
P(AJP(M| A) 5 == P(ANM) 


Si se sabe que es moreno, tiene que ser uno de los 50 clientes de este tipo, 
entre los 15 alemanes que hay. Luego 
15.3 
P(AI|M)====— 
(41M) 50 10 
Nótese que 
3 3 


P)P(A|M) =3- =>, =P01NA) 


Ejercicio 10.23 Del enunciado se desprende 
P(S)=0.6, P(LL)=0.3 y P(N)=0.1 


donde S, LL y N representan los sucesos de que se presente un día soleado, 
lluvioso o neblinoso, respectivamente. Si A es el suceso de que un ciudadano 
sufra un accidente, también se sabe que 


P(A|S)=0.0001, P(A| LL)=0.001 y P(A| N)=0.01 
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De la fórmula de Bayes se obtiene: 
P(N)P(A|N) 
P(S)P(A| 5)+ P(LL)P(A| LL) + P(N)P(A| N) 
0.1-0.01 
06-0.O001F03 0.001 POT OO 


P(N|A) = 


Ejercicio 10.24 Puesto que la urna se elige al azar, será: 
1 
P(U1) = P(U2) = P(U3) = 3 
Por otra parte, de acuerdo con las composiciones dadas, es: 
3 2 5 
P(B|U1)=5%, P(B|U2)=52, P(B|U3)=5 
5 6 8 
De acuerdo con la fórmula de las probabilidades totales resulta entonces 
E 
35'36'3 8 360 
Si se ha obtenido bola blanca, la fórmula de Bayes indica que P(U¡| B) = 
P(U¡)P(B | U;)/P(B); lo cual da: 
1/3-3/5 _ 72 


187/360 — 187 50-985 


P(B)= = 0.519 


P(U1| B)= 


de manera semejante se calculan las restantes probabilidades condicionadas. 


Así, se tiene: 
E 


P(U2¿| B) = = 
(U2| B) 187/360 — 187 


1/3-5/8 _ 75 


l o EAT 
P(U3| 8) 187/360 — 187 


= 0.401 


Ejercicio 10.25 Las probabilidades de obtener dos blancas de cada una de 
las urnas son: 


ríaju)=32=3 pmp u,)= 


1 1 5 
5.471 5 PBB1U3)= 3 


5 15 


in 
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Por ejemplc, de los 5 - 4 pares de bolas que pueden obtenerse de Uy, hay 
3 -2 formados por dos blancas. Alternativamente, la probabilidad de que la 
primera bola extraída de Uz sea blanca es 2/6 y, en tal caso, la probabilidad 
de que la segunda sea blanca es 1/5. 
Ahora, basta aplicar la fórmula de las probabilidades totales, 
1.3 | 1105 76 
POD = tota 


Si las dos bolas obtenidas son blancas, cada urna tiene probabilidad igual 


a 
_1/3-3/10 _ 63 
FUi:B8)= 76/315 — 152 
1/3-1/15 14 
FBal.B8]= 76/315 — 152 
pue my = 113-514 - 35 


76/315 — 152 
de haber sido elegida. 


Ejercicio 10.26 Al lanzar dos monedas el número de caras obtenidas puede 
ser 2, 1ó 0, con probabilidades respectivas: 
P(2C) = l P(1C) = z P(0C) = z 
=p =>? “4 
En el primer caso se realizan dos lanzamientos del dado y, entre los 36 resulta- 
dos posibles, hay 5 que proporcionan el valor 6 para la suma de puntuaciones. 
Esto es: 5 
Se| 20) == 
P(56|2C) 36 


donde Sg es el suceso: “la suma de las puntuaciones sea 6”. 
Si ha salido una sola cara, el dado sólo se tira una vez y se obtendrá una 
puntuación total de 6 con probabilidad 


1 
P(Sc|1C) == 
6 
Si no aparece ninguna cara, es imposible obtener como puntuación total 6; 


así que 
P(S6|0C)=0 
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Mediante la fórmula de las probabilidades totales resulta: 


P(S6) = P(2C)P(S6|2C) + P(1C)P(S; | 1C) + P(0C)P(S6| 0C) 
Dd ad y o UE 
= qt ta 14 


Si la suma de las puntuaciones ha sido 6, el número de caras obtenidas ha 
podido ser 1 ó 2 con probabilidades: 


P(2C)P(56|2C) _ 1/4-5/36 _ 52 


PCI 50) == prgoy Tr pida 17 
_ P(AC)P(S6| 1C) _ 1/2-1/6 _ 12 
RUeis)= P(S6) 7 17/144 17 


Como es lógico cuanto más baja sea la puntuación total, más probable es 
que el número de caras haya sido uno; mientras que una puntuación mayor 
que 6 indica, sin lugar a dudas, que se han obtenido dos caras. 


Ejercicio 10.27 Sean M y F los sucesos que indican si la persona elegida 
al azar es mujer y si es fumadora, respectivamente. La probabilidad de que 
un fumador sea mujer viene dada por 


P(M)P(F| M) 
P(M)P(F| M) + P(MO)P(F] M=) 
0.6- 0.14 
0.6-0.14+0.4-0.22 
21 
43 


P(M|F) 


Luego P(M | F) = 0.488. 


Ejercicio 10.28 De la definición de probabilidad condicionada, se sigue: 


P(A*N Bs) 

el B= 

P(a18")= E 

Ahora bien LY 
P(ANB)= PA)P(B|A)=7-5 =3 

luego 


> P(B)P(A| B) = P(B)- 
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de donde resulta: ds 
P(B)=3 y P(8)= 


ni 


Además, se tiene: 
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B) = Ito E=5 
con lo cual 3 
P(ATNB")= 1-P(AUB)=G 
En definitiva, resulta: 
P(A*| B*)=7==-" 


(Una vez obtenidas P(A NM B) y P(B*), también podíamos haber obtenido 
P(AN B*) = P(A) — P(AN B)= 1/8, deduciendo 


P(A| B*) = P(AN B")/P(B*) = 1/4 


y, de ahí que P(A*| B*)=1-— P(A| B*) = 3/4). 

En cuanto a la segunda cuestión, como P(B*| A) =1— P(B] A) = 1/2 
se obtiene 
P(ANB") _ P(A)P(B"| A) _ 1/4-1/2_1 


PLANiBo)S P(B)  P(Bs) 112 4 


de manera que 


Ey, 1 1 
P(A| B)+ P(ALB)=+7=3 


Por lo tanto, P(A| B) + P(A| B9) A 1. 
Ejercicio 10.29 La primera puntuación es impar con probabilidad: 


P(I1)=1/2 


La suma es impar si lo es la primera puntuación y la segunda no, o bien si 
no lo es la primera y sí la segunda. Hay 9 resultados del primer tipo y otros 
9 del segundo, entre los 36 resultados posibles (véase el ejemplo 9.19). Así 
que 
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(Alternativamente, puesto que los resultados de ambos lanzamientos son 
independientes, se puede calcular: 
P(1,) = PU)PUD+PUYPUA)= 2.141.121) 
á z 22"2 2 2 
Además hay 9 resultados, entre los 36, con la primera puntuación impar 
y la suma impar (aquellos en los que la segunda es par). Luego 


9 -1 
P(101,) = 36737 PUNPUs) 
con lo cual /; e 1, son independientes. 


En el caso de las extracciones de la urna, es P(/,) = 4/7. 

De los 49 resultados posibles hay 4-3 con la primera puntuación impar y 
la segunda par y 3 -4 con la primera par y la segunda impar; que son todos 
los casos en los que se obtiene una suma de puntuaciones impar. De manera 
que 

PU.) = 24 
49 
y por otra parte 
12 
P(KhnI)== 
(401) = 5 
Ahora se tiene 


P1013) A PU)PUs) 


con lo cual /; e 1, no son independientes. 


Ejercicio 10.30 Desde luego 


1 1 0 18 

P(A)= 3 P(B)=5 y P(C)=5, 

puesto que hay 13 múltiplos de tres entre los 40 números. Por otra parte, 
como hay 5 pares entre 1 y 10, 


1 
8 
luego A y B son independientes. Sin embargo, sólo hay 3 múltiplos de tres 
entre 1 y 10, con lo cual 


P(AN B)= E = 1 = P(A)P(B) 


PANC)=5 
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mientras que P(A)P(C) = 13/160. Por tanto, A y C no son independientes. 
Así mismo, como hay 6 múltiplos de 2 y 3 simultáneamente, 


6_3 


PBOnC)=:=2% 


que no coincide con P(B)P(C) = 13/80. Luego B y C tampoco son inde- 
pendientes. 


Ejercicio 10.31 Puesto que 


PA)=5> P(B)=5 y P(C)=35 


A y B son independientes como en el ejercicio anterior. Además, como hay 
5 rojos en la primera decena, 


P(ANC)= al S z = P(A)P(C) 


luego A y C son independientes. Por otro lado, como hay 8 pares y rojos, 


8-1 
PBOC)==5 


mientras que P(B)P(C) = 1/4. Luego B y C no son independientes. 


Ejercicio 10,32 Como antes, se tiene: 
Pa)= 1, PB)=3 y P(C)=3 
=p qa 3 


pues siguen coloreados de rojo la mitad de los números. A y B son inde- 
pendientes como antes. Sigue habiendo 5 rojos en la primera decena, por 
consiguiente 


P(ANC)= E = P(A)P(C) 


y A y C siguen siendo independientes. Ahora, pares y rojos hay 10, luego 


P(BNC)= 5 S : = P(B)P(C) 


y B y C son independientes. 
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En esta situación A, B y C son independientes dos a dos. Pero no son 
independientes conjuntamente pues, como hay 3 pares y rojos en la primera 
decena, 


PAN BNC)=5 


Por lo tanto, se tiene PAN BNC) 4 P(A)P(B)P(C); luego los sucesos no 
son independientes. 


Ejercicio 10.33 Se tiene: 


1 1 2 
PA) = 3, P(B)=>5 y P(C)=5 
Además de A y B, también son independientes A y C, pues: 
4 1 
P(ANC)= SR TU P(A)P(C) 


Así mismo 3 n 
P = Ése 
(BNC) 2”, P(B)P(C) 
de manera que B y C son independientes. Por último, 


P(ANBNC) ==>; = PA)P(B)P(C) 


luego A, B y C son independientes. 


Los cuatro ejercicios anteriores muestran todas las posibles relaciones de 
independencia que pueden darse entre tres sucesos (excepto la dependencia 
entre los tres que es, digamos, la situación “más usual”). 


Ejercicio 10.34 Si se acepta que el sexo de cada recién nacido no influye 
sobre los demás, de forma que los sucesos relativos al sexo de cada uno de 
ellos son independientes entre sí, resultará: 


P(cinco varones) = 0.51% = 0.0345 


P(al menos una niña) = 1 — P(cinco varones) 


Esto es, P(al menos una niña) = 0.9655. 
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Ejercicio 10.35 Puesto que P(AN B) = P(A)P(B), será 
P(ANB") = P(A)-P(AN B) = P(A) - P(A)P(B) 
= P(A)(1— P(B)) = P(A)P(BS) 
de manera que A y B* son independientes. Entonces 
P(ATNB") P(B9) - P(ANB*) = P(B") — P(A)P(B*) 
P(B9) (1 — P(A) = PLAJP(BS) 


' 


de forma que A” y B* son también independientes. 

Con tres sucesos, puesto que las relaciones de independencia dos a dos 
se conservan al pasar al complementario, basta analizar: 

P(ANBNC) = P(ANB)-P(ANBNC) 

= P(A)P(B) - P(A)P(B)P(C) = P(A)P(B)P(C*) 
Dos y el complementario del tercero son, pues, independientes. Entonces 
P(ANBNCI) = P(ANC")-P(ANBNC") 

P(A)P(C*) — PLA) P(B)P(CS) = PA)P(BOP(CS) 


Uno y el complementario de los otros dos son también independientes. Por 
último 


P(ANBENC*) 


P(BENCA)-P(ANBINCI) 
P(B9)P(C*) — P(A)P(B9)P(C") = P(A)P(B")P(C*) 


y los tres complementarios son independientes. 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 10.1 La respuesta correcta es c. La respuesta (a) no es correcta 
porque no incluye el caso bbb. La respuesta (b) no es correcta porque no 
incluye el caso nbb. 


Cuestión 10.2 La respuesta correcta es b. El suceso contrario es: 


£nbn, nan)" = (bbb, bbn, bnb, ban, nbb, nnb) 


708 Capítulo 10. Cálculo de probabilidades 


Es decir, alguna entre la primera y la última bolas es blanca. 


Cuestión 10.3 La respuesta correcta es b. Con palabras, el contrario del 
suceso dado se dirá: “las dos primeras bolas son distintas”. Por lo tanto, es 
([bnb, ban, nbb, nbn). 


Cuestión 10.4 La respuesta correcta es c. El suceso contrario del suceso: 
(6bb, bbn, bnb, ban, nbb, nbn, nnb) 


es (nnn); es decir, el suceso contrario de “alguna bola es blanca” es “todas 
las bolas son negras”. 


Cuestión 10.5 La respuesta correcta es b. El suceso “no son las tres del 
mismo color” es (bbn, bnb, ban, nbb, nbn, nnb). El suceso “al menos dos bolas 
son blancas” es (bbb, bbn, bnb, nbb). 


Cuestión 10.6 La respuesta correcta es a. El suceso “alo sumo hay dos bo- 
las blancas” incluye también los resultados bbn, nnb y nnn. El resultado bbb 
forma parte del suceso “la última bola es igual a la primera o a la segunda”. 


Cuestión 10.7 La respuesta correcta es b. Se tiene A=(ANM B)U(A—= B) 
y (AN B)N(A — B) = 0; luego la respuesta (b) es correcta. Por otra parte, 
(AUB)-(A— B)=B, así que, P(AU B)-— P(A— B) = P(B) y (a) no es 
correcta. La afirmación (c) sólo es cierta si AMB =0. 


Cuestión 10.8 La respuesta correcta es a. Como BU(A— B)= AUB y 
BN(A— B) = (; se verifica P(AU B) = P(B) + P(A— B) y la respuesta (a) 
es correcta. La respuesta (b) sólo es cierta si B C A. Para que la igualdad 
(c) fuese correcta sería necesario que A y B* fuesen independientes, ya que 
A-B=AnNB". 


Cuestión 10.9 La respuesta correcta es b. La igualdad (b) siempre es 
correcta (véase la propiedad 6 de la sección 9.5). En la respuesta (a), el 
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primer miembro proporciona P(A U B) y el segundo P(A — B). Para que la 
igualdad de (c) sea correcta, A y B deben ser disjuntos, no independientes. 


Cuestión 10.10 La respuesta correcta es c. Véase la propiedad 1 de la 
sección 9.5. En (a) el denominador debería ser P(B), no P(A). 


Cuestión 10.11 La respuesta correcta es a. Como los sucesos ANB y A— B 
son disjuntos y su unión es A; se tiene P(AN B) + P(A— B) = P(A). La 
respuesta (b) requiere que se cumpla B C A. La fracción de la respuesta (c) 
tendría que estar invertida para que fuese correcta. 


Cuestión 10.12 La respuesta correcta es c. Los sucesos A y B — A son 
disjuntos y su unión es AU B. La respuesta (a) requiere que A y B sean 
independientes y no disjuntos como se indica en (b). 


Cuestión 10.13 La respuesta correcta es b. Véase la definición de pro- 
babilidad condicionada. La fórmula de la respuesta (a) es correcta cuando 
AC B. En cuanto a la respuesta (c), si A y B son independientes es 
P(A| B) = P(A). 


Cuestión 10.14 La respuesta correcta es c. Véase la definición de indepen- 
dencia de dos sucesos. En (a), para que fuese cierta, habría que intercambiar 
P(A) y P(B). La respuesta (b) no puede ser nunca correcta, puesto que 
siempre P(AN B) < P(A) y P(AN B) < P(B). 


Cuestión 10.15 La respuesta correcta es b. En general P(A— B) = P(A)- 
P(AN B); pero si ANB=Q es P(ANB)=0. Si AC B,es A— B=0, con 
lo cual P(A — B) =0. 


Cuestión 10.16 La respuesta correcta es c. Siempre es A = (A— BJU(ANB) 
y (A-B)N(ANB)= 


Cuestión 10.17 La respuesta correcta es b. Véase la definición de sucesos 
independientes. 
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Cuestión 10.18 La respuesta correcta es b. Si AC Bes B= AU(B-= A) 
con A y B— A disjuntos. Caso de ser A y B disjuntos, sería B— A= B y, 
por tanto, P(B— A) = P(B). 


Cuestión 10,19 La respuesta correcta es a. Para sucesos cualesquiera, la 
igualdad correcta es P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). 


Cuestión 10.20 La respuesta correcta es b. Si A y B son independientes 
es P(AN B) = P(A)P(B) y, por consiguiente, P(AU B) = P(A)+ P(B) - 
P(A)P(B). 


Cuestión 10.21 La respuesta correcta es c. Si son disjuntos, ANB=Q 
con lo cual P(AN B) = 0. Y, si son independientes P(AN B) = P(A)P(B). 
Luego P(A) =0ó P(B)=0. 


Cuestión 10.22 La respuesta correcta es c. P(impar) = 1— P(par) = 
1-2/5=3/5. 


Cuestión 10.23 La respuesta correcta es c. El suceso (uno de cada sexo) 
se puede expresar como 
[uno de cada sexo) = (algún varón) — (dos varones) 

luego 

P(uno de cada sexo) = P(algún varón) — P(dos varones) 
Por lo tanto, P(uno de cada sexo) = 0.64 — 0.26 = 0.38. 
Cuestión 10.24 La respuesta correcta es a. Si se elige una persona al azar, 
la probabilidad de que vaya al cine es P(C) = 0.37; la probabilidad de que 
sea espectador de teatro P(T) = 0.11; y P(C'NT) = 0.06. Por lo tanto, se 


tiene: 


P(CUT)= P(C) + P(T) - P(CONT)=0.37+0.11 — 0.06 
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es decir, P(CUT)= 0.42. 


Cuestión 10.25 La respuesta correcta es c. La probabilidad de ser adicto 
a la heroína es: 
P(H) = 0.016 


. La probabilidad de ser adicto a la cocaína es: 
P(C) = 0.014 
y la probabilidad de tener adicción por una u otra es: 
P(HUC)=0.02 
Entonces 
P(H OC) =P(H) + P(C) - P(HUC)= 0.016 + 0.014 — 0.02 


Por lo cual, se tiene P(H NC) = 0.01. 


Cuestión 10.26 La respuesta correcta es b. Al extraer una carta, se tienen: 


pl 
P(S)=5 
X 1 
PSNO)=5z 
luego 
P(s-0)=P(s)-P(sno)=1-L 22 
y _ ' 3 5 5 


También se puede calcular que hay 12 sotas, 4 de oros y, por tanto, 8 que 
no lo son; y se obtiene de nuevo P(S — O) = 8/60. 


Cuestión 10.27 La respuesta correcta es a. La probabilidad de obtener 
un duro o más: P(5 ó más) = 9/10. Obtener un duro tiene probabilidad 
P(5) = 2/5. Luego 


P(más de 5) = P(5 ó más) — P(5) = O - ; 
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Esto es, P(más de 5) = L 


Cuestión 10.28 La respuesta correcta es b. El dato afirma que la probabi- 
lidad de que un recién nacido, elegido al azar, sea chino es 1/4. Lo que se 
pide es, sin embargo, la probabilidad condicionada por el hecho de que es su 
hijo. Si ni Vd. ni su pareja son chinos, la probabilidad condicionada es cero. 


Cuestión 10.29 La respuesta correcta es a. La probabilidad de que el 
estudiante se despierte durante la noche y su compañero esté dormido es 
P(NND) = 6/24. Mientras que la probabilidad de que su compañero 
duerma, sea de noche o no, es P(D) = 8/24. Así que 


Po) => 


Claro que, al oirle roncar, sabe que sólo hay posibilidad de que sea una de 
las 8 horas durante la cuales su amigo duerme; y entre ellas hay 6 en las 
cuales es de noche. Vuelve a concluir que P(N | D) = 6/8. 


Cuestión 10.30 La respuesta correcta es b, Ahora es P(N| D) = 4/5 y 
P(D) = 8/24 = 1/3. Luego 


PDNN)=3> 


ala 


de donde P(DN N)= 4/15. 


Cuestión 10.31 La respuesta correcta es c. Si se supone que las cuatro 
estaciones tienen la misma duración, se tendrá que el día elegido cae en 
invierno con P(invierno) = 1/4. Si se condiciona porque es en invierno, 
será: 


P(soleado| invierno) = 28/100 
Luego 


P(soleado en invierno) = py 


es decir P(soleado en invierno) = 7/100. 
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Cuestión 10.32 La respuesta correcta es a. Si se suman las probabilidades 
de visitar la ciudad en un día soleado de cada una de las estaciones, resulta 


128 156 184,144 _ 53 
4100 * 4100" 4100 * 4100 100 


tal y como indica la fórmula de las probabilidades totales. 


P( soleado) = 


Cuestión 10.33 La respuesta correcta es b. 


P( otoño) P(soleado | otoño) 
P( soleado) 
1/4 -44/100 
53/100 


P(otoño | soleado) 


Luego es igual a 11/53. 


Cuestión 10.34 La respuesta correcta es c. Si se elige una persona al azar, 
será: 


P(H) = 0.48 
Por otra parte, 
P(C|H)=2/10 
Ba 
P(H|C) = 0.96 
Como 


P(C)P(H|C) =P(CNH)= P(H)P(C|H) 
resulta P(C) = (0.48 - 2/10)/0.96 = 1/10. 


Cuestión 10.35 La respuesta correcta es c. Si se anota primero el sexo 
del primogénito, hay cuatro casos posibles: (MM, MV, VM,VV) cada uno 
de probabilidad 1/4. Sólo son posibles los tres primeros, puesto que he- 
mos conocido a una hija. En dos de ellos tiene un hermano varón, luego 
P(algún varón | alguna hija) = 2/3. Formalmente 


P(MV,VM))  _2/4 


P(algún varón | alguna hija) = FAM MV, VMI) = 3/4 
MV, y 


714 Capítulo 10. Cálculo de probabilidades 


Luego es igual a 2/3. 


Cuestión 10.36 La respuesta correcta es a. El comentario de la niña in- 
forma, sin duda, de que su hermano —o hermana— es más joven que ella. 
No quedan más que dos casos posibles: MM ó MV y sólo en uno tiene un 
hermano varón. Así pues 


A pS 1 
P(el segundo sea un varón | la mayor es una niña) = 3 


Que puede interpretarse: el hecho de que el primer nacido sea mujer no 
altera la probabilidad de que el segundo sea niño. 


Cuestión 10.37 La respuesta correcta es a. Si se anota primero el resultado 
del dado y después el de la moneda, resulta: 


21 
P((CC)) = 33 
igual a 1/3. 
Cuestión 10.38 La respuesta correcta es c. 
2.1.1 A 11.1 
P((CX))= => PU XC)=z-2= 


392 32 


luego, una sola cara tiene probabilidad 1/34 1/6 = 1/2. 


Cuestión 10.39 La respuesta correcta es b. Como 


PUXX))= 55 ; 


la probabilidad de obtener alguna cara será 1— P((XX))= 5/6. 


Cuestión 10.40 La respuesta correcta es b, 


P((CC) | alguna cara) = Sa 
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igual a 2/5. 


Cuestión 10.41 La respuesta correcta es a, 


P((CX, XC) | alguna cara) = 5 
igual a 3/5. 
Cuestión 10.42 La respuesta correcta es b. 
PUCXY) _13_2 


P((CC,CX) | una sola cara) = Puna sola cara) — 1/27 3 


Nótese que obtener cara con el dado no da ninguna información acerca del 
resultado de la moneda, ni, por tanto, acerca de si el número de caras será 


una o dos. Es decir, que el suceso “una sola cara” es independiente de 
obtener “cara con el dado”; de manera que 


2 
P( cara en el dado | una sola cara) = P( cara en el dado) = 3 


Cuestión 10.43 La respuesta correcta es b. La probabilidad es: 


(Ja 


igual a: 15/64. 


Cuestión 10.44 La respuesta correcta es c. La probabilidad de obtener 4 
cruces es 


luego la probabilidad de que salga alguna cara es 1 — 16/81 = 65/81. 
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Cuestión 10.45 La respuesta correcta es c. La probabilidad de que apa- 
rezcan 3 caras (y 2 cruces) es igual a: 


OO 
3)15) 15) — 55 625 


mientras que 4 caras (y una cruz) tiene probabilidad 


5 06 ¿3-2 _ 162 
(es Ss 
4)X5) X5 55 625 


216 52 378 
En total, una ó 2 cruces tiene probabilidad a + => = Se. 


Cuestión 10.46 La respuesta correcta es a. Entre las 


(5) 
(5) 


que no contienen ningún rey. La probabilidad de obtener algún rey es: 
36 

AB) 36-35-34 _,_ 357 

(y) 0 40-39-38 494 


maneras de escoger 3 cartas, hay 


3 


igual a: 137/494. 


Cuestión 10.47 La respuesta correcta es c. Hay 


(+) 
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maneras posibles de escoger tres bolas entre las 10 que contiene la urna. El 
número de ellas que tienen 2 blancas y una negra es: 


Luego la probabilidad es 


igual a: 1/2. 


Cuestión 10.48 La respuesta correcta es b. En cada dado, la probabilidad 
de obtener una puntuación mayor que 4 es 1/3. La probabilidad de obtener 
2 mayores que 4 (y otras dos menores) será 


NO 
2)X3) 3) “31 
igual a: 8/27. 


Cuestión 10.49 La respuesta correcta es b. Las puntuaciones pueden ser 
123, 234, 345 ó 456; y cada una puede obtenerse en 3! órdenes diferentes. 
Como el número total de resultados posibles es 6?, la probabilidad resulta 
4-3 
15 
igual a: 1/9. 


Cuestión 10.50 La respuesta correcta es b. Los resultados consecutivos 
pueden ser uno de los cuatro enumerados en la pregunta anterior. Los resul- 


tados posibles son: 
6 
(7) 


luego la probabilidad es 4/20 = 1/5. Si se tiene en cuenta el orden en que 
se observan los números, los casos favorables pasan a ser 4 +3! y los casos 
posibles 6 - 5-4, de manera que el resultado es el mismo. 


Capítulo 11 


Estadística 


11.1 Introducción 


Entre todas las Ciencias matemáticas, quizá sea la Estadística la que mejor 
refleje las preocupaciones, los intereses y los problemas del hombre de hoy. 

En los siglos XVII, XVIII y parte del XIX, la aspiración del hombre era 
dominar el mundo físico que le rodeaba; en lo teórico, este deseo se concretó 
en comprender las leyes del equilibrio y del movimiento de los cuerpos y de 
los astros; en lo práctico, el hombre era ingeniero y constructor. 

Bien es verdad, que mucho antes se habían construido obras extraordi- 
narias. No nos referimos a construcciones como los dólmenes o las pirámides 
que, en cierto modo, no son más que montones de piedras, sino a acueductos, 
puentes y catedrales. Estas obras parecían desafiar “las leyes de la natura- 
leza”. Pero la diferencia entre el constructor de catedrales y el hombre de 
los siglos XVII y XVIII es que el primero aprende a diseñar sus arcos y 
estructuras de la experiencia, mientras que el segundo trata de hacer teo- 
rías que expliquen por qué esas estructuras se mantienen en pie; las teorías 
le permitirán anticipar fenómenos y diseñar nuevas estructuras complicadas 
como consecuencia de cálculos. 


Quizá una de las cumbres de esta concepción sea el descubrimiento, desde 
un escritorio, del planeta Plutón. Este planeta se descubrió antes de ser visto, 
como consecuencia de cálculos sobre la órbita que seguían los planetas más 
cercanos. 

Los matemáticos contribuyeron a este proyecto creando el método para 
calcular por excelencia: el Cálculo infinitesimal. 

Desde mediados del siglo XIX hasta nuestros días, se puede apreciar un 
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cambio en la pretensión de conocer de los hombres. Su interés se dirige, 
primero hacia lo agronómico y biológico y, luego, hacia lo psicológico, lo eco- 
nómico y lo social. Los fenómenos que estudian estas ciencias no se pueden 
reducir, por lo general, a leyes deterministas; su desarrollo ha precisado de 
nuevos métodos matemáticos: los métodos estadísticos. 

Tampoco puede olvidarse que la Estadística debe su nombre al Estado. 
En el siglo pasado se entendió que la Estadística era la “Ciencia del Estado”, 
esto es, que para gobernar de manera racional a los pueblos se hacía preciso 
disponer de conocimientos acerca de su población y su riqueza, conocimientos 
que debía proporcionar la Estadística. Más tarde, la nueva ciencia desbordó 
este ámbito. Hoy, la aplicación de la Estadística es universal y sirve tanto 
para contrastar el efecto de los medicamentos, como para contribuir a la 
toma de importantes decisiones. 


11.2 Poblaciones y muestras 


En Estadística se denomina población al conjunto de seres u objetos acerca 
de los que se desea obtener información, individuo o elemento a cada uno 
de los miembros de la población, muestra a la parte o subconjunto de la 
población que es examinada para obtener los datos y variable estadística a 
cada una de las características que se miden en los individuos o elementos 
de la muestra. 

Al número de elementos de la muestra se le suele denominar tamaño de 
la muestra. Un censo es una muestra que consiste en elegir toda la población. 
Lo normal es que el tamaño de la muestra sea muy inferior al número de 
individuos que tiene la población. Sólo de tarde en tarde, se realizan censos. 


Ejemplo 11.1 Una encuesta de la opinión pública que trate de anticipar el resul- 
tado de unas elecciones generales tiene como población el total de los votantes; en 
España sería el censo electoral. Si interesa conocer el partido al que cada individuo 
concederá su voto, ésta es la variable a medir. El grupo de individuos que resulten 
selecionados constituirá la muestra. Después, el día de las elecciones, se realiza un 
censo de la opinión de los votantes. 


Al subconjunto de la población del cual se elige la muestra se le deno- 
mina marco muestral. Si los individuos de la muestra se eligen entre los 
que componen el total de la población, el marco muestral coincidirá con la 
población. 
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En ocasiones, no es posible o no se desea elegir la muestra entre todos 
los miembros de la población sino que los individuos que forman la muestra 
son seleccionados de un subconjunto menor. Entonces el marco muestral es 
una parte de la población. 


Ejemplo 11.2 Si, en la encuesta del ejemplo 11.1 sobre el voto de los españoles, se 
eligen una serie de teléfonos y se llama para preguntar, la muestra no se elegirá del 
total de la población sino entre las personas que tienen teléfono. El marco muestral 
es, entonces, una parte de la población. 


Ejemplo 11.3 Si se quiere estudiar la relación entre determinados hábitos alimen- 
tarios y una enfermedad mediante una serie de preguntas formuladas a los pacientes 
que acuden a un hospital, el marco muestral de la encuesta no es toda la población 
sino los pacientes de ese hospital. 


Puesto que se pretende obtener información sobre la población, ¿por qué 
no hacer siempre un censo? Una muestra parcial puede tener ventajas sobre 
un censo, algunas razones son: 


1. Si la población es grande, hacer un censo resulta muy costoso. Sólo 
los realizan los estados, que disponen de fabulosos presupuestos y de gran 
número de funcionarios dedicados a labores estadísticas. Incluso los organis- 
mos estatales, como el Instituto Nacional de Estadística en España, realizan 
un número pequeño de censos: de la población, de la vivienda, el electoral 
y el agrario e industrial. Otras estadísticas de gran importancia, como el 
índice de precios al consumo y el índice de desempleo, se realizan mediante 
muestras. 


2. Realizar un censo exige disponer de una buena organización y un gran 
número de personas cualificadas. Estos requisitos no son banales como ha 
quedado demostrado en España con los datos adelantados sobre el censo de 
población de 1991. Incluso cuando hay una buena organización y medios, 
puede resultar imposible lograr un censo. 

Por ejemplo, en los censos de la población hay una enorme dificultad 
para censar a las clases marginadas de la sociedad. La Oficina del censo de 
los Estados Unidos de Norteamérica estimó que el censo de 1970 no recogía 
al 2.5% de la población, en este porcentaje se incluía un 7.7% de la población 
negra. Las cifras anteriores acerca de la desviación del censo proceden de 
muestras que sirven para verificar los datos censales. 
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3. En otras ocasiones, el examen a realizar en cada elemento de la po- 
blación exige su destrucción. Muchas encuestas industriales sobre la calidad 
de un producto exigen probarlo, por ejemplo para averiguar su duración, o 
analizarlo, para comprobar su composición. 


Ejemplo 11.4 Si un médico necesita analizar la sangre de una persona para 
hacer su diagnóstico, no parece apropiado desangrarla. Ni siquiera es preciso tomar 
pequeñas muestras en las diferentes partes del cuerpo. Basta una pequeña muestra 
de sangre, tomada de un brazo, para realizar la prueba. 


En resumen, la recogida de datos mediante una muestra parcial suele ser 
preferible a un censo, pero lograr una muestra representativa de la población, 
esto es, una muestra cuyos datos no difieran sistemáticamente de los de la 
población no es, en general, sencillo. 

Para conocer la opinión de los españoles sobre cierto asunto de interés 
social, por ejemplo la Unión monetaria europea, muchas personas y medios 
de comunicación entenderán que recoger datos consiste en salir a la calle 
y preguntar al primero que pasa. Á este procedimiento, si es que merece 
tal nombre, los estadísticos lo denominan muestreo de conveniencia, Todas 
las razones desaconsejan el muestreo de conveniencia, más aún: hay nume- 
rosas evidencias de que el muestreo de conveniencia conduce a resultados 
sistemáticamente alejados de los que se obtendrían mediante un censo. 


Ejemplo 11.5 Si un comentarista de radio pide a sus oyentes que le escriban 
expresando su opinión, está haciendo un muestreo de conveniencia. 


Es un hecho bien estudiado que esta clase de muestreos conducen a resultados 
sistemáticamente erróneos, puesto que sobrevaloran la opinión de algunos sectores 
de la población. El motivo es simple, las contestaciones son voluntarias y conllevan 
cierto esfuerzo, El mayor porcentaje de respuestas procede de grupos sociales muy 
interesados o concienciados por la cuestión en debate. 


En otras ocasiones, el error de esta clase de “sondeos de opinión” es menos 
inocente: en 1972 una pequeña emisora de televisión norteamericana pidió a sus 
espectadores que contestaran si estaban a favor o en contra de la decisión del pre- 
sidente Nixon de minar los puertos de Vietnan del Norte. Se recibieron unas cinco 
mil cartas a favor. Más tarde se descubrió que dos mil procedían de las oficinas de 
propaganda de Nixon. 


Si, en cualquier debate retransmitido, un presentador anuncia que su centralita 
está bloqueada por llamadas a favor o en contra de una de las posturas, considere que 
esta información es completamente irrelevante acerca de lo que piensa la ciudadanía. 
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La muestra está influida por las contestaciones voluntarias y, posiblemente, por 
intereses partidistas. Además no hacen falta muchas llamadas para bloquear una 
centralita. 


Ejemplo 11.6 Unos grandes almacenes quieren saber qué opinan los clientes sobre 
su funcionamiento. Algunos directivos elaboran una serie de preguntas y contratan 
a unas señoritas para que entrevisten a los clientes que entran en el local. Éste es 
el prototipo de numerosas “encuestas” que conducen a resultados sistemáticamente 
alejados de la realidad. 


Si se deja que las entrevistadoras elijan a su antojo los clientes a entrevistar, 
el muestreo es de conveniencia. Frecuentemente, las entrevistadoras son jóvenes de 
clase media, de dieciocho a veintidós años, que tenderán a entrevistar a los clientes 
hacia los que sientan más afinidad. 


Incluso si se marca un sistema objetivo de selección del cliente a entrevistar, 
el muestreo está viciado desde su origen, puesto que se realiza entre los clientes 
que acuden al establecimiento, los datos recogidos sobrevalorarán la opinión de los 
clientes habituales, que acuden a comprar con gran frecuencia, frente a la de los 
clientes esporádicos. 


Ejemplo 11.7 Un almacenista trata de conocer el estado de una partida de pa- 
tatas. Si se limita a abrir algunos sacos y comprobar las patatas que tiene más a 
mano, está haciendo un muestreo de conveniencia. Es razonable sospechar que las 
patatas del fondo del saco estén en peores condiciones que las de la parte superior. 
Los resultados del muestreo de conveniencia se apartarán sistemáticamente de los 
resultados reales. 


Para lograr una muestra que no sobreestime ni subestime los valores 
de la variable, los estadísticos han estudiado varios sistemas de muestreo. 
El más elemental se denomina muestreo aleatorio simple. La esencia de 
este muestreo es lograr que todas las muestras posibles tengan la misma 
probabilidad de ser elegidas. 

Con símbolos, si la población tiene N elementos y se quiere elegir una 
muestra de n elementos, se sabe (ver capítulo 9) que hay 


N 


n 


muestras posibles, tantas como maneras distintas de elegir n elementos entre 
N. Una muestra se dirá aleatoria simple si proviene de un sorteo que ga- 
rantice que puede ser una cualquiera de las posibles con igual probabilidad; 
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esto es, con probabilidad 


Si el número N de elementos de la población es pequeño, un procedimiento 
para obtener una muestra alcatoria simple consiste en escribir el nombre de 
cada elemento en una tarjeta (se supone que todas las tarjetas son iguales), 
barajar bien las tarjetas y elegir n. 


Ejemplo 11.8 Si la población tiene 10 elementos y se quiere elegir una muestra 


de tamaño 2, hay 
10Y _10-9_ 
(0) 2205 


muestras posibles. Si los elementos de la población están mumerados de 1 a 10, las 
45 muestras posibles se pueden representar por: 


(12 (23) (3,5) (4,8) (6,8) 
(1,3) (2,4) (3,6) (4,9) (6,9) 
(1,4) (2,5) (3,7) (4,10) (6,10) 
(1,5) (2,6) (3,8) (5,6) (7,8) 
(1,6) (27) (3,9 (5,7) (7.9) 
(1,7) (2,8) (3,10) (5,8) (7.10) 
(1,8) (2,9) (4,5) (5,9) (5,9) 
(1,9) (2,10) (4,6) (5,10) (8,10) 
(1,10) (3,4) (4,7) (6,7) (9,10) 


Donde, por ejemplo, el par (1,5) significa que la muestra está formada por el ele- 
mento 1 y el 5. Obsérvese que, aunque se han escrito los pares de manera ordenada 
para facilitar la comprensión de la tabla, la muestra formada por 1 y 5 es igual que 
la formada por 5 y 1. 


Si la población es grande, el procedimiento de las tarjetas es impracti- 
cable. Entonces, para elegir los elementos de la muestra, se emplean unas 
tablas denominadas de números aleatorios que permiten, tras numerar a los 
elementos de la población, simular el sorteo de los que pasarán a engrosar la 
muestra. 

Naturalmente los datos recogidos dependerán de la muestra seleccionada. 
La ventaja de las muestras aleatorias simples es que hacen muy improbable 
que ocurra alguna desviación sistemática de los datos recogidos respecto 
de los valores de la población. En Estadística se denomina sesgos a esas 


11.3. Variables estadísticas 725 


desviaciones sistemáticas. La única forma de evitar los sesgos es ecomendar 
al azar la selección de la muestra. 

Para entender de manera intuitiva el concepto de sesgo puede pensarse 
en dos dianas sobre las que se realizan una serie de disparos de escopeta. 
Imaginemos que la escopeta que apunta a la primera diana tiene el punto de 
mira desviado hacia arriba y hacia la izquierda, mientras que la que apunta a 
la segunda diana tiene el punto de mira correcto. Después de realizar varios 
disparos, las dianas pueden mostrar un aspecto semejante al de la figura 11.1. 
Los disparos de la escopeta con la mira defectuosa se agrupan alrededor de 


figura 11.1 disparos sesgados e insesgados 


un punto que no es el centro de la diana, mientras que los disparos de la 
escopeta con la mira correcta se agrupan en torno al centro de la diana. La 
desviación sistemática no impide que algún disparo de la escopeta defectuosa 
dé en el blanco. 


11.3 Variables estadísticas 


11.3.1 Variables y observaciones 


Los datos estadísticos proceden de observar o medir uno o más atributos o 
magnitudes en cierto número de individuos de una población. Esos atributos 
o magnitudes se denominan, como ya se ha dicho, variables estadísticas o, 
simplemente, variables. Así, el número de años de vida o la raza de cada 
persona y el porcentaje de grasa de un litro de leche son variables estadísticas. 
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Las variables estadísticas presentan modalidades o valores. Las modalida- 
des o valores son las diferentes manifestaciones de una variable. Por ejemplo, 
el sexo es una variable que tiene dos modalidades: masculino o femenino. 
El número de hijos de un matrimonio es una variable que puede presentar 
las modalidades 0, 1, 2, ..., etc., hasta el valor máximo que presente en la 
población. 

Las modalidades o valores de una variable deben ser incompatibles y 
exhaustivos; es decir, todo individuo puede presentar una y solamente una 
modalidad. 

El conjunto de modalidades o valores de cada variable medidos en un 
individuo constituye una observación. 


Ejemplo 11.9 Si se elige una muestra de 100 personas mayores de edad y se 
anota su edad, su sezo y si votaron en las últimas elecciones generales, se tendrá un 
conjunto de datos con tres variables: “edad”, “sexo” y “voto”. Si se cuenta en años, 
la variable “edad” tendrá las modalidades o valores: 18, 19, ..., la variable “sexo” 
tendrá dos modalidades: M y F, y la variable “voto” tendrá dos modalidades: S y 
N. 


Así, la respuesta de una persona cualquiera se puede codificar: 
(45, M, S) 


que corresponde a un varón (M) de 45 años de edad que sí (S) votó. 


Este conjunto de tres valores medidos en un mismo individuo constituye una 
observación. Los datos de esta encuesta se resumirían en 100 observaciones de tres 
variables. 


11.3.2 Clases de variables estadísticas 


Las variables estadísticas se suelen clasificar en: 


1. Variables cualitativas. Son cualidades de los individuos. Las variables 
cualitativas toman valores que no pueden ser ordenados ni operados conforme 
a las reglas aritméticas. Por ejemplo, el sexo es una variable cualitativa que 
admite dos valores. La opinión (favorable o desfavorable) acerca de la ley 
del aborto, el voto en unas elecciones, el estado civil y el color del pelo, son 
otros ejemplos de variables cualitativas. 

Las variables cualitativas también se suelen denominar categóricas, ya 
que clasifican a los individuos en categorías según cual sea el valor que pre- 
sentan, o nominales. 
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2. Variables ordinales. Son aquéllas cuyos valores pueden ser ordenados 
de menor a mayor. Estas variables aparecen con frecuencia en las Ciencias 
sociales. Por ejemplo, una encuesta que pregunte: 


Muy satisfecho [ —] 
[Estero —|—] 
[Poco sata |] 


Nada satisfecho 


¿Está usted satisfecho con la po- 
lítica laboral del gobierno? Mar- 
que la opción elegida. 


pretende medir la satisfacción de los ciudadanos mediante una variable or- 
dinal. Los valores que toma esa satisfacción pueden ser ordenados de mayor 
a menor, pero no se puede juzgar sobre la diferencia entre las clases. En el 
ejemplo de la encuesta anterior, no puede decirse que los ciudadanos “poco 
satisfechos” se diferencien de los “nada satisfechos” en la misma medida en 
que los “satisfechos” se diferencian de los “poco satisfechos”. 


3. Variables cuantitativas. Miden alguna cualidad “cuantificable” de los 
individuos. Esa cualidad puede ser numerable, como el número de hijos 
de una familia, el número de pasajeros de un autobús, o medible, como el 
consumo de gasolina de un automóvil cada 100 kilómetros o el peso de una 
persona. 

Las variables cuantitativas se suelen clasificar en discretas y continuas. 


Las variables discretas son aquéllas que son numerables; es decir, pueden 
tomar una serie de valores determinados, pero no los valores intermedios. 
Por ejemplo, el número de hijos de cada familia es una variable discreta que 
puede tomar los valores 0, 1, .pero no los valores intermedios 1.5, 0.6. 


» 


Las variables continuas son aquéllas que son medibles; es decir, pueden 
tomar cualquier valor intermedio en su rango de variación. Por ejemplo, 
la variable peso de una persona puede considerarse continua. Una persona 
puede pesar 65 ó 66 kilos, pero no hay inconveniente en suponer que pesa 
cualquier número de kilos comprendido entre 65 y 66; por ejemplo, 65.715 
kilos. 

En realidad, las variables continuas son una idealización; cualquiera que 
sea el procedimiento de medida que se emplee, tendrá un límite de precisión. 
Ese límite marca la imposibilidad de dar una medida continua y supone 
que, en la práctica, todas las medidas son discretas. Sin embargo, para los 
razonamientos 'eóricos, conviene considerar ciertas medidas como continuas. 
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Ejercicios 


11.1 Un psicólogo escolar quiere estudiar la puntuación obtenida por un grupo de 
100 estudiantes de bachillerato en un test de inteligencia, en función de diversas 
informaciones que posee sobre ellos. 


Los datos acerca de los estudiantes están almacenados en una base de datos, 
cuya estructura se muestra en la tabla a continuación: 


[Nombre | Apellido | Edad | Sezo | CI. | Curso | Nota Matemáticas | Nota Lengua ] 


Carlos Sanz 16 103 2 75 5.6 
Rosa | Morena | 17 F [110 3 8.5 9 


César Calvo 15 M 98 1 3.5 4 


¿Cuántas observaciones tiene la base de datos?, ¿cuántas variables y de qué tipo 
son cada una? 


11.4 Frecuencias 


11.4.1 Frecuencias absolutas y relativas 


Los datos de un problema estadístico, en bruto, tal como se presentan tras 
realizar un censo o una muestra, tienen una apariencia desordenada y des- 
corazonadora. Por ejemplo, si se ha contado el número de hijos de 150 ma- 
trimonios que llevan casados más de diez años, los datos anotados estarán 
tabulados como aparece en la tabla 11.1, donde aparecen las 150 observa- 
ciones realizadas (cada observación consiste en contar el número de hijos de 
una familia). La primera impresión es de caos: no resulta inmediato extraer 
ninguna idea acerca de la composición familiar, directamente, a partir de los 
datos así tabulados. 

Uno de los fines de la Estadística es proporcionar métodos que sirvan 
para resumir y, a veces, reducir los datos, de suerte que su interpretación 
sea más fácil. 

La primera transformación de los datos suele ser el cálculo de las frecuen- 
cias absolutas de los distintos valores. La frecuencia absoluta de un valor de 
la variable, el número de hijos en este caso, no es nada más que el número 
de veces que se presenta esa modalidad. 

Con símbolos, si se designa por N a la variable “número de hijos” y 
se representa la frecuencia absoluta de N = 2 por F», se tendrá que F2 es 
igual al número de observaciones que presentan esta modalidad o valor de 
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0.0 1120302453202 01 
20632111005112-_-3 
11004358 21:02..122:2 24 1 
23451345214121m_2 
1110020202130 4u1 
1101023314416 010 
300011129333 1230 
6512003621114 0102 
45121 2242333431 
5523131 500004205 


tabla 11.1 número de hijos de 150 familias 


la variable. Basta contar el número de veces que aparece el valor 2 en los 
datos, para tener F¿ = 32. 

En el ejemplo de las 150 familias, para calcular las frecuencias absolutas, 
se identifican los valores distintos que puede tomar la variable. Son 7 valores: 
0, 1,2, 3, 4, 5 y 6. Estos valores señalan el rango de variación de la variable. 

Con palabras sencillas se dirá: la variable N “número de hijos” varía 
entre 0 y 6 en los datos obtenidos. 


Valor | Frecuencia 
absoluta 


DOADN o 
MN 


tabla 11.2 tabla de frecuencias absolutas 


Luego, se calcula la frecuencia absoluta de cada valor; es decir, se cuenta 
cuántas familias presentan cada uno de los valores. 

Tras el recuento, los resultados se pueden representar en una tabla con 
dos columnas: el valor de la variable y la frecuencia absoluta de cada valor. 
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La tabla 11.2 es la tabla de frecuencias absolutas de los datos anteriores. 
Naturalmente, la suma de las frecuencias absolutas debe ser igual al número 
de observaciones. La tabla de frecuencias supone cierta pérdida de informa- 
ción: todas las observaciones que presentan el mismo valor se agrupan; se 
hacen equivalentes; de esta manera se pierde la individualidad de los datos. 

A partir de los datos originales, si se tabulan con orden, se puede sa- 
ber el número de hijos de una familia determinada, a partir de la tabla de 
frecuencias esto es imposible. Pero esa pérdida de información tiene poca 
o ninguna importancia: la Estadística trata de analizar propiedades de la 
población, no de los individuos. 

Para el análisis estadístico basta con conocer la tabla de frecuencias, que 
resume la distribución del número de hijos. Este concepto de distribución 
es crucial en Estadística, y, referido a una variable, significa la información 
conjunta de los valores que presenta la variable y las frecuencias con que 
aparecen cada uno de los valores, 

Sin embargo, las frecuencias absolutas no permiten la comparación entre 
poblaciones distintas. Supongamos que los datos de la tabla 11.2 correspon- 
den a una muestra de 150 matrimonios españoles, y que se quieren comparar 
con los datos de otra encuesta realizada en Portugal sobre 100 familias. En 
la tabla 11.3 se presentan las tablas de frecuencias correspondientes a las 
dos encuestas. Si se observa con detalle la tabla 11.3 se comprenderá que 


España Portugal 
Frecuencia | Frecuencia 
absoluta absoluta 


tabla 11.3 comparación de dos tablas de frecuencias absolutas 


no resulta inmediato comparar los valores de ambas tablas. Por ejemplo, 
para contestar a la pregunta ¿en cuál de los países son más numerosas las 
familias con pocos hijos?, no pueden compararse directamente los datos: en 
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la muestra española hay 32 familias con 2 hijos, mientras que en la mues- 
tra portuguesa hay 26, pero estos datos no son comparables puesto que la 
muestra española se realizó sobre más familias que la portuguesa. 

Por ello, para poder realizar comparaciones entre poblaciones es conve- 
niente disponer de valores relativos al tamaño de la muestra o de la población. 
Si se dividen las frecuencias absolutas por el tamaño de la muestra o de la 
población, se obtienen las frecuencias relativas de cada valor. 

Con símbolos, si se representa por f; la frecuencia relativa del valor ¿ de 
la variable N, será: 


n” de observaciones que presentan el valor ¿ 


fi 


n* de observaciones 
Por ejemplo, la frecuencia relativa de N = 1 en la muestra española es: 


42 
Si= 55 = 0.280 


Naturalmente, la suma de las frecuencias relativas de una variable, calculadas 
a partir de los datos de una muestra o una población, debe ser igual a 1. 


En la tabla 11.4 aparecen calculadas las frecuencias relativas de los datos 
de la tabla 11.3. A partir de las frecuencias relativas la comparación es 


España Portugal 
Valor | f absoluta | f. relativa | f. absoluta | f. relativa 
0 26 0.173 6 0.06 
1 42 0.280 21 0.21 
2 32 0.213 26 0.26 
3 21 0.140 23 0.23 
4 14 0.093 13 0.13 
5 11 0.073 8 0.08 
6 4 0.027 3 | 003 
Total 150 | 1.000 | 100 US | 
tabla 11.4 comparación de dos tablas de frecuencias relativas 
posible y simple. Por ejemplo, de los datos de la tabla 11.4 se aprecia que 


las familias portuguesas son, con mayor frecuencia, más numerosas que las 
españolas. 
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11.4.2 Frecuencias acumuladas 


Si la variable en consideración es ordinal o cuantitativa, tiene sentido calcular 
el porcentaje o la frecuencia de observaciones que toman un valor menor o 
igual que uno dado. A estas frecuencias se las denomina acumuladas. 


Se distinguen dos tipos de frecuencias acumuladas: relativas y las 


absolutas, según cual sea la magnitud que se acumula. 

Con símbolos, se representará a la frecuencia relativa acumulada hasta 
el valor ¿de la variable por fae(N < 1). 

Por ejemplo, en el caso de las 150 familias españolas del apartado an- 
terior, los valores de las frecuencias absolutas y relativas aparecían en la 
tabla 11.4. 

Según esa tabla, el número de familias que tienen 1 o menos hijos es igual 
a 26+42= 68. Luego la frecuencia relativa acumulada de las familias que 
tienen un número de hijos menor o igual que 1 será: 


frecuencia acumulada en 1 = fi (N<1l) 
68 

150 

0.453 


Esto es, el 45.3% de las familias de la muestra presentan un número de hijos 
menor o igual que 1. 


De manera semejante se pueden calcular las frecuencias acumuladas de 
los restantes valores que toma la variable, incluyendo el valor 0, cuya fre- 
cuencia acumulada coincidirá con la relativa; puesto que la condición N <0 
es equivalente a N =0. En la tabla 11.5 aparecen los valores de las frecuen- 
cias acumuladas, para los distintos valores de N. Debe notarse que, cuando 
la variable es cualitativa, no tiene sentido hablar de frecuencias acumuladas, 
ya que no hay un orden definido en las modalidades que presenta la variable, 


Ejercicios 


11.2 (Datos ficticios) La tabla que sigue muestra una serie de valores de la variable 
“número de muertos en accidentes de circulación durante el viernes, en Madrid 
capital”. 
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Valor | frecuencia | frecuencia | f. relativa 
absoluta relativa | acumulada 
0 26 0.173 0.173 
1 42 0.280 0.453 
2 32 0.213 0.667 
3 21 0.140 0.807 
4 14 0.093 0.900 
5 11 0.073 0.973 
6 4 0.027 1.000 
Total 150 | 100 j 


tabla 11.5 tabla de frecuencias acumuladas 


000 112030245322 1 
20632111005112_3 
(043212112224 1 
23451345214121_2 
11100202021304mu1 
1101023314416 010 


¿De qué tipo es la variable? ¿Cuál es su rango de variación? Hallar la tabla de 
frecuencias absolutas y relativas. 


11.5 Representación gráfica de las frecuencias 


En ocasiones, resulta preferible dar una representación gráfica de la tabla 
de frecuencias. Las gráficas expresan con sencillez algunas propiedades que, 
sólo las personas acostumbradas a manejar números, son capaces de apreciar 
a partir de la tabla. 

Hay una variedad innumerable de representaciones gráficas en Estadís- 
tica, que se puede resumir en unas pocas clases. Dos de las más importantes 
son los diagramas de sectores y los de barras. 


11.5.1 Diagramas de sectores 


Consisten en círculos que representan al total de la población (frecuencia 
relativa 1 o 100%). Los círculos están divididos en sectores que representan 
a las frecuencias de cada modalidad o valor. 
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Se emplean para comparar las frecuencias relativas de las distintas mo- 
dalidades o valores de la variable. 

Cada frecuencia se representa por un sector del círculo. El convenio de 
la representación consiste en que el área del sector debe ser proporcional a 
la frecuencia relativa. 

Algunos ejemplos de aplicación de los diagramas de sectores se muestran 
a continuación. 


Intención de voto | porcentaje 
Partido A 35% 
Partido B 20% 
Partido C 12% 
Indeciso 7% 
No votará 26% 
tabla 11.6 
Partido A 
35 


Partido C > 
12 Abstención 
26 


Indocisos 
7 


figura 11.2 diagrama de sectores de la “intención de voto” 


Si la variable es cualitativa, para comparar la importancia de cada moda- 
lidad, se emplea un único círculo. El gráfico permite apreciar, rápidamente, 
la importancia relativa de cada modalidad en términos de su frecuencia. 

Por ejemplo, supongamos que los resultados de una encuesta sobre inten- 
ción de voto son los que aparecen en la tabla 11.6. En la tabla se aprecia que 
hay cinco modalidades de una variable cualitativa, que puede denominarse 
“intención de voto”. 
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Los porcentajes que aparecen en la segunda columna, equivalen a las 
frecuencias relativas: basta dividirlos por 100 para tener las frecuencias re- 
lativas. 

En la figura 11.2 se representa el diagrama correspondiente a los datos 
de la tabla. Hoy día los computadores ahorran tanto el esfuerzo de cal- 
cular qué sector debe corresponder a cada modalidad como el de hacer la 
representación gráfica. 

Sólo resta al humano, la correcta interpretación del gráfico. Pero para 
que el análisis sea acertado, es preciso conocer cuál es el sentido de la repre- 
sentación. Por ese motivo, se seguirá, paso a paso, el cálculo del diagrama a 
partir de los datos de la tabla. 

Como ya se ha señalado, el fundamento de la representación consiste en 
atribuir a cada modalidad un sector de área proporcional a su frecuencia. 

Puesto que el área de un sector circular de radio 7 y ángulo a, medido en 
grados sexagesimales, es igual a 7720/360, resulta que el área es proporcional 
al ángulo !. 

Así pues, para que el área del sector sea proporcional a la frecuencia, 
basta que el ángulo sea proporcional a la frecuencia. 

Entonces, si 360 corresponden a la frecuencia relativa total 1 (6 100%), 
el ángulo del sector que representa a la modalidad “Partido A”, que tiene 
frecuencia relativa 0.35 (ó 35%) será: 


360? x 0.35 = 126? 


De manera semejante, el ángulo del sector correspondiente a la modalidad 
“Partido B” será: 
360 x 0.20 = 72% 


De igual manera se calcularían los restantes ángulos. 

En la tabla 11.7 aparecen calculados los ángulos de los sectores que repre- 
sentan a cada modalidad. Naturalmente, la suma de las frecuencias relativas, 
expresadas en porcentajes es el 100% y la suma de los ángulos de todos los 
sectores es 360%. 

Una vez calculados los ángulos, basta tener un transportador de ángulos, 
para marcar cada sector en el círculo trazado con el compás. 

De nuevo, obsérvese el diagrama de la figura 11.2. No es preciso leer los 
porcentajes anotados en cada sector para apreciar relaciones; por ejemplo, 


“El razonamiento para alcanzar esta conclusión es simple: si todo el círculo (360?) tiene 
área r?, un sector de ángulo a tendrá área 1r*0/360 
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Intención de volo | porcentaje ángulo 
Partido A 35% 126% 
Partido B 20% 722 
Partido C 12% 43.22 
Indeciso 7% 25.29 
No votará 26% 93.6% 
[ Total 100% 360% 
tabla 11.7 


que el partido A y el B tienen a su favor, entre los dos, la mayoría de las 
intenciones de voto. 


Otra aplicación: cuando se quiere comparar la evolución de la importan- 


cia de las modalidades de una variable cualitativa, se utilizan varios diagra- 
mas de sectores. 


Por ejemplo, la figura 11.3 muestra la evolución de los distintos medios 


Nuciear 
1540 10% 
Caroón Hlaráulica 
4404 20%, 3404 24R 
Hlaraulica 

2204 14%, 


1-0 
2013 208. 


4216 20% 


E 
7012 00% 


1983 1984 


figura 11.3 comparación de dos diagramas de sectores 


de producción eléctrica de la compañía Iberdrola II, en dos años consecu- 
tivos 1983 y 1984. En cada uno de los sectores se han señalado tanto las 
producciones absolutas como las relativas, que son proporcionales al ángulo 
de los sectores. 

Los datos que han servido para elaborar el gráfico se recogen en la ta- 
bla 11.8. Aunque los datos de la tabla no parecen tener nada que ver con 
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Año 
[ Medio de generación | 1983 1984 
Hidráulica 2204 3464 
Nuclear 1540 4141 
Carbón 4464 4216 
Fuel-oil 7612 2913 
[ Total 15820 14734 


Datos de Iberdrola 11, en millones de Kwh. 


tabla 11.8 


frecuencias, pueden interpretarse como tales. 

Se puede imaginar que se ha contado, para cada kilowatio producido, 
cuál es el medio que sirvió para generarlo. Entonces, la variable estadística 
“medio de generación” es cualitativa y tiene 4 modalidades. La población 
está formada por el conjunto de kilowatios producidos, y los datos de la 
tabla expresan frecuencias absolutas: número de veces que se ha producido 
un kilowatio de cada modalidad. 

La comparación de los dos diagramas de sectores de la figura 11.3 per- 
mite hacerse, rápidamente, una idea de la evolución de la estructura de la 
producción. Así, se observa que en 1983 casi la mitad de la producción se 
obtuvo a partir del fuel-oil, mientras que en 1984 la producción total fue 
más compensada entre las distintas fuentes. El porcentaje de energía proce- 
dente del fuel-oil disminuyó, aproximadamente, a la mitad, la importancia 
relativa del carbón se mantuvo casi igual y la producción de electricidad de 
las centrales nucleares se dobló. 

Sin embargo, el diagrama de sectores no aporta ninguna información 
gráfica acerca de las cantidades absolutas producidas. El hecho de que, en 
1984, el sector correspondiente a un medio de generación sea mayor que 
el correspondiente a 1983, no indica que la producción de 1984 haya sido 
mayor. 

Por ejemplo, en 1984, la cantidad de kilowatios hora producidos a partir 
del carbón fue inferior a la misma modalidad en 1983: 4216 frente a 4464; 
pero, el sectór que corresponde al carbón en 1984 es ligeramente mayor que 
el correspondiente en 1983. Esto es así, porque el porcentaje de producción 
a partir del carbón, respecto de la producción total, fue mayor en 1984 (un 
29%) que en 1983 (un 28%). 

Como ejercicio, se calcula el ángulo correspondiente al sector que repre- 
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senta al carbón en cada año. 

En 1983, la producción total fue de 15820 millones de kilowatios hora, y 
la producción a partir del carbón fue de 4464 millones de kilowatios hora, 
luego el ángulo del sector que corresponde al carbón en 1983 es igual a: 


4464 


o a o 
360% x 15820 — 101.58 
mientras que, en 1984, el ángulo será: 
4216 
o = 103.01* 
360? x 14734 103.0 


Los diagramas de sectores son útiles cuando las variables cualitativas pre- 
sentan un número pequeño de modalidades y cuando éstas no tienen una 
frecuencia excesivamente pequeña. Si hay muchas modalidades o hay va- 
rias que tienen una frecuencia muy pequeña, la comparación visual de los 
tamaños de los sectores es difícil. 

Si se quieren representar las frecuencias absolutas o el número de mo- 
dalidades es grande, es preferible emplear los diagramas de barras que se 
estudian a continuación. 


11.5.2 Diagramas de barras 


Consisten en una representación de la frecuencia de cada modalidad me- 
diante un rectángulo o barra. 

Todos los rectángulos tienen la misma base y su altura es igual a la 
frecuencia que se quiere representar, medida en una escala predeterminada. 
Con este criterio, se mantiene el convenio de los diagramas de sectores: el 
área de la barra es proporcional a la frecuencia. 

Los diagramas de barras se emplean para representar tanto las frecuencias 
relativas como las absolutas. Así, para representar frecuencias relativas de 
una variable cualitativa pueden emplearse los diagramas de barras o los de 
sectores, mientras que, para representar frecuencias absolutas, se emplearán 
los diagramas de barras. 

La figura 11.4 muestra el diagrama de barras correspondiente a los da- 
tos de la tabla 11.6 sobre intención de voto, que son datos de frecuencias 
relativas. 

Obsérvese que para dibujar el diagrama de barras, basta con graduar el 
eje de ordenadas, conforme a una escala conveniente. En el eje de abscisas 
se levantan los rectángulos que describen la frecuencia de cada modalidad. 
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3 
40; 


Partido A — Partido B  PartidoC  Indecisos Abstenciones 


figura 11.4 diagrama de barras de la “intención de voto” 


El diagrama de la figura 11.4 no permite apreciar con claridad la impor- 
tancia relativa de las modalidades. Por ejemplo, en este diagrama no resulta 
evidente que el partido A y el B suman la mayoría de las intenciones de 
voto, como ocurría en el diagrama de sectores de la figura 11.2. 

Otra aplicación; los diagramas de barras pueden usarse para comparar 
frecuencias de las modalidades de una variable cualitativa en dos conjuntos 
de datos distintos. 


millones de Kw. 


6000 


4000 
- 1] 
o 


Hidráulica Nuclear Carbón Fuel-oll 


Cia EE ross 


figura 11.5 Iberdrola II: producción eléctrica de los años 1983 y 1984 


La figura 11.5 muestra la comparación de la producción de electricidad 
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de Iberdrola II, en los años 1983 y 1984. Los datos provienen de la tabla 11.8. 

Otra posible representación consistiría en hacer dos diagramas, uno para 
cada año. Es preferible una representación conjunta, como se muestra en 
la figura 11.5, donde el año se distingue por la trama de cada barra, ya 
que facilita la comparación. El diagrama de barras permite comparar di- 
rectamente las magnitudes absolutas de cada modalidad de la producción, 
pero no ofrece una idea clara de la importancia relativa de cada modalidad. 
Cuando las variables son cualitativas, el orden en que se coloquen las barras 
no tiene trascendencia ninguna: no hay ordenación entre las modalidades de 
la variable. 


millones do Kwhn 


8000 


4000 


Nucloar Hidráulica 


Cia ross 


figura 11.6 Iberdrola II: producción eléctrica de los años 1983 y 1984 


Otras veces, se añaden a los diagramas de barras ciertos “efectos” a fin de 
hacerlos más agradables a la vista. Uno de los efectos más frecuentes consiste 
en dar una apariencia tridimensional a los rectángulos. En la figura 11.7 se 
muestra el mismo diagrama de la figura 11.5 con un efecto tridimensional. 

Los efectos tridimensionales no añaden nada al diagrama, en el sentido 
de hacerlo más interpretable, su único mérito es ganar la atención del lector. 
Incluso, en ocasiones, suponen cierta pérdida de precisión. Por ejemplo, en el 
diagrama bidimensional de la figura 11.6, está muy claro que la producción 
hidroeléctrica en 1983 fue ligeramente superior a 2000 millones de Kwh, 
mientras que en el diagrama “tridimensional” de la figura 11.7 no es muy 
clara esta apreciación. En la figura 11.8, se muestra otro diagrama de barras 
tridimensional, que muestra la evolución de las distintas fuentes de energía 
durante tres años. 
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millones de Kw 
8000 


6000 


4000 


2000 


Nuclear Hidráulica Fuel-oil Carbón 


Cie3 E ioss 


figura 11.7 producción eléctrica de los años 1983 y 1984 


Si las variables son ordinales, es conveniente emplear los diagramas de 
barras, ordenando los rectángulos de menor a mayor (o de mayor a menor), 
conforme al orden intrínseco de las modalidades de la variable. 

Al actuar de este modo se consiguen representaciones que permiten, al 
mismo tiempo, apreciar las diferentes frecuencias y las posibles relaciones de 
éstas con la variable. Sin embargo, no debe olvidarse que no tiene sentido 
extraer conclusiones sobre diferencias entre modalidades. 

Por ejemplo, supongamos que la tabla 11.9 recoge los resultados de una 
encuesta sobre 1000 personas mayores de edad, acerca de cierta medida de 
gobierno. A cada persona se le pedía que eligiera, entre cinco grados de 
acuerdo, el que más se acomodase a su opinión. 

De esta manera, todas las posibles respuestas a la pregunta se clasifican 
en cinco modalidades que admiten un orden, por un criterio que puede deno- 
minarse de “concordancia” con la medida. Supongamos que los resultados 
de la encuesta son los que aparecen en la tabla 11.9. 

Si se representan los datos mediante un diagrama de barras, lo correcto 
es respetar el orden existente entre las modalidades de la variable. 

La figura 11.9 muestra una posible representación, en forma de diagrama 
de barras horizontales que es absolutamente similar al de barras verticales. 
La ventaja que tiene el diagrama horizontal, en este caso, es simplemente 
gráfica, ya que permite representar completamente los rótulos de las barras. 

La interpretación del diagrama es simple: el eje de abscisas se ha gra- 
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millones de Kw 


Hidráulica — Nuclear Carbón Fuel-oil 


EX 1964 wee B1oe2 


figura 11.8 producción eléctrica de los años 1982, 1983 y 1984 


[ Respuesta N* respuestas 
Muy de acuerdo 43 
De acuerdo 356 
Indiferente 157 
Contrario 416 
Totalmente en contra 26 


tabla 11.9 una variable ordinal 


duado para medir las frecuencias, el eje de ordenadas, aunque no tiene una 
graduación numérica, señala el orden de la variable “concordancia con la 
medida”; el sentido creciente de las ordenadas indica un grado de acuerdo 
mayor. De la representación se desprende, fácilmente, que las opiniones de 
la población están polarizadas entre el acuerdo y el desacuerdo moderados. 

Por último, cuando las variables son cuantitativas, además de marcar 
la escala que corresponde a las frecuencias, debe marcarse otra escala para 
representar los valores de la variable. 

Al igual que con las variables ordinales, se suelen emplear los diagramas 
de barras. También se emplean otros diagramas denominados polígonos de 
frecuencias, que se mostrarán a continuación. En la figura 11.10 aparecen 
representadas las frecuencias absolutas de la variable “número de hijos”, 
mediante un diagrama de barras. Si se unen mediante segmentos de recta los 


11.5. Representación gráfica de las frecuencias 743 


muy do ncuordo 


de acuerdo 


contrario 


totalmento en contra 


ñ 
o 100 200 300 400 500 
número de respuestas 


figura 11.9 variable ordinal: concordancia con una medida de gobierno 


puntos medios del lado superior de cada rectángulo, se tendrá el denominado 
polígono de frecuencias, cuyo diagrama aparece en la figura 11.11. 


Ejercicios 
11.3 Representar, mediante un diagrama de sectores, los datos de la tabla 11.5. 
11.4 (Los datos de este problema son ficticios) Supongamos que las cuotas anuales 


de producción de petróleo de los países miembros de la OPEP son las que aparecen 
en la tabla siguiente: 


Argelia 600 | Ecuador 220 | Gabón 160 
Indonesia 550 | Irak 1200 | Kuwait 1500 
Irán 1200 | Libia 800 | Nigeria 800 
Emiratos 950 | Arabia 2500 | Venezuela 700 
En millones de barriles. 


Dar una representación gráfica adecuada a los datos anteriores. 


11.5 Una encuesta preelectoral trata de anticipar los resultados de las próximas 
elecciones legislativas. Sus resultados aparecen en la tabla: 
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número de familias 


2 3 4 
número de hijos 


figura 11.10 frecuencia de familias por número de hijos 


Partido A 
Partido B 


Partido C' 
Abstenciones | 20% 


donde la segunda columna muestra porcentajes respecto del censo electoral. 


A partir de los resultados efectivos de la votación, se repartirán los 360 escaños 
de la tabla, proporcionalmente al número de votos obtenidos. Representar en un 
diagrama el reparto de escaños entre los tres partidos, si los resultados de la votación 
son los mismos que indica la encuesta. 


11.6 (Datos ficticios) La tabla que sigue muestra una serie de valores de la variable 
“número anual de accidentes de circulación con muertos, durante el viernes, en 
Madrid capital”; clasificados por años y número de fallecidos en el accidente. 


Año | 1 muerto | 2 muertos | 3 muertos | 4 ó más muertos ] 
1980 85 21 10 8 
1981 2 12 10 
1982 15 17 14 
1983 18 16 17 
1984 13 20 18 


Representar gráficamente los datos, con la intención de analizar cómo ha evo- 
lucionado el número total de accidentes y su composición. 
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número de familias 


2 3 4 
número de hijos 


figura 11.11 diagrama de frecuencias y polígono de frecuencias 


11.7 En el caso Johnson contra Alerander's (1987), una mujer de raza negra 
demandó a unos grandes almacenes por discriminación en la selección del personal. 
Los almacenes elegían a sus empleados tras realizar un test y una entrevista. Como 
prueba se presentaron los datos de aceptados y rechazados, que aparecen en la tabla 
siguiente: 


Aceptados Rechazados Total 


Negros 448 322 770 
Blancos 240 101 341 
Total 688 423 1111 


Representar gráficamente los datos, con la intención de apoyar o rechazar la 
demanda. 


11.6 Variables continuas agrupadas 


El lector habrá notado, a buen seguro, que en el apartado anterior, dedicado 
a la representación gráfica de las frecuencias, no había ningún ejemplo de 
variables continuas. 

Esto es así, porque el análisis gráfico y, a menudo, el numérico de las 
variables continuas exige una transformación adicional: el agrupamiento de 
los datos que se estudia en esta sección. 

Los datos que proceden de variables continuas, por la misma naturaleza 
de la variable, suelen aparecer repetidos pocas veces. La tabla 11.10 muestra 
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4.18 4.50 3.76 333 2.61 3.25 535 2.11 4.47 6.56 2.80 2.44 
5.71 4.96 4.64 4.34 7.06 4.77 3.43 2.90 3.42 3.93 3.67 3.52 
3.24 4.99 5.27 4.12 541 5.22 5.06 4.40 4.61 5.75 4.76 3.28 
3.51 441 532 5.24 380 5.09 3.71 5.37 6.04 4.81 4.18 3.37 
2.77 4.24 4.49 4.32 4,77 4.06 3.38 1.70 3.30 5.92 2.87 5.61 
3.86 3.39 446 483 4.34 3.21 268 4.87 5.70 3.94 3.85 3.16 
3.96 4.88 4.52 3.14 3.03 3.29 289 4.24 3.66 3.36 3.91 3.72 
4.07 5.51 3.04 3,82 3.02 4.77 3.93 3.76 4.02 5.05 3.18 2.98 
3.05 342 5.31 4.69 386 3.80 4.15 4.29 3.87 4.21 5.15 1.74 
1.78 6.66 4.23 4.92 4.01 4.27 2.9% 2.94 3,54 1.90 3.37 3.27 
2.23 4.49 1.93 3.24 4.78 344 49% 340 545 4.47 4.81 3.50 
422 441 328 396 3.64 3.97 4.76 4.11 4.51 6.97 3.19 4.35 
4.05 3.47 3.02 3.76 3.38 4.29 3.68 2.80 3.21 3.70 4.30 4.65 
3.42 4.69 4.20 4.31 3.75 3.74 3.57 2.35 5.50 3.79 448 3.58 
2.36 4.42 2.65 4.66 5.38 3.09 3.27 3.45 4.54 4.68 4.46 4.18 
4.35 3.95 3.02 3.78 3.50 4.51 2.16 4.97 3.41 4.26 4.08 4.13 
2.67 4.70 3.06 4.12 548 4.55 4.56 397 5.34 3.23 5.52 5.83 
1.88 3.09 6.72 5.28 4.43 3.91 2.51 396 4.47 3.53 3.84 2.99 
2.55 5.35 4.41 3.67 2.40 5.65 389 4.33 4.06 4.20 2.81 3.80 
6.00 3.03 4.42 3.55 5.51 344 392 2.01 4.38 3.24 4.76 3.01 
4.01 4.71 4.22 495 3.03 468 1.51 2.87 5.29 3.84 


tabla 11.10 pesos de 250 semillas 


un ejemplo. Son datos que proceden de pesar 250 semillas. De nuevo, la 
apariencia de los datos es descorazonadora: no parece posible extraer alguna 
información de los datos “en bruto”. 

A pesar de su complejidad, un rápido vistazo a la tabla, produce la 
impresión de que ninguno de los valores está repetido. En estas condiciones, 
no tiene mucho sentido representarlos mediante un diagrama de barras. 

En efecto, una representación de este tipo consistirá en un gran número 
de pequeños rectángulos de igual longitud, que no permite hacerse una idea 
clara de cómo están repartidas las frecuencias. 

Para evitar ese inconveniente, se agrupan los datos. Agrupar los datos 
consiste en elegir una serie de intervalos o clases y considerar equivalentes 
todas las observaciones que pertenecen a una misma clase. 

No hay ninguna regla predeterminada que permita saber qué clases deben 
tomarse, salvo que cualquier valor debe pertenecer a una y solamente una 
clase. 

Si se observan los datos de la tabla, se comprobará que todos están com- 
prendidos entre 1.5 y 7.5. Esto es, tienen un rango de variación, aproximado, 
de 1.5 27.5. A continuación, se divide el rango de variación en intervalos. 
Los distintos intervalos que se tomen no tienen por qué tener la misma lon- 
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gitud, pero el análisis y los cálculos son más simples si se toman de igual 
tamaño. 

Una posible subdivisión del intervalo 1.5-7.5 en intervalos iguales se tiene 
si se eligen como clases los intervalos que tienen de extremos los puntos 1.5, 
2.5, 3.5, 4.5, 5.5, 6.5 y 7.5. Es decir, la clase 1 está formada por los valores 
zx observados que cumplen 1.5 < x < 2,5, la clase 2 por los valores x que 
cumplen 2.5 < x < 3.5, así sucesivamente. 

De una manera más breve, en Matemáticas se utiliza la notación 


(1.5,2.5] 


para indicar el conjunto de los números comprendidos entre 1.5 y 2.5, inclu- 
yendo a 2.5 y sin incluir al 1.5. En la figura 11.12 se muestra la partición 
del rango en las clases (1.5,2.5], (2.5,3.5], (3.5,4.5], (4.5,5.5], (5.5, 6.5] y 
(6.5,7.5], de igual longitud. 

Las clases definidas de este modo, tienen la propiedad de que todos los 
valores observados pertenecen a una y solamente a una clase. Por ejemplo, 
la primera observación, 4.18, pertenece a la clase 4, mientras que la última, 
3.01 pertenece a la clase 3. 


figura 11.12 división del rango de variación en clases 


A continuación se halla la frecuencia de cada clase. La frecuencia de la 
clase 1 será el número de valores que pertenecen a ella, etc. El resultado de 
este recuento se muestra en la tabla 11.11. 

Al punto medio de cada clase se le denomina marca de clase. 

Para los cálculos a partir de los datos agrupados, la marca de clase sus- 
tituirá al valor observado. Esta sustitución es, necesariamente, una simplifi- 
cación. Es el precio que hay que pagar para lograr una interpretación de los 
datos. 

Una vez agrupados, las representaciones gráficas son posibles. En la 
figura 11.13 se muestra el diagrama de barras de las frecuencias de las clases. 
Como puede observarse, gracias al agrupamiento de los datos por intervalos, 
ahora resulta un gráfico interpretable en términos de frecuencias, en el que 
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clase [ marca de clase | f. absoluta ] 
(1.5,2.5] 
(2.5,3.5] 
(3.5, 4.5] 


(4.5,5.5] 
(5.5, 6.5] 
(6.5,7.5] 


tabla 11.11 frecuencia de los datos agrupados 


Hocuencia 
0 


figura 11.13 frecuencias de las clases 


se comprende que la mayor parte de las observaciones pertenecen a las tres 
clases centrales, y que la distribución de los valores es aproximadamente 
simétrica alrededor de 4. 

Si se compara la información que produce la agrupación de los datos con 
el caos de valores de la tabla 11.10, se concluirá que resulta ventajosa la 
simplificación realizada. 


Ejercicios 


11.8 Un psicólogo somete a un test de inteligencia a 50 estudiantes. Los coeficientes 
de inteligencia obtenidos por cada alumno aparecen en la siguiente tabla: 
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Representar gráficamente los datos. 


11.7 La media aritmética 


Con frecuencia, se hace preciso resumir la complejidad de los datos observa- 
dos en unas pocas características numéricas. Esta necesidad estadística se 
experimenta a diario. 

Por ejemplo, el índice de precios al consumo es una característica que 
resume la enorme complicación de las variaciones de precios de innumerables 
productos. Es un promedio que trata de reducir esa diversidad a una única 
magnitud. Esta pretensión, en cierto modo utópica, exige sacrificar parte de 
la información contenida en los datos, en aras de lograr una característica 
simple y manejable que, en algún sentido, represente a todo el conjunto de 
variaciones de precios. 

En esta sección se estudia uno de los promedios más utilizados en ese 
afán de reducir los datos, sus cualidades y sus defectos: la media aritmética 
o valor medio. 


Media aritmética. La media aritmética o valor medio de una serie 
de valores es igual a la suma de los valores dividido por el número 
de valores. 


Con símbolos, si una magnitud cuantificable presenta n valores 21, t2, 
.++, 2 en los miembros de una población, el valor medio de la magnitud en 


la población será: 
214224: :+2n 


n 
Como se puede deducir de lo anterior, a la media aritmética o valor medio 
se suele representar por el nombre de la magnitud (por ejemplo, 2) con una 
rayita encima: Z. 


T= 


Ejemplo 11.10 Una pequeña empresa tiene cinco trabajadores. Sus salarios 
niensuales son: 85000, 88000, 95000, 122000 y 140000 pesetas. El salario medio 
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de los cinco empleados será: 


85000 + 880000 + 95 000 + 122000 + 140000 
5 


Es decir, 106000 pesetas. 


Ahora bien, como se ha visto, a menudo los datos estadísticos vienen 
dados en forma de tablas de frecuencias. Por ejemplo, la tabla 11.12 es 
una repetición de la tabla 11.2 e indica las frecuencias del número de hijos, 
en una muestra de 150 familias, los datos están tabulados de modo que sólo 


$. absoluta 


[10 


tabla 11.12 tabla de frecuencias absolutas 


aparecen los valores distintos que toma la variable, 0, 1,..., 6, y la frecuencia 
absoluta de cada valor. A partir de esta tabla, también puede calcularse el 
número medio de hijos por familia. 

Conforme a la sencilla definición de media aritmética, ese número medio 


será igual a: 

PA n? total de hijos 
A a ús = A 
n? medio de hijos por familia = 5 de famili 


El número total de familias aparece en la tabla: es la suma de las frecuencias 
absolutas. Para contar el número total de hijos, bastará multiplicar cada 
valor por su frecuencia y sumar; en efecto, el producto 2 x 32 indica la 
aportación, en hijos, de las 32 familias que tienen 2. 


n? total de hijos = 
0x264+1x424+2x324+3x214+4x144+5x114+6x4 
304 
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Así, el número medio de hijos por familia será 304/150 = 2.02. 

Es evidente que este cálculo coincidirá con el cálculo de la media a partir 
de los valores de cada familia. Si se imagina que las 150 familias se han 
colocado en fila, en orden creciente según el número de hijos; primero se 
encontraría 26 familias sin hijos, y habría que sumar 26 ceros; luego, se 
encontraría 42 familias con un hijo, y habría que sumar 42 veces 1, etc. 


Valor | Frecuencia 
absoluta 
z1 Fi 
2 Fa 
23 Fs 
En En 
N 


tabla 11.13 tabla general de frecuencias absolutas 


En general, si los datos de que se dispone están resumidos en una tabla de 
frecuencias absolutas como la tabla 11.13, el cálculo de la media aritmética, 
T, será: 

AA+ Pr M4 2224 +++ En Fn 


T= = 


PAPA + Fa N 


donde N es el número de observaciones y n el número de modalidades. 


Ejemplo 11.11 Una persona compra 500 acciones de Sevillana de electricidad a 
un precio de 505 pesetas la acción. Meses más tarde, compra 1500 acciones a razón 
de 530 pesetas la acción. Algo después, compra 1000 acciones a 515 pesetas la 
acción. ¿Cuál es el precio medio de las acciones compradas? 


En este ejemplo, cada acción equivale a una observación. El número de accio- 
nes compradas a un precio equivale a la frecuencia absoluta de dicho precio. La 
respuesta es inmediata: 


a y coste total E 
precio medio 


n* de acciones compradas 
505 - 500 + 530 - 1500+ 515 - 1000 
3000 


1562500 
3000 


752 Capítulo 11. Estadística 


El precio medio es, aproximadamente, 520.8 pesetas. 


Ejemplo 11.12 Una persona compra 500 acciones de Sevillana de electricidad a 
un precio de 505 pesetas la acción. Meses más tarde, compra 1500 acciones a razón 
de 530 pesetas la acción. Algo después, compra 1000 acciones a 515 pesetas la 
acción. Por último, vende sus 3000 acciones a 565 pesetas la acción. ¿Cuál es el 
beneficio medio por acción que ha obtenido? 


La cuestión es sencilla, y puede responderse con el simple razonamiento em- 
pleado en el ejemplo anterior. Sin embargo, puede aprovecharse para hacer una 
observación interesante. Según lo dicho, el beneficio medio por acción será: 


beneficio total 


beneficio medio por acción = 
n* acciones 


Ahora bien, el “beneficio total” es igual a: 
cantidad recibida por la venta — cantidad gastada en las compras 


(nótese que el beneficio total puede ser positivo o negativo). Por lo tanto, el beneficio 
medio será: 


cantidad recibida por la venta — cantidad gastada en las compras 


n? de acciones n* de acciones 


es decir: 
beneficio medio = precio medio de venta — precio medio de compra 


Puesto que todas las acciones se vendieron al mismo precio, el precio medio de venta 
es 565 pesetas; el precio medio de compra se calculó en el ejemplo anterior, y resultó 
ser 520.8 pesetas. Así, el beneficio medio es 565 — 520.8 = 44.2 pesetas. 


Otras veces, el punto de partida es la tabla de frecuencias relativas. Por 
ejemplo, los datos de la tabla 11,14. ¿Cómo debe calcularse la media a 
partir de las frecuencias relativas? Si se repasa la fórmula general para 
las frecuencias absolutas, se encontrará que la respuesta es simple. Basta 
escribir: 


3 F +22 F2+-++ 2nFn 
N 
F, FP F, 
CIN AO E 
y caer en la cuenta de que F¡/N, F23/N, ..., Fn/N son las frecuencias 
relativas, para tener la solución: si se llama f; a las respectivas frecuencias 
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Valor | f relativa 


DRALN-O 


tabla 11.14 tabla de frecuencias relativas 


relativas; es decir, 


O Fa 
f= >> eta = 7 
la media aritmética es igual a: 


=0f+22f24 >> +2Tnfn 


En resumen, la media aritmética es igual a la suma de los productos de los 

distintos valores de la variable por sus frecuencias relativas respectivas. Tam- 

bién es habitual decir: la media aritmética es igual a la suma de los distintos 

valores de la variable promediados por sus frecuencias relativas respectivas. 
Si se aplica lo anterior a los datos de la tabla 11.14, resulta: 


=0-0.173+1-0.280+2- 0.2134 3-0.140+4-0.0934+5-0.073+ 6 -0.027 


esto es, 7 = 2.025. Resultado que ya se había obtenido a partir de las 
frecuencias absolutas. 


La media aritmética es, en muchas ocasiones, un buen resumen de la 
población, pero no es un taumaturgo ni una cifra mágica que justifique 
cualquier razonamiento basado en ella. 

En ocasiones, la media no representa bien a los datos, por la naturaleza 
misma de éstos. En la próxima sección se estudiará el concepto de dispersión, 
que sirve para valorar la representatividad de la media. Pero, en otras oca- 
siones, nos encontramos con que se pretende argumentar a partir de valores 
medios que no se corresponden con el motivo de la cuestión. Los ejemplos 
que siguen muestran algunos casos. 
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Ejemplo 11.13 Un gran número de los habitantes del concejo de Robledillo viajan, 
diariamente, al vecino pueblo de Villanueva, bien porque trabajan en la fábrica de 
cemento de esta localidad, bien para asistir a clase en el Instituto o para ir de 
compras. 


El concejo dispone de varios autobuses de 40 plazas, que hacen el viaje. 


En el último pleno municipal, el Sr. Concejal de vías y transportes expuso el 
problema de las pérdidas económicas que producen los autobuses, causadas, a su 
juicio, por el escaso empleo de este medio (comunitario) de locomoción. Aportó, 
como dato, que el número medio de viajeros por viaje era de 25, y terminó acusando 
a los vecinos de tener un comportamiento insolidario, por no usar un medio de 
transporte que, dada su baja ocupación, resultaba tan cómodo como el automóvil 
particular. 


Por otra parte, hace ya tiempo que, en el comercio y los bares de la plaza, se 
oyen frecuentes comentarios acerca de la incomodidad del viaje, de los pisotones y 
empujones que sufren los viajeros. 


¿Pueden conciliarse las pérdidas por un escaso uso de los autobuses con una 
gran incomodidad debida al exceso de viajeros? 


Miremos el problema de manera más objetiva. Para simplificar, consideremos 
los datos de viajeros por viaje, en un día normal, aparecen en la tabla que sigue. 


n* de viajeros | n* de viajes | n* de viajeros | n* de viajes ] 


60 9 8 4 
15 4 5 4 
10 4 4 2 


Donde la columna “número de viajeros” indica el número de ocupantes, y la 
columna “número de viajes” el número de veces que se ha transportado a tantos 
viajeros como se señala a su izquierda. 


Los datos concuerdan con la vida normal del pueblo: a primera y a última hora 
del día, cuando viajan los trabajadores de la fábrica y los estudiantes, los autobuses 
llevan exceso de viajeros. En las horas restantes, los viajeros son escasos. 


El concejal tiene parte de razón, al decir que los autobuses tienen una escasa 
ocupación media. El número total de viajeros transportados es: 


60-94+15-4+10-44+8-44+5-444-2=700 
luego el número medio de viajeros por viaje es: 


número total de viajeros transportados 


- => = 25.93 
número de viajes 
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Esta media es la que determina si se gana o se pierde dinero. Basta multiplicar 
el número medio de viajeros por viaje por el precio de un billete, para tener los 
ingresos por viaje. Si no superan al coste medio por viaje, se perderá dinero. 


Pero el Sr. Concejal se equivoca al afirmar que los viajes en autobús son tan 
cómodos como los viajes en automóvil. El número medio de viajeros por viaje no 
es representativo de la “comodidad” o “incomodidad” media de los viajeros. 


Supongamos que la incomodidad de un viajero se mide por el número de per- 
sonas que viajan en el autobús. Entonces, para medir la comodidad media de los 
viajeros, habrá que preguntar a cada uno de los 700 viajeros transportados ¿cuál es 
su incomodidad”, y promediar los datos. 


Así, resultará que 540 personas, las que viajaron en los 9 viajes de 60 pasajeros, 
responderán: mal, mi incomodidad es 60. De manera semejante, 60 personas, las 
que viajaron en los 4 viajes de 15 pasajeros, tienen una incomodidad de 15, etc. Con 
estos datos, que no son más que una transformación de los de la tabla anterior, se 
tendrá la tabla de frecuencias de los valores de la variable “incomodidad”. Valores 
que aparecen a continuación. 


incomodidad | n* de viajeros | incomodidad | n* de viajeros 
60 540 8 32 
15 60 5 20 
10 40 4 8 


Ahora, la incomodidad total del conjunto de viajeros transportados es: 
60-540+15-604+10-404+8-324+5-204+4-8= 34088 
y la incomodidad media de cada pasajero transportado es: 


incomodidad total _ 34088 


n* de pasajeros transportados — 700 — 1: 


Cifra que resulta muy alta, si se considera que los autobuses son de 40 plazas: el 
pasajero medio viaja en un autobús con otras 47.7 personas. 


Los cálculos anteriores justifican el descontento de los vecinos. El Sr. Concejal 
tendrá que pensar bastante más, si quiere resolver, a un tiempo, el problema del 
déficit económico y de la incomodidad. 


Ejemplo 11.14 Un automovilista hace un recorrido de 100 kilómetros. Los pri- 
meros 50 los recorre a 60 kilómetros por hora, y los 50 restantes a 80 kilómetros 
por hora. La velocidad media del viaje no es de 70 kilómetros por hora. 


La velocidad media del viaje es el cociente de la distancia total recorrida, al 
tiempo que tarda en recorrerla. 
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La distancia recorrida fue de 100 km. En recorrer los primeros 50 kilómetros, 


tardó: 
50 horas 
60 
En recorrer los últimos 50 kilómetros tardó: 
50 
30 horas 
Luego en total, ha tardado: 
50 50 35 
so + $0 horas = 24 horas 
Luego su velocidad media ha sido: 
100 
35/24 CA 


es decir, aproximadamente, 68.57 km/h. 


Ejercicios 
11.9 Para probar un insecticida, se fumigan 100 000 larvas recién nacidas. Al final 
del primer día, han sobrevivido 60000 larvas. Al final del segundo día, hay 30000 
supervivientes. Al final del tercer día, todavía viven 5000 y al final del cuarto, han 
muerto todas las larvas. 

Se denomina tasa de mortalidad diaria al porcentaje de larvas que mueren du- 
rante un día dado, respecto de las que vivían al comienzo de ese día. 


Representar en un gráfico la tasa de mortalidad diaria, y hallar la vida media 
de las larvas fumigadas. 


11.10 Supongamos que los trabajadores se clasifican en tres clases: agrícolas, 
industriales y de servicios. 


Si la renta media anual de los agricultores en España es de 3000 000 de pesetas, 
la de los empleados en la industria es de 2000 000 de pesetas, y la de los empleados 
en los servicios es de 2500 000 pesetas, ¿puede decirse que la renta media anual de 
todos los trabajadores es 2500000 pesetas? 


11.11 La renta media anual de los trabajadores de una empresa es de 1960000 
pesetas. La renta media anual de los hombres que trabajan en la empresa es de 
2100000 pesetas y la renta media de las mujeres que trabajan en la empresa es de 
1900 000 pesetas. ¿Cuál es el porcentaje de empleados varones entre los empleados? 
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11.12 En cierto examen de reválida, el 50% de la nota final es el promedio de las 
notas de los ejercicios de Lengua española y Comentario de texto. El 25% de la 
nota final es la nota del examen de Lengua extranjera y el 25% es el promedio de 
la nota de Matemáticas y la nota de una asignatura optativa. Todas las notas se 
miden en una escala de 0 a 10. 


Si un alumno ha obtenido las siguientes notas: 


Lengua española . 3 
Comentario de texto. 5.5 
Inglés 6 
Matemáticas. 7.5 
Química 5.5 


¿Cuál será su nota final? 


11.13 Una unidad de producción de cierto artículo requiere, para su fabricación 
las siguientes unidades: 


Materia prima. 0.4 unidades 
Transporte... 0.7 unidades 
Mano de obra. 1.2 unidades 


Si unidad de materia prima baja de precio 10 pesetas, la unidad transporte sube 
de precio 6 pesetas y unidad de mano de obra sube de precio 15 pesetas, ¿cuál es 
el aumento del coste de producción de una unidad de artículo? 


11.8 La dispersión respecto de la media 


11.8.1 El concepto general de dispersión 


La media aritmética se emplea como valor representativo de los valores que 
toma la variable en la población: su utilidad primordial es la comparación de 
poblaciones. Sin embargo, lo bien o mal que la media representa al conjunto 
de observaciones depende de la población. 

Si la variable tomase siempre el mismo valor, si fuese constante en la 
población, la media sería igual al valor común y sería absolutamente repre- 
sentativa. Pero, si los datos varían, ¿cómo calibrar el valor que tiene la media 
de resumir el conjunto de valores? 

Antes de entrar en precisiones matemáticas, una idea parece clara: si los 
datos están muy agrupados alrededor de la media, ésta será muy represen- 
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tativa; si están muy dispersos, la media no será un buen representante del 
colectivo de valores. 

Para ilustrar esas dos ideas genéricas y contrapuestas de agrupamiento- 
dispersión, se puede recurrir, otra vez, a las dianas. En la figura 11.14 se 


figura 11.14 disparos dispersos y disparos agrupados 


muestran dos dianas, después de hacer dos series de disparos. La intuición 
señala que los impactos de la diana de la izquierda están más dispersos que 
los de la diana de la derecha o, al revés, que los impactos de la diana de la 
derecha están más agrupados que los de la izquierda. 

Con otras palabras, se dirá que los impactos de la derecha fluctúan o va- 
rían menos que los de la izquierda y, casi inmediatamente, surge la impresión 
de que cuanto menos variable sea el conjunto de datos que se maneje, mejor 
será la reducción de todos los datos a una única característica numérica que 
los resuma, 


Nota obtenida ] 
2.23 4 5 6 7 8 9 | 

n* alumnos grupo 1 | 1. 5 15 24 31 18 4 1 

n% alumnos grupo 2 | 6 12 14 18 24 9 3 5 


w=|is 


tabla 11.15 


Hasta aquí se han manejado, exclusivamente, ideas intuitivas. Ahora, 
se trata de precisarlas. Ante todo, conviene simplificar el problema. No se 
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grupo 1 


figura 11.15 frecuencias de las notas de los dos grupos 


pretende lograr un concepto general de dispersión, sino uno más limitado: 
dispersión respecto de la media. A tal fin, consideremos los datos de la 
tabla 11.15, que se refieren a las puntuaciones obtenidas en Matemáticas, 
por dos grupos de 100 alumnos. 

La puntuación media en cada grupo es la misma; en efecto, para el 
grupo 1, se tiene: 


2-14+3-544-154+5-2446-3147-184+8-449-1410-1= 560 


Luego 7, = 560/100 = 5.6; de manera semejante, se obtiene 7, = 5.6. 

En la figura 11.15, se han representado los diagramas de barras de las 
frecuencias de las puntuaciones en cada grupo. Al observar los diagramas, se 
tiene la impresión de que las puntuaciones del grupo 2 están más dispersas 
respecto de su media, que las del grupo 1. 

En efecto, las dos puntuaciones más próximas a la media son 5 y 6. Se 
observa que en el grupo 1 hay una frecuencia mayor de estas puntuaciones, 
que difieren poco de la media. Lo mismo ocurre con las puntuaciones 4 y 7, 
relativamente cercanas a la media. Por el contrario, las puntuaciones 2, 3, 
9 y 10, alejadas de la media, tienen una frecuencia mayor en el grupo 2 que 
en el grupo 1. 


11.8.2 Un intento fallido 


El problema que se plantea es caracterizar de manera numérica la dispersión 
de los datos alrededor de la media. 
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Para hacer general el razonamiento, supongamos que se han observado 

n valores de una variable cuantitativa, que representaremos por 21, 72, ..., 
Zn. La media de estos n valores es: 

T11+22+ 

n 

La diferencia 2, — T expresa lo próximo o alejado que está el valor 2, de la 

media. El primer intento puede ser definir la dispersión total de la población 

como la suma de las dispersiones de cada valor; esto es: 


(51 2) + (222) +-::+ (2, 2) 


pero, pronto, se comprende que este valor no sirve como medida de la dis- 
persión. Cualquiera que sea el conjunto de valores 11, 22, ..., %n, se cumple: 


(21 7) + (22-72) +--+(2.-Z)=0 


z 
F= + Tn 


En efecto, se tiene: 
(212) + (12 -E) 4-4 (007) =2014+224-:-42p — NT 
pero, por otra parte, resulta: 
NI=21+12+->::+%pn 
por lo tanto, se tiene: 
(21 —2)+ (22 -7)+--+(2,—7)=0 
Lo que muestra que la suma de las dispersiones individuales no esuna medida 
de la dispersión, puesto que vale siempre 0, independientemente de los datos. 

La razón de que esta suma sea siempre nula es bastante evidente. Cada 
diferencia 1; — 7 tiene un signo: positivo, si el valor x; está a la derecha 
de la media, o negativo, si está a la izquierda. Al sumar las diferencias, se 
compensan los valores positivos con los negativos y el resultado es nulo. 

Este primer contratiempo tiene una parte positiva. El hecho de que la 
suma de las dispersiones sea 0 indica que, en cierto sentido, la media arit- 
mética es el centro de la distribución de valores; lo que realza su importancia 
como promedio representativo. 

En la figura 11.16 se muestra un sencillo ejemplo de lo anterior. Si hay 
cuatro valores en consideración, 21 = 1.3, 12 = 2.5, 13 = 3.6 y 24 = 4.8, la 
media será: 

21422423474 2 1342.543.64 4.8 
4 a 4 

Las diferencias, 2; — Z, de cada valor a la media aparecen señaladas en la 

figura. Se comprueba que la suma de las diferencias es igual a cero. 


= 3.05 


F= 
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figura 11.16 la suma de las desviaciones respecto de la media es cero 


11.8.3 Varianza y desviación típica 


En el apartado anterior no se logró resolver el problema de hallar una carac- 
terística numérica que mida la dispersión de los datos respecto de la media. 
Pero, al observar por qué falló el intento, se encuentra la solución al problema 
planteado. 

La suma de las desviaciones de cada valor respecto de la media compensa 
las desviaciones positivas con las negativas. Para evitar esto, se elevan al 
cuadrado las desviaciones. 


(1-EP, (22-2Y, ...,(2n—T) 


Ahora, todas las medidas individuales de la desviación son positivas y, si se 
suman: 
(01-24 (202 -7) + ---+ (2 — 7)? 


se tiene una medida “global” de las desviaciones de todos los datos, respecto 
de la media. 

La suma anterior tiene, todavía, un defecto. Si se tienen dos conjuntos 
de valores; el primero tiene muchísimos datos muy agrupados alrededor de 
su media, y el segundo tiene pocos datos muy alejados de la media, pu- 
diera ocurrir que la suma de cuadrados de las desviaciones fuera mayor en 
el primer caso que en el segundo. Simplemente, porque la suma de muchísi- 
mos pequeños sumandos puede ser mayor que la suma de unos pocos, muy 
grandes. 
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Para evitar esta influencia del tamaño de la población o de la muestra, 
se promedia la suma de cuadrados. El resultado: 


(1-7 + (02-24 + (202) 
n 
es una medida de lo dispersos o agrupados que están los datos respecto de 
su media, medida que se denomina varianza de los datos. 
La varianza es un número positivo y se acostumbra a representar por a?, 
que se lee “sigma al cuadrado” o más brevemente, “sigma cuadrado”. 


La varianza mide la dispersión o desviación de los datos respecto 
de la media aritmética, y es igual a la suma de los cuadrados de las 
desviaciones individuales dividida por el número de observaciones, 


A al id 
n 


En general, la varianza se representa por a?. Otras veces, interesa 
indicar de qué variable es varianza, entonces se escribe 0? para 
denotar la varianza de la variable z. 


Otra medida de la dispersión respecto de la media, que se usa con fre- 
cuencia, es la desviación típica. 

La desviación típica se define como la raíz cuadrada de la varianza, y se 
designa por (7. 


(11-74 (22-294: +(2n 7)? 
n 


La desviación típica de una variable estadística es la raíz cuadrada 
de la varianza. Se suele representar por el símbolo o. 


Los problemas estadísticos normalmente conciernen a un gran número 
de datos. Por ello, no hace muchos años, el cálculo de las características 
numéricas era una tarea penosa. Hoy día, incluso las calculadoras de bolsillo 
calculan, directamente, la media y la varianza. 

Para resolver los ejercicios propuestos, el lector debe aprovechar las co- 
modidades del mundo en que vive y emplear, inteligentemente, la calculadora 
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o, mejor aún, el computador. Así tendrá la cabeza más descansada para lo 
que es su fin. El ejemplo que sigue quiere mostrar el cálculo, paso a paso, 
de la media y la varianza. Pero, en lo que sigue, se ahorrarán los pasos 
intermedios. 


Ejemplo 11.15 La tabla que sigue muestra los resultados de un test de inteligencia 
realizado por 12 personas. Hallar el coeficiente medio de inteligencia, la varianza 
de la muestra y la desviación típica. 


91 9 94 97 99 102 
105 106 106 106 108 110 


Los cálculos necesarios para calcular la varianza aparecen ordenados en la ta- 
bla 11.16. En la primera columna aparecen los valores medidos. Su suma es 1218; 


valores desviaciones | d. al cuadrado 
(2-2 
110.25 
56.25 
56.25 


20.25 


tabla 11.16 


por lo tanto, la media aritmética (coeficiente de inteligencia medio) será: 


1218 
Z=——=101. 
z 12 01.5 
En la segunda columna aparecen las desviaciones de cada valor respecto de la media. 
Su suma, salvo pequeñas diferencias debidas al redondeo, debe ser igual a 0. 
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En la tercera columna están las desviaciones al cuadrado. Su suma es igual a 
437. Por consiguiente, la varianza es: 


437 
2= 36. 
“=33 36.4166 


Por lo tanto, la desviación típica es igual a 6.0346. 


En el ejemplo anterior se puede advertir que varios de los valores que 
toma la variable están repetidos. Este hecho permite simplificar el cálculo 
de la varianza. Como regla general, si la variable toma los valores 21, 22, 
+++, Ey, con frecuencias absolutas Fi, Fz, ..., Fa, la varianza será: 


EC A ed a A 
Ñ Ñ 


donde Fi + F¿+-+*+ Fi, = ÑN es el número de observaciones. 

La fórmula anterior tenía gran importancia en el pasado, cuando los 
cálculos eran manuales y lo más simple era manejar tablas de frecuencias. 
Actualmente, los computadores y las calculadoras han reducido su interés. 

Otra fórmula que tuvo gran importancia, y que mantiene su interés, es 
la que relaciona la varianza, la media y la suma de cuadrados de los valores. 
Con símbolos, se expresa: 


y, con palabras, se lee: la varianza es igual al promedio de los cuadrados 
menos el cuadrado de la media. 

Si los cálculos son manuales, el interés de la fórmula anterior es evidente: 
reduce el número de operaciones a realizar, ya que evita calcular las dife- 
rencias de los valores a la media. Hoy día, su mayor atractivo reside en 
relacionar tres cantidades que tienen interpretación teórica y práctica. 


11.8.4 El coeficiente de variación 


Los datos estadísticos pueden tener distintas unidades de medida. Por ejem- 
plo, el peso de las semillas de la tabla 11.10 puede estar expresado en, mili- 
gramos, gramos, kilos, etc. 

La media aritmética, como promedio, tiene las mismas unidades de me- 
dida que los datos originales. Si el peso de las semillas se mide en gramos, 
la media aritmética estará medida en gramos. 
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La variar za, como promedio de cuadrados de desviaciones, estará expre- 
sada en las unidades de los datos al cuadrado. La desviación típica, como 
raíz cuadrada de la varianza, tiene las mismas unidades que los datos y que 
la media. 

Por ejemplo, si los datos de la tabla 11.10, están medidos en gramos, su 
media, varianza y desviación típica (no es preciso que realice los cálculos) 
serán; 

7 =4.01452 gramos 
0? =1.001213 gramos? 
o =1.000606 gramos 


Si el peso de las semillas se mide en miligramos (1000 miligramos=1 gramo), 
los datos de partida quedarán multiplicados por 1000. Como consecuencia la 
media y la desviación típica de los nuevos datos son iguales a las anteriores 
multiplicadas por 1000, mientras que la varianza será igual a la anterior 
multiplicada por 1000?. En resumen, si se mide en miligramos, la media, 
varianza y desviación típica serán: 


z = 4014.52 miligramos 
o? = 1001213 miligramos? 
o = 1000.606 miligramos 


Por lo tanto, tanto la varianza como la desviación típica, dependen de la 
unidad de medida considerada. Esto puede ser un inconveniente cuando se 
trata de comparar la dispersión de variables medidas en distintas unidades. 
Una solución es descontar el efecto de la unidad de medida, dividiendo la 
desviación típica por la media, si todos los datos son positivos, o por el valor 
absoluto de la media, si alguno es negativo. A ese cociente se le denomina 
coeficiente de variación y se suele expresar en porcentaje. 

Su interés es relativo, ya que no resuelve completamente el problema de 
comparar la dispersión de poblaciones medidas en distintas unidades. 


Ejemplo 11.16 Con los datos de los pesos de semillas de la tabla 11.10, el coefi- 
ciente de variación será: 
j ¿1000606 ie 
coeficiente de variación = om5z * 100 = 24.92% 
El coeficiente de variación no tiene unidades y, como puede comprobarse, no de- 
pende de la unidad de medida de los datos. 
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Ejercicios 


Los ejercicios que siguen pueden ser resueltos mediante cálculo manual, en 
un tiempo razonable. Sin embargo, hoy día, es más rentable gastar unos 
minutos en averiguar cómo emplear la calculadora de bolsillo para calcular 
la varianza, y emplear los ejercicios como comprobación. 


11.14 Hallar la varianza de la variable z que presenta los valores siguientes: 


15 2.0 
25 25 
35 40 
25 15 


Hallar la desviación típica y el coeficiente de variación. 


11.15 Para certificar el consumo de gasolina por kilómetro recorrido de un proto- 
tipo de automóvil, se han realizado 50 ensayos que consisten en anotar el consumo 
que se produce en un trayecto de 50 kilómetros, a una velocidad casi constante de 
90 km/h. Los resultados obtenidos aparecen en la tabla siguiente: 


5.60 5.65 5.70 5.64 5.35 5.64 5.25 5.45 5.55 5.45 
5.50 5.67 5.63 5.24 5.55 5.44 5.26 5.24 5.35 5.25 
5.40 5.48 5.55 536 5.55 5.28 5.45 5.46 5.25 5.35 
5.35 5.39 5.24 5.47 5.45 5.29 5.67 5.35 5.45 5.55 
5.36 5.27 5.75 5.75 5.25 5.57 5.45 5.35 5.75 5.35 


Hallar la varianza y la desviación típica de los consumos en 50 kilómetros. 


11.9 La asociación estadística de dos variables 


11.9.1 Introducción 


Hasta aquí, el estudio se ha limitado a considerar una única variable. Sin 
embargo, una de las aplicaciones más importantes de la Estadística es el 
análisis de las relaciones que pueden existir entre una variable respecto de 
otras (Análisis de la dependencia) o de varias variables entre sí (Análisis de 
la interdependencia). Para simplificar el problema, se considerarán sólo dos 
variables. 

Como se señaló en el capítulo 10, una de las aspiraciones de la Ciencia es 
encontrar relaciones entre variables; relaciones que permitan, por ejemplo, 
predecir el valor de una variable cuando se conoce el valor de la otra. 
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Otra vez la Física proporciona buenos ejemplos. Galileo estudió la veloci- 
dad de caída de los cuerpos. Su logro fue descubrir una fórmula que permite 
saber cuál es la velocidad con que llega al suelo un cuerpo, en función de la 
altura desde la que cayó. Esa relación es determinista o causal. Si se arroja 
una bola de metal desde una altura dada, se puede anticipar, con casi total 
exactitud, qué velocidad tendrá cuando llegue al suelo. 

Pero, muchas otras magnitudes no pueden ser relacionadas de manera 
determinista. 

Por ejemplo, el coeficiente de inteligencia, medido con los test apropiados, 
se relaciona con el rendimiento escolar en Matemáticas, medido en puntos 
de una escala entre 0 y 10. Pero no hay ninguna ley que determine, con 
exactitud, cuál será la nota que obtenga un alumno, a partir del valor del 
coeficiente de inteligencia. 

Otro ejemplo, el consumo de gasolina de un automóvil está asociado con 
la longitud del trayecto recorrido. Pero esta asociación no es determinista, 
depende del estado de la carretera o de la calle, del tráfico, del estado del 
tiempo, del ajuste del motor, etc., incluso depende del estado de ánimo del 
conductor. Para sacar partido a este ejemplo, consideremos que los datos de 


km. consumo | km. | consumo km. consumo 
162.3 15.4 98.3 9.5 141.2 12.2 
126.8 11.4 136.9 12.1 107.5 10.1 
143.6 12.9 149.5 13.1 138.3 12.2 
106.9 9.5 156.4 14.6 145.6 12.6 
116.4 10.5 109.2 10.3 150.3 13.9 
122.3 10.9 124.6 11.0 123.2 12.3 
130.0 12.0 133.5 12.2 134.2 11.9 


tabla 11.17 kilómetros recorridos y consumo de gasolina 


la tabla 11.17 corresponden a una serie de observaciones sobre la distancia 
recorrida por un automóvil, medida en kilómetros, y el consumo de gasolina, 
medido en litros. 

Si se representan estos valores en unos ejes cartesianos, se tendrá un 
gráfico semejante al de la figura 11.17, donde se han representado los ki- 
lómetros recorridos en el eje de abscisas y los litros de gasolina gastados en 
el eje de ordenadas. 

Cada observación se presenta por un punto en el diagrama, con el conve- 
nio cartesiano de representación. Por ejemplo, en la primera observación de 
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litros consumidos 
16 


(162.3,15.4) 
14 « 
pe Bn 
101 al 
8 
so no 130 150 o 


kilómetros recorridos 


figura 11.17 asociación entre los litros gastados y los kilómetros recorridos 


la tabla, se anotaron 162.3 kilómetros recorridos y 15.4 litros consumidos. 
Esta observación se representa por el punto más a la derecha y más arriba 
del diagrama. 

Al observar la nube de puntos, se tiene la sensación de que concuerdan 
con la intuición: hay una tendencia general a que aumente el consumo de 
gasolina, conforme aumenta el número de kilómetros recorridos. Pero esa 
tendencia no es absolutamente precisa. No se puede establecer una relación 
determinista, estricta, entre ambas magnitudes. 

Este ejemplo muestra un caso de asociación estadística entre dos mag- 
nitudes. Asociación que, en este caso, puede definirse diciendo: hay una 
suerte de relación entre las magnitudes, de modo que al aumentar una debe 
esperarse que aumente la otra. 


11.9.2 Tipos de asociación estadística 


En el apartado anterior se ha mostrado el primer ejemplo del concepto de 
asociación estadística. En este apartado se trata de precisar el concepto y 
de mostrar algunas de las formas que puede presentar. 

La intuición es capaz de apreciar distintos grados de asociación estadís- 
tica. Desde la total independencia de dos magnitudes, hasta una relación 
tan estrecha que pueda ser considerada como determinista. 

Por ejemplo, si se observa el diagrama de la figura 11.18, se tiene la 
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figura 11.18 asociación estadística débil o nula 


sensación de que las variables están poco o nada asociadas. 

Probablemente, esta impresión procede de observar que la variación de 
una variable parece estar poco influida por los valores que toma la otra. 

Así, por ejemplo, tanto da que la variable representada en el eje de abs- 
cisas tome el valor 0.2 como el valor 0.6, la otra variable fluctúa entre 0 y 1 
con cierta independencia del valor que toma la primera. 

De este modo se comprende que, aunque por ahora no sea más que una 
apreciación cualitativa, la intuición distingue casos de asociación muy débil 
O inexistente. 

Por el contrario, los diagramas de la figura 11.19 muestran, ala intuición, 
cierto grado evidente de asociación. En el diagrama 19a parece existir una 
relación entre las variables, de manera que el crecimiento de una de ellas 
procura favorecer el crecimiento de la otra. 

Esta relación es del mismo tipo que la que liga al consumo de gasolina 
con los kilómetros recorridos o a la altura de una persona con su peso. 
Resulta plausible suponer que las personas más altas pesarán más, sin que 
esta relación esté determinada y sin excluir algún caso en el que una persona 
más alta que otra, pesa menos. 

Por el contrario, el diagrama 19b muestra un tipo de asociación en el 
cual, el crecimiento de una variable tiende a disminuir el valor de la otra. 
Con otras palabras, la observación de un valor grande de una variable hace 
más plausible esperar un valor pequeño de la otra. 

Así pues, no sólo se reconoce una intensidad mayor o menor de la aso- 
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E] . 


figura 11.19 asociación estadística positiva y negativa 


ciación estadística, sino que también es posible apreciar asociaciones cuali- 
tativamente distintas. 

Parece que las magnitudes representadas en la figura 11.18 están menos 
asociadas que las representadas en la figura 11.192 y que éstas, a su vez, 
están menos asociadas que las de la figura 11.17. 

Al tipo de asociación que muestran las variables del diagrama 11.19a, 
en el que las variables muestran una tendencia a crecer o decrecer al mismo 
tiempo, se le denomina asociación positiva. Por el contrario, de las varia- 
bles asociadas del modo que muestra el diagrama 11.19b se dirá que están 
asociadas negativamente. 


11.10 Covarianza 


De las explicaciones intuitivas del apartado anterior se desprende que, para 
cuantificar el tipo de asociación estadística que se aprecia en los ejemplos 
anteriores, será preciso tener en cuenta la variación conjunta, la covariación, 
de las variables. Esto exige comparar cada valor de la primera variable con 
el que toma la segunda variable en el mismo individuo. 

La covarianza es una medida de la intensidad de cierta asociación esta- 
dística entre dos variables. 

Para fijar ideas, supongamos que cada observación consiste en medir 
dos variables cuantitativas, que llamaremos z e y, en n individuos. Los 
datos tomados se pueden representar por (21,41), (22,42), ..., (Ln, Yn), 
donde el par de valores (x;,y;) corresponde a las medidas del individuo i- 
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ésimo. También se pueden escribir, como es frecuente, en forma de tabla, 
como aparece en la tabla 11.18. Si bien, generalmente se omite la línea 


individuo 
1 2 n 
| EX 
Y Y Yn 


tabla 11.18 datos para calcular la covarianza 


de los “individuos”, dando por supuesto que cada columna constituye una 
observación. Otras veces, la tabla se ordena por columnas. 

La idea básica para cuantificar la “covariación” es la siguiente: si hay 
una asociación positiva entre las variables, cuando un individuo presente un 
valor de la variable z “grande”, esto es, un valor mayor que su media Z, 
la variable y tenderá a tomar también un valor grande, mientras que si las 
variables están asociadas negativamente, ocurrirá al revés. 

Quiere esto decir que si las variables están asociadas positivamente, las 
diferencias 1; — 7 e y; — Y tendrán, con mucha frecuencia, el mismo signo y 
serán grandes o pequeñas al mismo tiempo mientras que, si están asociadas 
de manera negativa, las diferencias serán con mucha frecuencia de signo 
contrario y, al ser muy negativa una, será muy positiva la otra. 

En resumen, la suma de los productos de las diferencias: 


(1-2) —T) + (22 -7)(Y2 Y) + +>+ (2n — Z)Yn — Y) 


proporciona una estimación de la asociación entre las variables. 

Si, para evitar la influencia del tamaño de la población, se promedia la 
suma anterior por el número de observaciones, se tiene la covarianza de x e 
y, que se suele designar por 0zy. 


Oz; 


— (1 2) — D) + (2 — Dl — 9) 4 +++ (en — DD) 
dl n 
Una fórmula alternativa para calcular la covarianza, semejante a la ya vista 
para la varianza, es: 


_ 11 +72Y2+>::+TnYn 
Ozy = — 


Fórmula que se lee: la covarianza es igual al promedio de los productos 
cruzados menos el producto de las medias. 
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Nuevamente, la covarianza entre dos variables depende de las unidades 
en que estas se midan. Así, con los datos de la tabla 11.17, resulta una 
covarianza 07y = 25.06 km-litro. ¿Qué indica este resultado? Aisladamente 
muy poco; sólo una asociación positiva entre la distancia recorrida y el con- 
sumo. Su magnitud, que valora la variación simultánea de x e y, sólo se 
puede interpretar en relación con la variabilidad individual decada variable, 
variabilidad medida por las deviaciones típicas 0, y 0y. Por ello, se define 
el coeficiente de correlación p, como 


= Ly 
O70y 


El coeficiente de correlación es un número entre —1 y 1, que carece de uni- 
dades y proporciona una medida intrínseca (independiente del contexto) de 
la asociación entre las variables. 

Por ejemplo, con los datos de la tabla 11.17 se obtienen 


07=16.89 km, 0,=1.51 litros 


de forma que el coeficiente de correlación vale: 


25.06 


TEE TIA 


La proximidad de p a 1 indica un fuerte grado de dependencia lineal positiva 
entre el consumo y la distancia recorrida. Las próximas secciones aclararán 
mejor el sentido de esta afirmación. 


Ejercicios 


11.16 En la tabla siguiente, se tienen datos de la mortalidad por 100 000 habitantes, 
de los hombres de 55 a 64 años por enfermedades cardiovasculares (variable 2) y 
del consumo de huevos, en gramos, per capita por día (variable y), en varios países. 


e 


y| 202 273 373 308 228 35.2 137 20.6 228 


411.5 730.9 4428 435.7 375.5 689.7 202.0 219.8 ma] 


Calcular la covarianza de z e y. 
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11.11 Asociación estadística lineal 


11.11.1 Introducción 


Hasta aquí se han mostrado los aspectos intuitivos de cierta clase de aso- 
ciación estadística, y se han introducido algunas características numéricas, 
la covarianza y el coeficiente de correlación, que tratan de cuantificarla. A 
partir de ahora, se denominará a esa asociación estadística asociación lineal, 
y se darán los pasos definitivos para caracterizarla numéricamente, 

Un nuevo progreso en la descripción numérica de la asociación lineal de 
dos variables, es tratar de dibujar una recta a través de la nube de puntos, 
de modo que señale la tendencia de ésta. 


figura 11.20 


Por ejemplo, en la figura 11.20 se han señalado dos rectas que, más o 
menos, parecen indicar la tendencia al crecimiento común que presentan los 
datos. 

¿Cuál de las dos rectas representa mejor a los datos? o, mejor, ¿cuál, 
entre todas las rectas que pueden trazarse en el plano, es la que mejor repre- 
senta los datos? 

A ese adaptarse de la recta a los datos se le denomina, en Estadística, 
ajuste de la recta. Con este nuevo término, la pregunta anterior se formula: 
¿cuál, entre todas las rectas del plano, es la que mejor se ajusta a los datos? 


Para responder a esa pregunta es necesario precisar, previamente, cuál 
es el sentido matemático de la palabra “ajuste”. Esa precisión se desarrolla 
en el apartado que sigue. 
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11.11.2 Predicción lineal 


El concepto de “ajuste” es arbitrario. Para comprender por qué se ha pre- 
ferido la noción particular que se expondrá a continuación, frente a otras 
posibles, es conveniente entender qué se pretende al ajustar una recta a unos 
datos. 

La asociación estadística entre dos variables puede plantearse en términos 
de la “información” disponible a la hora de hacer un pronóstico. Pongamos 
un ejemplo, supongamos aceptado que existe una asociación positiva entre 
el peso y la altura de las personas. Se trata de pronosticar o hacer una 
predicción del peso que tiene cierta persona. Si sólo se tiene información de 
cómo se distribuye el peso en la población, una predicción “razonable” es la 
media de los pesos. Pero, si se tiene una información adicional: la altura 
de la persona, debe esperarse que este conocimiento sirva para mejorar el 
pronóstico de su peso. 

Es razonable esperar que el pronóstico sea más acertado, cuanto mayor 
sea la asociación entre la variable cuyo valor se conoce y la variable cuyo 
valor se quiere pronosticar. 


(25,4) 


0.4p k 


(zi a+bzi) k 


0.2p 


o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 


figura 11.21 el error en el pronóstico 


En la figura 11.21 se muestra el planteamiento del problema del ajuste 
lineal. Los datos se han representado como puntos del plano y se ha trazado 
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una recta arbitraria de ecuación y = a+ bz. La recta debe entenderse como 
un modelo para pronosticar el valor de y conocido el valor de z. 

Ahora bien, el pronóstico no tiene por qué ser perfecto. Por ejemplo, si se 
considera la observación (x;,y;), se tiene que el valor “real” que ha tomado 
la variable y es y¡. Mientras que, si se hubiera usado la recta y = a + bx 
para pronosticar el valor de y a partir del valor 2; de x, la previsión habría 
sido a + bx;. Por lo tanto, el error, e;, en este pronóstico será: 


Ei = Yi — 4— bz; 


El mismo razonamiento puede repetirse con cada observación, obteniéndose 
los errores particulares al prever el valor de y a partir del valor de z mediante 
la recta y = a + bz. 

Para tener una medida del error total en la predicción de todas las ob- 
servaciones, se considera la suma de los cuadrados de los errores en cada 
observación. Este error total se designará por E, y es igual a: 


Ex= deco +e 
(UM —a—b01)? + (ya — a—br2)+-->+(Yn — a— bon)? 


La decisión de tomar como medida del error total la suma de cuadrados es 
arbitraria, igualmente podrían haberse tomado otras funciones de los errores 
particulares. 

Obsérvese que, de nuevo, no se emplea como medida del error total la 
suma de los errores individuales, sino la suma de sus cuadrados. El motivo es 
semejante al expuesto al estudiar la varianza: la suma de errores compensa 
los errores por defecto con los errores por exceso, mientras que las suma de 
cuadrados añade una cantidad positiva por cada discrepancia. 

Una vez precisado un concepto de error, puede estallecerse con claridad 
el sentido del término “ajuste”. 


Se dirá que la recta y = a + bz se ajusta a los datos mejor que la 
recta y = c+ dz, si el error total 


Er = (Y a b01) + (ya —a—ba2)?4+-=-+ (yn — a — bz)” 
asociado a la primera, es menor que el error total 
Es = (Y —-c- da) + (y —c— da) +->-+ (Yn —0— den)? 


asociado a la segunda. 
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Una vez establecido el criterio de ajuste, el problema está listo para que 
la Matemática cumpla con su misión: encontrar la ecuación de la recta que 
mejor se ajusta a los datos; es decir, los valores de a y de b que hacen mínimo 
el error total. Los pasos que llevan a encontrar esos valores exigen métodos 
matemáticos que quedan fuera de los límites razonables de este curso. Baste 
saber que los valores, ú y b, apropiados son: 


ap Ur 7_% 
¿=7- Hz 5-2 
a a 


Por lo cual, basta sustituirlos en la ecuación y = a+bz, para tener la ecuación 
de la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos. Esa ecuación es: 


donde 7 e y son las medias de x e y, respectivamente, 0,y es la covarianza y 
o? es la varianza de z. 

Esta recta, la que mejor se ajusta a los datos en el sentido de hacer lo 
más pequeño posible el error antes definido, se denomina recta de regresión 
de y sobre z. 

Obsérvese que la recta de regresión pasa por el punto (7,7), que tiene 
como coordenadas las medias de las variables. Este punto puede interpre- 
tarse como el “centro” de la nube de puntos. La pendiente de la recta de 
regresión es igual a: 

O2y/0% 


y se denomina coeficiente de regresión de y sobre z. 


La recta de regresión de y sobre x es la recta que permite hacer 
el mejor pronóstico lineal de y a partir del conocimiento de zx. Su 
ecuación es: 


A la pendiente, Ozy/0?, de la recta de regresión se le denomina 
coeficiente de regresión de y sobre z. 


Como la varianza 0? siempre es positiva, el coeficiente de regresión tiene 
el mismo signo que la covarianza, 0zy. Por lo tanto, si la asociación es 
positiva, la covarianza y el coeficiente de regresión serán positivos; mientras 
que si la asociación es negativa, la covarianza y el coeficiente de regresión 
serán negativos. Los gráficos de la figura 11.22 muestran esas relaciones. 
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Ozy <0, coeficiente de regresión negativo 


figura 11.22 relación entre la covarianza y el coeficiente de regresión 
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Ejercicios 


11.17 En un estudio sobre la agudeza visual de cada ojo, se realizó, con 10 personas, 
un experimento para determinar el tiempo de reacción. Los resultados fueron: 


Ojo derecho 12 13 11 09 08 


Individuo 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 
Ojo izquierdo | 13 13 14 0.8 1.2 


Hallar la recta de regresión del tiempo de reacción del ojo izquierdo sobre el 
tiempo de reacción del derecho. 


11.12 El coeficiente de correlación 


La recta de regresión es, como se ha visto, la recta que mejor se ajusta a los 
datos. Pero ese mejor es una cualidad relativa; no significa que el ajuste sea 
bueno, sino que se ajusta mejor que las restantes rectas. 

Una medida absoluta de lo bien o mal que se ajusta la recta de regresión, 
la proporciona el promedio de los errores en el pronóstico, cuando se emplea 
la recta de regresión. 

Ese promedio será: 


(1-3¿-b21) + (2 -G—-b22) +++ (yu — ade)? 
n 


y, tras sustituir los valores de a y 5, resulta: 


a 
2 Ty 2 2 
oa|1- =0(1- p*) 
y 292 y 
( O70y 
donde p es el coeficiente de correlación entre z e y. 

Esta expresión tiene una importante interpretación, que se resume en la 
tabla 11.19. Al prever el valor de y mediante la regresión lineal, una vez 
conocido el valor de x, disminuye el error en la previsión respecto de la que 
se cometería pronosticando sin conocer el valor de z. 

La medida del error “antes” de la regresión es la dispersión a de la 
variable y. La medida del error, “después” de la regresión es igual a: 


o (1—p?) 


La diferencia: 
0 05(1-p?)=0jp? 
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Con regresión 


Sin regresión 


Mejor pronóstico 
Error en el pronóstico 


Mejora por regresión 
(varianza explicada) 


tabla 11.19 el “antes” y el “después” de la regresión 


mide la “mejora” que produce la regresión. 
Esto es, la varianza de la variable y se puede descomponer en dos térmi- 
nos: 


0 =0p +01 p?) 


El primer sumando expresa la variabilidad de y por la posición de las obser- 
vaciones a lo largo de la recta de regresión y se denomina varianza explicada 
por la regresión. El segundo sumando expresa la variabilidad de y debida 
al alejamiento de las observaciones respecto de la recta de regresión y se 
denomina varianza residual. Así pues, cuanto mayor sea p? o, lo que es 
igual, cuanto mayor sea |p|, mayor es la varianza explicada y menor la re- 
sidual. Tanto la varianza explicada como la residual se suelen expresar en 
porcentajes de la varianza de y. Así: 


292 
op 


2 
oy 


porcentaje de varianza explicada = -100% = p? - 100% 


p?-100%. Análogamente, el porcentaje de la varianza residual respecto de 
la varianza de y es 100(1 — p2)%. 

Por ejemplo, si entre z e y hay un coeficiente de correlación de p = 0.8, 
el porcentaje de la varianza de y que se puede explicar por la variabilidad 
de x es 100(0.8)%, es decir el 64%, y la varianza residual, después de la 
regresión, será el 36% de la varianza de y. 

Del razonamiento anterior se deduce que el valor absoluto, |p], o el cua- 
drado, p?, del coeficiente de correlación miden la intensidad de la asociación 
lineal. Cuanto mayores sean, mayor será la asociación lineal. Como p? se 
puede interpretar directamente en términos de la varianza explicada, se suele 
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utilizar p? para medir el ajuste de la recta a los datos. Al coeficiente p? se 
le denomina coeficiente de determinación. 

Los valores extremos del coeficiente de determinación tienen una inter- 
pretación muy simple: 


- Si |p] = p? =0, la varianza explicada es nula y no hay asociación lineal. 
Entonces se dice que las variables están incorreladas, 


- Si |p| = p? = 1, es decir, si p=1ó6 p=—1, la varianza residual es nula 
y la asociación lineal es perfecta. 


Por otra parte, el signo del coeficiente de correlación es igual al de la 
covarianza, luego determina el tipo de asociación. Si p > 0, hay asociación 
positiva entre las variables; mientras que si p < 0, hay asociación negativa, 

La figura 11.22 muestra la interpretación cualitativa del coeficiente de 
correlación. En el diagrama inferior se tiene 0,y < 0, luego p < 0: hay 
asociación negativa. En el diagrama superior se tiene dy > 0, luego p > 0: 
hay asociación positiva. 

En las figuras 11.23, 11.24 y 11.25 se muestran distintos gráficos co- 
rrespondientes a varios valores del coeficiente de determinación entre 0 y 1, 
donde se aprecia la asociación entre z e y, desde el ajuste lineal perfecto 
hasta la incorrelación. 


Ejercicios 


11.18 Calcular el valor del coeficiente de correlación, la varianza explicada y la 
varianza residual de los datos sobre el tiempo de reacción de los ojos, que aparecen 
en la tabla del ejercicio 11.17. 


11.19 Una empresa tiene ocho delegaciones en España, cada una realiza su campaña 
publicitaria. Los gastos de cada delegación en publicidad y las ventas anuales 
aparecen representados en la tabla que sigue. 


Delegación 
1 2 3 4 5 6 7 8 
Publicidad | 2300 3400 2100 1900 1800 2700 3500 1100 
Ventas 16000 17000 18000 12000 13000 17000 19000 14500 


Discutir si puede considerarse que la publicidad influye favorablemente en las ventas. 


11.12. El coeficiente de correlación 
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p? = 0.2267, ajuste lineal muy malo 


figura 11.23 distintos valores del coeficiente de determinación 
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p? = 0.8267, ajuste lineal relativamente bueno 
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p? = 1.00, ajuste lineal perfecto 


figura 11.24 distintos valores del coeficiente de determinación 
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11.13 Errores frecuentes 


11.13.1 La asociación lineal no es la única forma de asocia- 
ción estadística 


En una breve introducción a la Estadística, como la que aquí se pretende, 
no cabe dar más explicaciones de otras clases de asociación, distintas de 
la lineal. Sin embargo, siempre es oportuno disponer de ideas claras y de 
conceptos ordenados. Por ello, viene a cuenta este comentario, que resume 
los apartados anteriores. 

El coeficiente de correlación mide la asociación lineal. Esto es, la po- 
sibilidad de ajustar bien una recta (la recta de regresión) a los datos. Sin 
embargo, puede que los datos presenten una asociación evidente y, a pesar 
de ello, que el coeficiente de determinación sea próximo a cero. 

Esta circunstancia sólo indica la necesidad de recurrir a modelos más 
complicados que el lineal, para lograr un ajuste aceptable de los datos. La 


25 


. 


bo 


figura 11.25 asociación no lineal 


figura 11.25 muestra un ejemplo de asociación no lineal. 
La relación entre las dos variables parece evidente. Se observa con cla- 
ridad cómo la variación de una influye en la variación de la otra. Pero esa 
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relación no es lineal. En algunos intervalos, al crecer la x decrece la y, 
mientras que en otros ocurre al revés. 

El coeficiente de determinación de los datos de la figura 11.25 es p? = 
0.2812. Es un valor bajo, lo que concuerda con la impresión de que el ajuste 
lineal es malo. La recta de regresión representada confirma, aún más, esta 
sospecha. 


11.13.2 La asociación estadística no implica causalidad 


Con frecuencia se comete el error de interpretar la existencia de una asocia- 
ción estadística como prueba de una asociación “real”, es decir, se interpreta 
una fuerte correlación entre variables como prueba de una relación causa 
efecto entre ellas. Esta es una mala interpretación que, posiblemente, está 
basada en una escasa comprensión de lo que significa la correlación. 

El hecho de que dos variables estén muy correladas no puede nunca sus- 
tentar un juicio acerca de una relación causal. Los ejemplos que siguen 
tratan de poner en guardia al lector frente a ese error común. 


Ejemplo 11.17 Un profesor de bachillerato anota las notas que han obtenido sus 
alumnos en las asignaturas de Latín (de tercer curso) y de Lengua española (de 
COU). Encuentra que hay una fuerte correlación positiva entre ellas. 

Interpreta que el estudio del Latín de tercero es una buena preparación para 
estudiar Lengua española en COU. La interpretación es falaz. 


Estrictamente, de tal correlación sólo puede deducirse que la nota de Latín es 
una buena variable para predecir el resultado en Lengua española y nada más. 


Por ejemplo, en vez de concluir que el estudio del Latín favorece el aprendizaje 
de la Lengua, puede ser razonable suponer que los alumnos que obtienen buenas 
notas en Latín muestran mucho interés por las materias lingúlísticas y que ésa sea 
la causa de que, posteriormente, también destaquen en Lengua española. 


Si, además, resulta que el Latín es una asignatura optativa, esta última inter- 
pretación gana verosimilitud. 


Ejemplo 11.18 Es muy probable que, si se correlacionan los ingresos por venta 
de entradas a las piscinas y los ingresos por venta de helados, se encuentre que hay 
una fuerte correlación positiva. 

De la existencia de esa asociación no puede deducirse que ir a la piscina incre- 
mente las ganas de comer helados, ni que comer helados induzca a bañarse en una 
piscina. 


Sólo puede deducirse que el conocimiento de una de las magnitudes anteriores, 
permite predecir mejor la otra. 
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Probablemente, la correlación entre las ventas de helados y de entradas para las 
piscinas tengan su causa común en el calor. 


Ejemplo 11.19 Si en la provincia de Segovia se correlacionara el número de naci- 
mientos en cada pueblo o ciudad (contando a los nacidos en la residencia sanitaria, 
como nacidos en su pueblo), con el número de nidos de cigiieña, es muy posible que 
se encontrara una alta correlación positiva. 


Naturalmente, esa fuerte correlación no prueba que a los recién nacidos los 
traiga la cigieña. 

La cigiieña gusta de hacer sus nidos en torres e iglesias, cuanto más grande es 
la población más torres e iglesias suele tener y, cuanto más grande es un pueblo, 
más familias y nacidos tiene. 


11.13.3 La recta de regresión de x sobre y es distinta que la 
recta de regresión de y sobre z. 


La recta de regresión de y sobre x permite hacer el mejor pronóstico lineal 
de y a partir del conocimiento de z. 

Por ejemplo, si la recta de regresión es y = 0.7x — 0.3 y se sabe que un 
individuo presenta un valor de z igual a 1.5, pero no se conoce cuál es su 
valor de y, el mejor pronóstico lineal será: 


y=0.7-1.5-0.3=0.75 


Pero para pronosticar x a partir de y, hay que usar la recta de regresión de 
x sobre y que es, en general, distinta de la recta de regresión de y sobre z. 
La ecuación de la recta de regresión de z sobre y es: 
2-7= %e(y-y) 
y 
donde 0zy/0% se denomina coeficiente de regresión de z sobre y. 

Obsérvese que el signo del coeficiente de regresión de x sobre y es igual 
al signo del coeficiente de regresión de y sobre x. Esto es natural: si y está 
asociada de manera positiva con zx, también x estará asociada de manera 
positiva con y. 

Por último, nótese que el producto de los coeficientes de regresión 


Jay. Yzy 
n a 


es igual al coeficiente de determinación. 


Cuestiones de repaso 


11.1 Una persona tiene el 40% de sus ahorros invertidos al 12% anual. Por el resto 
de sus ahorros percibe un 10% anual. ¿Cuál es el interés medio que percibe por 
cada peseta ahorrada? 


a) 11% 

b) 10.5% 

e) 10.8% 
11.2 Si la covarianza de una serie estadística doble es negativa, el coeficiente de 
correlación será: 

a) Positivo. 

b) Negativo. 

c) El coeficiente de correlación no depende de la covarianza. 
11.3 En una empresa hay tres empleados que cobran mensualmente 120 000 pesetas, 


dos empleados que cobran 90000 pesetas y uno que cobra 150000 pesetas. ¿Cuál 
es el salario medio mensual de los empleados de la empresa? 


a) 120000 pesetas. 

b) 115000 pesetas. 

€) 110000 pesetas. 
11.4 Si en una serie estadística doble, los valores de una variable son aproximada- 
mente la mitad que los de la otra variable, el coeficiente de correlación será: 

a) Positivo. 

b) Negativo. 


c) Próximo a cero. 
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11.5 Una empresa tiene en el almacén 10 toneladas (tm) de zinc compradas a un 
precio de 400 libras la tonelada, otras 15 toneladas compradas a 450 libras/tm, y 5 
toneladas que compró a 550 libras/tm. ¿Cuál es el precio medio de la tonelada de 
zinc almacenado? 


a) 450 libras/tm, 
b) 465 libras/tm. 
c) 456.5 libras/tm. 


11.6 El consumo de gasolina de un automóvil no es proporcional a las distancias 
recorridas, ya que depende también, por ejemplo, de la manera de conducir y dónde 
conducimos (ciudad o carretera). Pero si, en una serie de viajes cortos, lleno el 
depósito de gasolina y anoto, al final, la cantidad de gasolina que queda en el 
depósito, obtendré una serie estadística doble, de cuyo coeficiente de correlación, 
podemos esperar, que: 


a) Sea positivo. 
b) Sea negativo. 


c) No puede anticiparse nada. 


11.7 Una mina tiene diez empleados de ezterior y treinta de interior. Si el sueldo 
medio de los empleados de exterior es de 140000 pesetas y el de los de interior es 
de 220.000 pesetas, ¿cuál es el sueldo medio de los empleados de la mina? 


a) 200000 pesetas, 
b) 180000 pesetas. 
c) 170000 pesetas. 


11.8 Un avión de la compañía aérea Empicado tiene un quinto de los asientos 
de clase preferente y el resto de clase turista, Si el número medio de viajeros por 
asiento de clase preferente es de 0.75 y el número medio de viajeros por asiento de 
clase turista es de 0.85, ¿cuál es el número medio de viajeros por asiento? 


a) 73% 
b) 55% 
c) 83% 
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11.9 Un señor invirtió sus ahorros en la compra de acciones de la Compañía 
Alcarreña de Maderas. En 1987 gastó 200000 pesetas en comprar acciones a un 
precio de 500 pesetas la acción. En 1988 gastó 120.000 pesetas en comprar acciones 
a un precio de 600 pesetas la acción. ¿Cuál es el precio medio de compra de sus 
acciones de dicha Compañía? 


a) 550 pesetas. 
b) 565 pesetas. 
c) 5333 pesetas. 
11.10 En una ciudad, el número medio de aulas por colegio es de 12, y el número 


medio de alumnos por aula es de 40. ¿Cuál es el número medio de alumnos por 
colegio? 


a) 400 

b) 480 

c) No puede saberse. 
11.11 Un señor compró 1000 acciones de Maderas y mieles S. A. a razón de 500 
pesetas la acción. Ahora la cotización ha bajado, y puede comprar acciones a razón 


de 400 pesetas la acción. ¿Cuántas acciones tiene que comprar para que el precio 
medio de sus acciones sea de 450 pesetas. 


a) 500 acciones. 

b) 1000 acciones. 

e) 1500 acciones. 
11.12 Una central térmica tiene almacenadas 10000 toneladas de carbón que se 
compraron en dos partidas, una a 4000 pesetas la tonelada y otra a 3000 pesetas. 


Si el coste medio del carbón almacenado es de 3700 pesetas, ¿cuántas toneladas se 
compraron a 3000 pesetas la tonelada? 


a) 5000 toneladas. 
b) 4000 toneladas. 
c) 3000 toneladas. 


11.13 Si p es el coeficiente de correlación de un par de variables, se cumple: 
ap>p 
D) lol > p? 
<) > pl 
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11.14 Si el coeficiente de correlación de dos variables estadísticas x e y es 0.8, se 
cumple: 


a) Hay una asociación positiva entre las variables. 
b) El coeficiente de regresión de y sobre z es negativo. 


c) La covarianza es 0.8. 


11.15 Si la covarianza entre dos variables estadísticas es negativa, se cumple: 
a) El coeficiente de determinación es negativo. 
b) El coeficiente de regresión de y sobre » es negativo. 


c) Las varianzas son negativas. 


11.16 Si z e yson dos variables estadísticas con covarianza Oy = 120, y la varianza 
de z es 07 = 240, el coeficiente de regresión de y sobre z es igual a: 


a) 2 
b) 1/2 
e) 120/4240 


11.17 Six e yson dos variables estadísticas cuantitativas, ¿Cuál de las afirmaciones 
siguientes es cierta? 


a) El coeficiente de regresión de x sobre y es un número mayor o igual que —1 
y menor o igual que 1. 


b) El coeficiente de correlación de x e y es un número mayor o igual que 0 y 
menor o igual que 1. 


c) El coeficiente de determinación de x e y es un número mayor o igual que 0 y 
menor o igual que 1. 


11.18 El coeficiente de determinación multiplicado por 100 es igual al: 
a) porcentaje de la varianza de x explicada por y. 
b) porcentaje de la varianza de y explicada por 2. 


c) porcentaje de la correlación entre x e y. 
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11.19 El pueblo de Montemelero tiene dos barrios. En el barrio de arriba hay 20 
habitantes y un número medio de 20 colmenas por habitante. En el barrio de abajo 
hay 30 habitantes y un número medio de 30 colmenas por habitante. ¿Cuál es el 
número medio de colmenas por habitante que hay en todo el pueblo? 


a) 2 
b) 26 
c) 24 


11.20 Si el coeficiente de regresión de y sobre x es positivo, el coeficiente de 
regresión de x sobre y será: 


a) Positivo. 
b) Negativo. 
c) Puede ser positivo o negativo. 


11.21 Si el coeficiente de regresión de y sobre z es 0.5 y el coeficiente de regresión 
de z sobre y es 0.5, el coeficiente de correlación de z e y será: 


a) 0.50 

b) 0.25 

e) 1 
11.22 Si x e y son dos variables estadísticas y Z= 1, y =2, xy =4, a =8, la 
ecuación de la recta de regresión de y sobre z es: 

a) y=052+1.5 

b) y= 0.52 

c) y=0.52+0.75 


11.23 Si z e y son dos variables estadísticas y T= 1, = 2, 07y = 4, 07 =8, la 
ecuación de la recta de regresión de y sobre z es: 


a) y=0.2524+1.75 
b) y=0.252+0.50 
<) y=0.5%+1.50 


11.24 Si la recta de regresión de y sobre x es y = 0.82 + 1.5, el mejor pronóstico 
para y, función lineal de x, cuando 2 = 0.5 es: 


a) 19 
b) 0.4 
c) 0.8 
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11.25 Sobre una serie de individuos se han medido dos variables estadísticas cuan- 
titativas x e y. Si 07y =2, 07 =4 y 07 = 25, el coeficiente de correlación de z e y 
será: 


a) 0.02 
b) 0.2 
e) 0.04 


11.26 Sobre una serie de individuos se han medido dos variables estadísticas cuan- 
titativas z e y. Si Ty =9, 0, =3 y 0y=2, el coeficiente de determinación de z e 
y será: 


a) 0.025 
b) 0.25 
c) 0.045 


11.27 Sobre una serie de individuos se han medido dos variables estadísticas cuan- 
titativas zx e y. Si 07y = 3, 07 = 2 y 0y =5, el coeficiente de correlación de z e y 
será: 


a) 0.09 

b) 0.3 

e) 0.9 
11.28 Se dispone de 20 observaciones 21, 22, ..., 220, de una variable estadística 
z. Si se sabe que la suma de las observaciones es 50 y que la suma de los cuadrados 


de las observaciones, 27 + 234 -++ +22, es igual a 200, ¿cuánto vale la varianza de 
y 21 +23 201 
a? 


a) No puede calcularse: falta conocer las observaciones. 

b) 3.75 

e) 6.25 
11.29 Se dispone de 10 observaciones 21, 22, ..., 210, de una variable estadística 
x. Si se sabe que la suma de las observaciones es 50 y que la suma de los cuadrados 


de las observaciones, 2? +22+--++2%0, es igual a 102.5, ¿cuánto vale la desviación 
h 1 a 10, €S 18 
típica de 2? 


a) No puede calcularse: falta conocer las observaciones. 
b) 4 
e) 2 
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11.30 Si se mide la estatura, en metros, de 100 escolares, la varianza de las alturas 
es 0.25. Si se midiera la estatura en centímetros, ¿cuál será la varianza? 


a) 25 
b) 250 
e) 2500 


11.31 Las variables estadísticas z e y, cuyos valores aparecen representados en la 
figura, tendrán un valor del coeficiente de correlación: 


a) Casi 1 
b) Casi 0 
e) Casi —1 


11.32 Las variables estadísticas x e y, cuyos valores aparecen representados en la 
figura, tendrán un valor del coeficiente de correlación: 


a) Positivo. 
b) Negativo. 
e) Nulo. 


¿EE 


11.33 Las variables estadísticas x e y, cuyos valores aparecen representados en la 
figura, muestran una asociación estadística: 


a) Positiva. 
b) Negativa. 
c) Mixta. 
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11.34 Las variables estadísticas x e y, cuyos valores aparecen representados en la 
figura, tendrán covarianza: 


a) Positiva, 
b) Negativa. 
c) Nula, 


11.35 Las variables estadísticas x e y, cuyos valores aparecen representados en la 
figura, tendrán un coeficiente de correlación: 


a) Positivo. 
b) Negativo. 
c) Nulo. 


Para resolver las cuestiones siguientes ¡use la calculadora! 


11.36 En 10 individuos se han medido los valores de las variables x e y. Los 
resultados obtenidos se resumen en la tabla que aparece a continuación: 


(05 0.6 04 0.4 0.7 0.8 0.6 05 02 0.3 
y|03 04 03 03 09 0.7 0.6 04 01 03 


Entonces, la media de x y de y son: 
a) 7=0.43, y =0.5 
b) 7=0.5, y = 0.43 
c) 7=0.53,7=0.4 


11.37 En 10 individuos se han medido los valores de las variables x e y. Los 
resultados obtenidos se resumen en la tabla que aparece a continuación: 


0.5 0.6 04 04 0.7 08 06 05 0.2 03 
03 04 03 03 0.9 0.7 0.6 0.4 0.1 03 


e 
y 


Entonces, se cumple: 
a) 02 =0.05, 07 =0.03 
b) 0220.03, 07 = 0.05 
e) 0220.17, 07 =0.22 
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11.38 En 10 individuos se han medido los valores de las variables x e y. Los 
resultados obtenidos se resumen en la tabla que aparece a continuación: 


0.5 0.6 04 04 0.7 08 06 05 02 03 
0.3 04 03 03 09 0.7 06 04 0.1 03 


z 
y 


Entonces, el coeficiente de correlación de x e y, con tres decimales, es igual a: 
a) 0.877 
b) 0.769 
c) 0.567 


11.39 En 10 individuos se han medido los valores de las variables x e y. Los 
resultados obtenidos se resumen en la tabla que aparece a continuación: 


[05 06 04 04 0.7 0.8 0.6 0.5 0.2 0.3 
y|03 04 03 03 09 0.7 0.6 0.4 0.1 0.3 


Entonces, el coeficiente de regresión de y sobre x, con tres decimales, es igual a: 
a) 0.877 
b) 0.769 
c) 1.133 


11.40 En 10 individuos se han medido los valores de las variables x e y. Los 
resultados obtenidos se resumen en la tabla que aparece a continuación: 


zx [05 0.6 0.4 04 0.7 08 0.6 0.5 0.2 0.3 
y|03 04 03 03 09 0.7 0.6 04 0.1 03 


Entonces, el porcentaje de la varianza de y exlicada por x, con un decimal, es igual 
a; 


a) 87.7% 
b) 76.9% 
e) 12.3% 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 11.1 El conjunto de datos tiene 8 variables; cada columna equi- 
vale a una variable. Puesto que hay 100 registros en la base de datos, con 
información de 100 personas, habrá 100 observaciones. 

Las variables nombre, apellido y sezo son cualitativas, categóricas o no- 
minales. Los nombres, apellidos o el sezo de las personas no pueden ser 
sumados ni restados, tampoco se pueden ordenar de acuerdo con alguna 
magnitud subyacente. Entienda bien la afirmación anterior, los nombres 
pueden ordenarse; por ejemplo, alfabéticamente, pero ese orden es conven- 
cional, no es el reflejo de la medida de ninguna magnitud. 

La variable curso puede ser considerada como ordinal. Puede conside- 
rarse que mide grados crecientes de experiencia escolar. 

Las variables edad, coeficiente de inteligencia, nota de Matemáticas y 
nota de Lengua, son cuantitativas, pueden considerarse discretas o continuas 
según convenga. 

En ocasiones, conviene distinguir las variables por la escala en que se 
miden. Hay variables que se miden en escalas de razón. Son variables que 
miden una magnitud donde el cero de la escala tiene un sentido absoluto, y 
pueden establecerse comparaciones de razón. Por ejemplo, el peso: algo que 
pese O gramos no pesa nada, y si un objeto pesa 3 kilos y otro pesa 6 kilos, 
puede decirse, sin dudar, que el segundo pesa el doble que el primero. 

Otras variables se miden con escalas que se denominan de intervalos. 
En estas medidas, el 0 es arbitrario y no tiene sentido decir que a doble 
puntuación corresponde doble valor de la magnitud. El ejemplo clásico de 
estas medidas es la temperatura en grados centígrados. La temperatura mide 
el calor de un cuerpo, pero no lo mide igual que el peso mide la masa. El 0 
de la escala está, arbitrariamente, colocado en el punto de fusión del hielo. 
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Si un cuerpo está a 4”C y otro está a 8C no es cierto que el segundo tenga 
el doble de calor que el primero. 

Con estas precisiones, las variables coeficiente de inteligencia, nota de 
Matemáticas y nota de Lengua, deben considerarse medidas en escala de 
intervalos. Por ejemplo, no tiene sentido pensar que un alumno que tenga 0 
en Matemáticas no sabe nada, absolutamente nada, de la asignatura; ni que 
un alumno que tiene una nota de 8 sepa el doble que otro que obtuvo un 4. 


Ejercicio 11.2 Hay 90 observaciones de una variable cuantitativa discreta 
que tiene 7 valores distintos. La tabla de frecuencias de la variable es: 


valores 
0 El 2 3 4 5 6 
f. absoluta 16 28 21 9 9 5 2 
f. relativa (%) | 17.8 31.1 23.3 10.0 10.0 5.6 2.2 


Luego el rango de variación de la variable es de 0 a 6. 


figura 11.26 diagrama de sectores del ejercicio 11.3 


Ejercicio 11.3 El diagrama de sectores correspondiente a la tabla de fre- 
cuencias aparece en la figura 11.26. En la figura 11.27 se muestra un dia- 
grama similar con un “efecto” tridimensional. 


Ejercicio 11.4 Si se quiere resaltar la cuota de producción que corresponde a 
cada país; es decir, la producción relativa al total de la OPEP, se empleará un 
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figura 11.27 diagrama de sectores del ejercicio 11.3 


diagrama de sectores como el de la figura 11.28. Pero, si se quiere resaltar la 
producción absoluta de cada país, es preferible un diagrama de barras como 
el de la figura 11.29. 


Ejercicio 11.5 La encuesta preelectoral muestra el porcentaje de votos res- 
pecto del total del censo. Si las cifras de la encuesta se cumplen, cuando 
se celebren las elecciones votará el 80% de los electores; el porcentaje de 
votos favorables al partido A, respecto del total de votos emitidos, será del 
(40/80) x 100%; es decir, del 50%. Como la asignación es proporcional, al 
partido A le corresponderán 180 escaños. 
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figura 11.28 diagrama de sectores del ejercicio 11.4 
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figura 11.29 diagrama de barras del ejercicio 11.4 
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figura 11.30 diagrama de sectores del ejercicio 11.5 
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De manera semejante se calculan los porcentajes, respecto de los votos 
emitidos, de los otros partidos. En la tabla siguiente se muestran los distintos 
porcentajes y los escaños que obtendrá cada partido. 


Partido A Partido B Partido C 


Porcentaje de votos respecto del censo 40% 30% 10% 
Porcentaje de votos emitidos 50% 37.5% 12.5% 
Escaños conseguidos 180 135 45 


El partido B tendrá 135 escaños, el partido C' tendrá 45 escaños. 
Una buena representación gráfica de los datos se puede lograr con un 
diagrama de sectores como el de la figura 11.30. 


Ejercicio 11.6 La primera intención puede ser hacer una comparación, por 
años, del número absoluto de accidentes de cada tipo, mediante un diagrama 
de barras, tal como se muestra en la figura 11.31. 


1980 1981 1982 1083 1084 


EEE 1 muerto. M2 muertos 
(3 muertos EZ 4 0 més muertos 


figura 11.31 ejercicio 11.6: comparación del número de accidentes 
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número total de accidentes 


figura 11.32 comparación del número total de accidentes 


Sin embargo, este diagrama no resulta del todo explicativo. El gran 
número de accidentes con 1 muerto, dificulta la comparación de los accidentes 
más graves. 

Un primer análisis de los datos puede partir de preguntarse ¿aumentan o 
disminuyen los accidentes año a año? El gráfico que responde a esta cuestión 
es el que aparece en la figura 11.32, que muestra la evolución del número 
total de accidentes. 

El gráfico no indica una tendencia definida: no sugiere ni un incremento 
ni una disminución del número de accidentes. 

Otro análisis posible, surge de la pregunta ¿aumentarán o disminuirán los 
accidentes más graves? Para responder a esta cuestión es preferible manejar 
las frecuencias relativas, o los porcentajes, de cada modalidad en cada año. 

En la tabla 11.20, aparecen calculados los porcentajes de accidentes de 
cada clase por año. Estos porcentajes se han calculado, como es natural, 
dividiendo el número de accidentes de cada modalidad, por el número total 
de accidentes del año. 

En la figura 11.33 aparece la comparación de los distintos porcentajes, 
por año. Todavía causan problemas de escala los elevados porcentajes de los 
accidentes con 1 muerto, pero ya se empieza a comprender que parece existir 
una tendencia a aumentar los accidentes más graves. 
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Año | 1 muerto | 2 muertos [ 3 muertos | 4 ó más muertos 
1980 | 68.55% 16.93% 8.06% 6.45% 
1981 | 62.80% 19.00% 9.91% 8.26% 
1982 | 65.67% 11.19% 12.68% 10.44% 
1983 | 58.87% 14.51% 12.90% 13.70% 
1984 | 59.20% 10.40% 16.00% 14.40% 


tabla 11.20 porcentajes de accidentes 


Para mostrar esta tendencia con mayor claridad, las figuras 11.34 y 11.35 
comparan, exclusivamente, los porcentajes de accidentes con 4 o más muertos 
y los de 3 muertos, en los distintos años. 

Ahora, el gráfico sugiere de forma clara una posible tendencia a incre- 
mentarse los accidentes más graves. 


porcentajes 


ER 1 muerto MM 2 muertos 
3 muertos EE 4 o més muertos 


figura 11.33 ejercicio 11.6: comparación del número de accidentes 
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1980 1081 1892 1803 1004 


EX 4 o més muertos 


figura 11.34 comparación de los accidentes con 4 o más muertos 


1980 1081 1802 1809 180% 


KZ 3 muertos: 


figura 11.35 comparación de los accidentes con 3 muertos 
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Ejercicio 11.7 El caso Johnson contra Alezander's es el prototipo de un 
gran número de las demandas judiciales que se producen en los Estados 
Unidos de Norteamérica por discriminación por sexo, raza o religión. Si 
se medita sobre la naturaleza de la demanda, se comprende que, práctica- 
mente, la única evidencia que se puede aportar acerca del comportamiento 
discriminatorio de una entidad u organismo, es la evidencia estadística. 

Los conceptos necesarios para comprender cómo la estadística puede 
aportar evidencias a favor de la sospecha de discriminación están más allá 
de esta introducción elemental. Sin embargo, no resulta difícil entender las 
ideas iniciales. 

Si hay discriminación, la evidencia se encontrará en el análisis de la 
tabla 11.21, aportada como prueba. 


Aceptados Rechazados Total 


Negros 448 322 770 
Blancos 240 101 341 
Total 688 423 1111 


tabla 11.21 ejercicio 11.7: caso Johnson contra Alezander's 


Si la elección de los 688 aceptados se realizara al azar entre los 1111 
presentados, la probabilidad de que una persona que se presente al test sea 
aceptada es: 


Por otra parte, la probabilidad de que un blanco sea aceptado (probabilidad 
condicionada) es: 


n? de blancos aprobados 


P(aceptado | bl. n* de blancos presentados 
(sceprado blanca! = e UisRtos presentados 


240 


341 
= 0.704 


De manera semejante, la probabilidad de que un negro sea aceptado (proba- 
bilidad condicionada) es: 


n? de negros aprobados 


tad a RA 
Placeptado | negro) n? de negros presentados 
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448 


770 
0.582 


R 


El razonamiento estadístico es el siguiente: si no hubiera ninguna influencia 
de la raza de la persona que se presenta en el hecho de ser aceptado o no, la 
proporción de individuos aceptados debería ser la misma en los dos grupos, e 
igual a la proporción común 0.619. A partir de cierto valor, las desviaciones 
respecto de esa proporción se consideran estadísticamente significativas. 


raza blanca 


raza nogra 


figura 11.36 ejercicio 11.7: proporción de aceptados según la raza 


Debe entenderse bien que esa significación estadística no puede interpre- 
tarse de manera inmediata como signo de discriminación, tan sólo que hay 
una relación significativa entre la raza y el ser aceptado. Queda al abogado 
oa su asesor estadístico, justificar que, en el caso en cuestión, la única causa 
razonable de la discrepancia es la raza. 

La discrepancia entre las dos tasas de aprobados se suele medir mediante 


el cociente: 
P(aceptado | negro) 


P(aceptado | blanco) Rar 


En Estados Unidos, la Comisión federal para la igualdad de oportunidades 
en el empleo tiene establecido, desde 1987, un criterio que se denomina de 
las cuatro quintas partes o del 80%. De modo que si el cociente anterior es 
mayor o igual que 0.8, se considera que hay evidencia de un impacto negativo 
de la raza en la selección del personal. 

Puesto que se trata de comparar la magnitud relativa de las dos pro- 
porciones, una posible representación gráfica de los resultados anteriores se 
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muestra en la figura 11.37, donde se han representado las frecuencias condi- 
cionadas de aceptados. 

La situación ideal es que los dos sectores sean iguales. Según la norma 
de la Comisión federal, Cuando uno de los sectores es menor que las cuatro 
quintas partes del otro, es decir, cuando uno de los sectores tiene menos de 
160, se entiende que hay evidencia de impacto negativo. 


figura 11.37 ejercicio 11.8: frecuencias 


Ejercicio 11.8 Primero hay que hallar el rango de variación de los datos. 
Un repaso a la tabla permite averiguar que el menor de los valores es 80 y el 
mayor 105. A fin de tener unos intervalos de clase de igual longitud, se puede 
intentar agrupar las observaciones en los intervalos: (77.5,82.5], (82.5, 87.5), 
(87.5, 92.5], (92.5, 97.5), (97.5, 102.5), (102.5, 107.5]. 

El recuento de frecuencias correspondientes aparece en la tabla 11.22. La 
representación gráfica de estas frecuencias aparece en la figura 11.38. 


Ejercicio 11.9 En la tabla 11.23 se muestra, por días, el número de lar- 
vas supervivientes, el número de larvas muertas durante el día y la tasa de 
mortalidad diaria, que es el porcentaje de larvas que mueren durante un día 
dado respecto de las larvas vivas al comienzo del día. Por ejemplo, la tasa 
de mortalidad durante el segundo día será: 

larvas muertas durante el 2? día 30000 


larvas vivas al comienzo del 2? día x 100% = 60000 100% = 50% 
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Intervalo Marca de clase F.absoluta _F. relativa % 
(07.5,82.5] 80 1 2.0 
(82.5, 87.5] 85 4 8.0 
(87.5, 92.5] 90 10 20.0 
(92.5, 97.5] 95 11 22.0 
(87.5, 102.5] 100 18 36.0 
(102.5, 107.5] 105 6 12.0 


tabla 11.22 ejercicio 11.8: frecuencias absolutas 


día 0 | día 1 | día2 | día3 | día4 
supervivientes 100000 | 60000 | 30000 | 5000 0 
muertas en el día 40000 | 30000 | 25000 | 5000 
tasa de mortalidad diaria 40% | 50% | 83.33% | 100% 


tabla 11.23 ejercicio 11.9: tasa de mortalidad diaria 


El cálculo de la vida media de las larvas depende de la precisión con que se 
mida el tiempo de vida. Con los datos de que se dispone, no se puede aspirar 
a una precisión mayor que el día. La vida media, medida en días, será: 


n? total de días vividos por las larvas 
n? total de larvas 


Ahora, según la tabla, durante el primer día mueren 40.000 larvas; con los 
datos disponibles no se puede saber cuándo, en el transcurso del día, han 
muerto. Por ello, lo más razonable, y preciso, es suponer que cada una de 
esas 40 000 larvas han vivido 1/2 día. De la misma manera, las 30 000 larvas 
que murieron durante el segundo día, se supone que han vivido 1.5 días; así 
sucesivamente. Con esta aproximación, el número total de días vividos por 
las larvas es: 


0.5 - 40000 + 1.5 - 30000 + 2.5 - 25000+ 3.5 -5000 = 145000 

y la vida media será: 
145000 _ 
100.000 — 


esto es, 1.45 días. Este ejercicio es un ejemplo del cálculo de medias cuando 
los datos están agrupados por intervalos. Aquí, el instante particular en que 


1.45 
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muere cada larva no se conoce: todas las larvas que murieron en el primer 
día están agrupadas es una clase. Para calcular la media, se considera que 
cada valor particular —desconocido— de la variable continua —vida de la 
larva— es la marca de clase del intervalo. 


Ejercicio 11.10 En general no. Para poder calcular la renta media sería 
preciso conocer cuántos trabajadores hay en cada sector, o cuál es el porcen- 
taje de trabajadores de cada sector respecto del total. Ese porcentaje mide 
la importancia o el peso del sector en la economía. 

Si los tres sectores tuvieran el mismo número de trabajadores, entonces 
sí sería cierto que la renta media es igual a: 


3.000 000 + 2000 000 + 2500000 
3 
Si se sabe que en el sector agrícola están contados el 5% del total de traba- 


jadores, en el industrial el 35% y el resto en el de servicios, entonces la renta 
media sería: 


= 2500000 pesetas 


0.05 - 3000 000 + 0.35 - 2000 000 + 0.6 - 2500000 = 2350000 pesetas 


De igual manera se calcularía si los porcentajes fueran otros. 


Ejercicio 11.11 Si x es la fracción de hombres que hay en plantilla, entonces 
1 — a será la fracción de mujeres. La renta media de los empleados será: 


z -2100000+ (1 — 2) - 1900000 = 200 000z + 1900000 
Como la renta media es 1960000, se tendrá: 
200 000x + 1900000 = 1960 000 


es decir, z = 0.3. Luego el porcentaje de hombres es el 30%. 


Ejercicio 11.12 Según el enunciado, el peso de la nota media de Lengua 
española y Comentario de texto es 0.5, el peso de la nota de Lengua extran- 
jera es 0.25 y el peso de la media de Matemáticas y la asignatura optativa 
es 0.25. Según esto, la calificación final será: 


Len. y A a A 
0.5 + ¡Est SsROrCOnA, + 0.25 - Len. extr. + 0.25 + MSt.+ 058 


2 2 
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Pero resulta más ilustrativo dar los porcentajes en que la nota de cada asig- 
natura contribuye a la nota final. Según lo anterior, será: 


0.25Len. esp. + 0.25Com. + 0.25Len. extr. + 0.125Mat.+ 0.1250pt. 
El alumno del ejercicio obtendrá una nota de reválida igual a: 
0.25-340.25-5.54 0.25 -6+.0.125-7.5+ 0.125 + 5.5 
Esto es, 5.25. 


Ejercicio 11.13 Si Pp, Pt Y Pmo eran los precios, antes del cambio, de cada 
unidad de materia prima, transporte y mano de obra, respectivamente, el 
coste de una unidad producida era: 


precio inicial = 0.4pmp + 0.7p: + 1.2Pm0 


Cuando cambian los precios, la materia prima vale p,np — 10, el transporte, 
Pi +6 y la mano de obra pmo +15. El precio de la unidad producida, ahora, 
es: 

precio final = 0.4(Pip — 10) + 0.7(p: + 6) + 1.2(Pino + 15) 


El incremento o disminución del precio será: 
precio final — precio inicial = 0.4(—10) + 0.7(6) + 1.2(15) 


Luego el incremento o disminución de precio es la media, promediada por 
las diferentes unidades empleadas de cada bien, de los incrementos de los 
bienes empleados. 

Obsérvese que si se manejan porcentajes de incremento, el resultado an- 
terior no es cierto: el porcentaje de incremento no es el promedio de los 
porcentajes de incremento por las cantidades precisas para fabricar el bien. 
Por ejemplo, si la unidad de materia prima vale 100000 pesetas, la unidad 
de transporte vale 100 pesetas, la unidad de mano de obra vale 500 pesetas 
y se sabe que la materia prima ha bajado de precio un 5%, el transporte ha 
aumentado de precio un 10% y la mano de obra ha aumentado de precio un 
15%, el aumento de precio de la unidad de producto no es: 


(0.4 -540.7-1041.2-15)% = 23% 


ni tampoco es: 


(04-54 0.7-10 + 1.2-15)p, 
0.4+0.5+ 1.2 i 
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De hetho, en estas condiciones, el coste de la unidad de producto ha dismi- 
nuido. En efecto, antes costaba: 


0.4 - 1000004 0.7 -100 + 1.2-500 = 40670 
mientras que, ahora, cuesta: 
0.4 -95000 + 0.7-1104 1.2-575= 38767 


Para calcular el porcentaje de incremento de precio del producto en función 
de los incrementos de los bienes que se emplean en su fabricación es preciso 
conocer el porcentaje del precio que corresponde a cada bien. 

Fácilmente se comprueba que el porcentaje de incremento de precio de 
una unidad de producto es el promedio de los incrementos de precio de los 
bienes que intervienen en su fabricación, promediados por el porcentaje del 
precio que correspondía a cada bien. 

Por ejemplo, si se sabe que el 20% del precio del producto corresponde 
a la materia prima, el 30% al transporte y el resto a la mano de obra, y la 
materia prima baja un 5%, el transporte sube un 10% y la mano de obra 
sube un 15%, el incremento de precio será: 


(0.2- (-5) + 0.3-10+0.5-15)% 


Es decir, un 9.5%. 


Ejercicio 11.14 Con ayuda de la calculadora o de un computador, se puede 
hallar que la media, z, es igual a 2.425, la varianza, 0?, es 0.731875, la desvia- 
ción típica, o, es 0.8554969 y el coeficiente de variación, 0/7, en porcentaje 
es 35.27%. 


Ejercicio 11.15 Como el ejercicio anterior, con ayuda de la calculadora o 
del computador, se tiene que la media es 5.452, la varianza 0.0234435, la des- 
viación típica 0.1531127 y el coeficiente de variación es, aproximadamente, 
del 2.81%. 


Ejercicio 11.16 (En este ejercicio los resultados tienen una exactitud de tres 
decimales) Con la calculadora se puede hallar, directamente, la covarianza. 
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Si no es así, lo más cómodo es calcular las medias de las variables y la suma 
de los productos cruzados. Sin dificultad se tienen: 


T = 431.022, y= 25.633 
Por otra parte, la suma de productos cruzados es igual a: 
21Y1 + 22Y2 ++***+ Z9Y9 = 106 801.63 


luego la covarianza es igual a: 


1 An 
Cay = y(Eivi + day +>-++ Zoo) — TY 
= 5 -106801.63 — 25.633 - 431.022 


Por lo tanto, 07y = 818.461. 


Ejercicio 11.17 Llamemos z al tiempo de reacción del ojo derecho e yal 
del ojo izquierdo. Habrá que hallar la recta de regresión de y sobre z. Las 
medias de las variables son 7 = 0.96 e y = 1.17. La varianza de x, con cuatro 
decimales, es igual a: 

0? =0.0444 


y la covarianza de x e y es igual a: 
0zy = 0.0368 


Luego la recta de regresión de y sobre x será: 


0.0368 
0.0444 


Al simplificar, se tiene que la recta de regresión es: 


y-117= (2 — 0.96) 


y = 0.3743 + 0.8288% 
La asociación entre x e y es positiva. En la figura 11.39 se representa la 


recta de regresión de y sobre x. 


Ejercicio 11.18 Como continuación de los cálculos del ejercicio anterior, la 
varianza de y es igual a: 
0% = 0.0661 
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4,1 Mempo de reacción del olo tzquierdo 


o , ñ , , s mi , a , 


05 086 07 08 09 1 11 12 13 14 
tiempo de reacción del ojo derecho 


figura 11.38 ejercicio 11.7: recta de regresión 


luego el coeficiente de determinación es: 


2 


o Czy pa 
Pg” 0.4614 


Entonces, la varianza explicada es el 46.14% de la varianza de y, es decir: 
varianza explicada = 0.4614 - 0.0661 = 0.0304 


y la varianza residual, expresada en porcentaje, es el 53.86% de la varianza 
de y. Es decir, 0.5386 - 0.0661 = 0.0356. 


Ejercicio 11.19 Si llamamos zx a la variable “gasto en publicidad” e y a la 
variable “ventas”, el coeficiente de correlación de z e y es 0.6916. Como es 
positivo, puede afirmarse que hay una asociación positiva de ambas variables. 
La recta de regresión de las ventas sobre la publicidad se representa en la 
figura 11.40 y tiene como ecuación: 


y = 109044 2.071x 


Puesto que el coeficiente de determinación es 0.4783, ni la mitad de la va- 
riabilidad de las ventas queda explicada por la inversión en publicidad: la 
inversión en publicidad no sirve, por sí sola, para dar una buena estimación 
de las ventas. 
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ventas 
20 


1 2 3 4 
inversión en publicidad 
en miles 


figura 11.39 ejercicio 11.19: ventas sobre inversión en publicidad 
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Cuestión 11.1 La respuesta correcta es c. El interés medio anual será el 
cociente de la cantidad total recibida como intereses dividida por el capital 
total (y multiplicada por 100 si se quiere expresar como porcentaje). 

De cada 100 pesetas que tiene invertidas, 40 están colocadas al 12% 
anual, luego percibe por ellas 4.8 pesetas al año. Las restantes 60 pesetas, 
están colocadas al 10% anual; luego percibe por ellas 6 pesetas. Así resulta 
que, en un año, por cada 100 pesetas percibe 10.8. Luego el interés medio 
es del 10.8%. 


Cuestión 11.2 La respuesta correcta es b. La covarianza y el coeficiente de 
correlación tienen el mismo signo, Ver la explicación en la sección 11.12. 


Cuestión 11.3 La respuesta correcta es b. El salario medio mensual de los 
empleados es el cociente de los ingresos de todos los empleados al cabo del 
mes, dividido por el número de empleados. Por consiguiente, será igual a: 


3- 1200004 2-90000+1- 150000 
6 


= 115000 
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Luego es 115000 pesetas. 


Cuestión 11.4 La respuesta correcta es a. Si los valores de una variable 
son aproximadamente la mitad de los valores de la otra variable, al crecer 
una variable tenderá a crecer la otra, 

Por lo tanto, la asociación estadística será positiva, y el coeficiente de 
correlación será positivo. 


Cuestión 11.5 La respuesta correcta es a. El coste medio de la tonelada 
de zinc almacenado es igual a la cantidad total pagada por el metal dividido 
por el número de toneladas compradas. La cantidad total pagada por el zinc 
es: 


10-400 4 15-450+4+5-550= 13500 libras 
luego el coste medio es 13 500/30 = 450 libras/tonelada. 


Cuestión 11.6 La respuesta correcta es b. Cuantos más kilómetros se re- 
corran, menos gasolina habrá en el depósito. Las dos magnitudes están 
asociadas de manera negativa, luego el coeficiente de correlación será nega- 
tivo. 


Cuestión 11.7 La respuesta correcta es a. La cantidad total percibida al 
mes por los empleados es: 


10 - 140000 + 30 - 220000 = 8000000 pesetas 


luego el sueldo medio es: 


8000000 


a 200000 pesetas/empleado 


También se puede resolver teniendo en cuenta que el 25% de los empleados 
son de exterior y el resto de interior. El sueldo medio será: 


0.25 - 140000 + 0.75 - 220000 = 200000 pesetas 


como ya se había obtenido. 
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Cuestión 11.8 La respuesta correcta es c. El número medio de viajeros por 
asiento será: 


1 4 
7 0.75+5-0.85 
5 ek 5 0.85 


es decir, 0.83 viajeros por asiento. Con otras palabras, en media, el avión 
tiene un 83% de los asientos ocupados. 


Cuestión 11.9 La respuesta correcta es c. El resumen de sus operaciones 
aparece en la tabla: 


Año 87 500 -= = 200.000 pesetas, x= 400 acciones 
Año 88 600 - y = 120.000 pesetas, y = 200 acciones 


Luego el desembolso total que ha realizado es: 
400 - 500 + 200 - 600 = 320000 pesetas 


el precio medio de compra será el cociente del desembolso total al número 
de acciones compradas; es decir, 320000/600. Por lo tanto, el precio medio 
de compra es 533.3 pesetas. 


Cuestión 11.10 La respuesta correcta es b. El número medio de alumnos 
por colegio es 12-40 = 480. El razonamiento es simple: 


n? total de aulas 


Z =n* medio de aulas por colegio = ————— = 
EA a) Ñ n? total de colegios 


* total de al 
n? total de alumnos _ ¿y 


n? medio de alumnos por aula = —G 
n* total de aulas 


luego 


al 
Ú 


n? medio de alumnos por colegio 
n? total de alumnos 

n? total de colegios 

n? total alumnos — n? total aulas 
n? total de aulas - n? total colegios 
= 12-40 = 480 
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Cuestión 11.11 La respuesta correcta es b. Si compra x acciones a 400 
pesetas la acción, el precio medio de las acciones será: 


1000 - 500 + z -400 
1000 + 
Para que ese precio medio sea igual a 450 pesetas/acción, debe cumplirse: 


1000 - 500 + zx - 400 


1000 +2 290 


Esto es, debe ser: 
500 000 + 4007 = 450000 + 4502 
Luego 50000 = 50x, de donde z = 1000. 


Cuestión 11.12 La respuesta correcta es c. Si x es el número de toneladas 
de carbón que se compraron a 3000 pesetas la tonelada, el coste medio del 
carbón almacenado será: 

(10000 — x) - 4000 + z - 3000 


10000 
Para que el coste medio sea igual a 3700 pesetas la tonelada, debe cumplirse: 
(10000 — x) - 4000 + x - 3000 _ 
700 


Esto es: 
40000000 — 10007 = 37000 000 


Luego 10007 = 3000000. De donde z = 3000 toneladas. 


Cuestión 11.13 La respuesta correcta es b. El coeficiente de correlación es 
un número comprendido entre —1 y 1; luego |p| > p?. 


Cuestión 11.14 La respuesta correcta es a. Como el coeficiente de correla- 
ción es positivo, hay una asociación positiva entre las variables. 


Cuestión 11.15 La respuesta correcta es b. El coeficiente de regresión tiene 
el mismo signo que la covarianza; luego si la covarianza es negativa, también 
lo será el coeficiente de regresión. 
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Cuestión 11.16 La respuesta correcta es b, El coeficiente de regresión de 
y sobre z es igual a: 07y/02 luego será igual a 120/240 = 1/2. 


Cuestión 11.17 La respuesta correcta es c. El coeficiente de determina- 
ción está comprendido entre 0 y 1, por ser el cuadrado de un número (p) 
comprendido entre —1 y 1. 


Cuestión 11.18 La respuesta correcta es b. Ver la explicación de la sección 
11.12. 


Cuestión 11.19 La respuesta correcta es b. El número total de colmenas 
es: 20-204+30-30= 1300 Luego el número medio de colmenas por habitante 
será 1300/50 = 26. 


Cuestión 11.20 La respuesta correcta es a. Si el coeficiente de regresión de 
y sobre x es positivo, la covarianza será positiva. Si la covarianza es positiva, 
el coeficiente de regresión de x sobre y será positivo. 

La afirmación anterior es natural; si el coeficiente de regresión de y sobre 
zx es positivo, hay una asociación positiva entre y y x y, por lo tanto, también 
hay una asociación positiva entre x e y. 


Cuestión 11.21 La respuesta correcta es a. El producto de los coeficientes 
de regresión es igual al coeficiente de determinación. 


2 

Ozy Cay _ Cy > 
2 yl 272 

od da alo 


Luego p? = 0.25; de donde p = +0.5 ó p = —0.5. Como el coeficiente de 
correlación tiene el mismo signo que los coeficientes de regresión, resulta 
p=0.5. 


Cuestión 11.22 La respuesta correcta es a. La recta de regresión de y sobre 
zx tiene como ecuación: 
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En este caso, será: y — 2= 4(x — 1)/8, de donde y = 0.52 + 1.5. 


Cuestión 11.23 La respuesta correcta es a. Es semejante a la cuestión 
anterior. La recta de regresión tendrá como ecuación: y— 2 = Ele — 1), de 
donde y = 0.252 + 1.75. 


Cuestión 11.24 La respuesta correcta es a. El valor previsto para y, cuando 
zx =0.5, es: y =0.8-0.5+4+ 1.5, luego es yp = 1.9. 


Cuestión 11.25 La respuesta correcta es b. El coeficiente de correlación es 
igual a: p = 07y/070y, luego p =2/2-5= 0.2. 


Cuestión 11.26 La respuesta correcta es b. El coeficiente de determinación 
es igual a: p? =02,/020?, luego p? = 9/9 -4= 0.25. 


Cuestión 11.27 La respuesta correcta es b. El coeficiente de correlación es 
igual a: p= Ez, luego p=3/2-5=0.3. 


0x0y 


Cuestión 11.28 La respuesta correcta es b. Si la suma de las observaciones 
de la variable es 50, la media será 7 = 50/20 = 2.5. Ahora, la varianza, 07, 
de la variable es igual a: 


luego 0? = (200/20) — (2.5)? = 3.75. 


Cuestión 11.29 La respuesta correcta es c. Si la suma de las observaciones 
de la variable es 25, la media será 7 = 25/10 = 2.5. Ahora, la varianza, 07, 
de la variable es igual a: 


A 


luego 0? = (102.5/10) — (2.5)? = 4, luego la desviación típica, a, es igual a 
2. 
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Cuestión 11.30 La respuesta correcta es c. Como un metro es igual a 100 
centímetros, la varianza expresada en centímetros será igual a 100? veces la 
varianza expresada en metros, es decir 2500. 


Cuestión 11.31 La respuesta correcta es b. De acuerdo al diagrama, cono- 
cer una variable no permite mejorar el pronóstico del valor de la otra, es de 
esperar que el coeficiente de correlación sea casi cero. 


Cuestión 11.32 La respuesta correcta es a. Según el diagrama, hay una 
tendencia a que crezcan los valores de una variable al crecer los que la otra. 
Por lo tanto, el coeficiente de correlación será positivo. 


Cuestión 11.33 La respuesta correcta es b. Se puede observar que hay una 
tendencia a que, cuando los valores de x crecen, decrecen los valores de y y, 
al revés, que cuando crecen los valores de y, decrecen los de x. Por lo tanto, 
el coeficiente de correlación será negativo. 


Cuestión 11.34 La respuesta correcta es a. Según se muestra en el dia- 
grama, la recta de regresión tiene pendiente positiva. Luego la covarianza 
será positiva. 


Cuestión 11.35 La respuesta correcta es b, Se observa en el diagrama que 
la recta de regresión es negativa. Luego la covarianza será negativa y el 
coeficiente de correlación también será negativo. 


Las cinco cuestiones siguientes hacen afirmaciones acerca del mismo pro- 
blema. De una sola vez, con la ayuda de la calculadora, puede encontrar 
que: 

Z=05 02=003  07y=0.034 

y=0.43 05= 0.0501 
Si su calculadora le proporciona, directamente, estas características estadís- 
ticas, lea con atención las instrucciones. En Estadística, con mucha frecuen- 
cia y por motivos que no podemos justificar aquí, se emplea una medida de 
dispersión denominada cuasi-varianza, que se define: 


2 (TP + (27) 004 (2 — 7Y 
a n-1 


cuasi-varianza = 
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Es decir, la cuasi-varianza se calcula igual que la varianza, pero en lugar de 
dividir por el número n de observaciones, se divide por n — 1. Asegúrese 
que el número que le proporciona su calculadora es la varianza y no la cuasi- 
varianza. En otro caso, multiplique el resultado por n — 1 y divídalo por 
n. 


Cuestión 11.36 La respuesta correcta es b. La respuesta se sigue de los 
datos de la tabla anterior. 


Cuestión 11.37 La respuesta correcta es b. La respuesta se sigue de los 
datos de la tabla anterior. 


Cuestión 11.38 La respuesta correcta es a. La respuesta se sigue de los 
datos de la tabla, sin más que tener en cuenta que 

Oy 0.034 
070y — 0.1732-0.2238 


p= = 0.8771454 


Nótese que la respuesta era con tres decimales exactos. 


Cuestión 11.39 La respuesta correcta es c. De nuevo, la respuesta se sigue 
de los valores calculados, sin más que tener presente que 


pa 


02 0.03 


De nuevo, con tres decimales, b= 1.133. 


Cuestión 11.40 La respuesta correcta es b. El porcentaje de la varianza de 
y explicada por x es igual a p? x 100%. 

Como, con tres decimales, p? = 0.769, se tiene que el porcentaje de 
varianza de y explicada por x es el 76.9%. Expresada con un decimal exacto. 


Capítulo 12 


Las matemáticas del 
computador 


12.1 Introducción 


Muchas de las actividades cotidianas de la sociedad moderna son realizadas 
por computadores. El diseño de prototipos de vehículos, el establecimiento 
y mantenimiento de comunicaciones vía teléfono, radio, televisión, satélites, 
la confección de recibos (teléfono, luz, gas, seguros, etc.), la corrección de 
exámenes, la elaboración de los originales de libros, como el que tiene el 
lector en sus manos, son ejemplos de tareas que se llevan a cabo con la 
intervención de un computador. Tenemos la sensación de que nada se puede 
hacer ya sin colaboración del omnipresente computador. Y, efectivamente, 
así es. 

¿Cuáles pueden ser las razones de esta invasión de los computadores en 
nuestra organización social? Y, sobre todo, ¿qué tareas pueden realizar los 
computadores y de qué manera las llevan a cabo? Este capítulo pretende 
dar respuesta a esas preguntas. Primero describiremos los elementos básicos 
que forman un computador y su modo de operar. Luego se expondrán al- 
gunas ideas sobre las matemáticas del computador; es decir, sobre cómo el 
computador maneja los números y realiza operaciones con ellos. 


12.2 El alcance de los computadores 


La etimología de computador recuerda la misión para la que fueron inventa- 
dos: calcular. Los primeros computadores resolvían problemas de una natu- 
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raleza claramente matemática, como realizar complicados cálculos. Hoy en 
día, los computadores se utilizan para tareas tan dispares como predecir el 
tiempo, lanzar un cohete al espacio, diseñar la moda de la temporada que 
viene, diagnosticar enfermedades, controlar el tráfico, investigar crímenes, 
reservar plazas en aviones y hoteles, ayudar a los escolares en el aprendizaje 
y Otras muchas en las que se hace difícil apreciar a primera vista que relación 
tienen con los números y los cálculos. 


12.2.1 Datos e Información 


Sin embargo, todos estos problemas tienen algo en común. Cuando un indi- 
viduo o grupo, el decisor, se enfrenta con un problema, usualmente dispone 
de una serie de datos relativos al mismo. El término datos se refiere al ma- 
terial en bruto y sin organizar, recogido de diversas fuentes: es la materia 
prima del problema. Para resolverlo, se debe actuar de manera inteligente, 
transformando los datos a fin de extraer de ellos información. El término 
información, se refiere a los datos organizados de forma útil, es decir, pre- 
cisa, resumida y completa, en tiempo y lugar oportunos. Por ejemplo, para 
predecir el tiempo se puede disponer de datos relativos a la temperatura, 
humedad relativa del aire, dirección y velocidad del viento, estadísticas de 
períodos anteriores, etc. Una vez procesados estos datos se podrá extraer 
de ellos información meteorológica acerca de la evolución más probable del 
tiempo en el próximo período. La idea del proceso de datos se esquematiza 
en la figura 12.1. 


Datos —Entrada_| Proceso | Salida Información 


figura 12.1 proceso de datos 


12.2.2 Computadores 


Cuando el problema es simple y los datos que se manejan son pocos, el decisor 
puede obtener la información buscada mediante procedimientos sencillos, 
como la manipulación mental de los datos, o el empleo de lápiz y papel. Pero 
si el problema es complejo y el número de datos grande, o bien si hay que 
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resolver un mismo problema repetidas veces, es más conveniente automatizar 
el proceso de los datos, recurriendo a la utilización de máquinas. 

Los primeros aparatos empleados para procesar datos, especialmente 
para realizar cálculos, fueron máquinas mecánicas, es decir, construidas a 
base de piezas como ruedecillas, engranajes, muelles, etc. Con el desarro- 
llo de la electricidad y la electrónica, las máquinas para procesar datos in- 
corporaron estos avances a sus diseños, dando lugar a la aparición de los 
computadores electrónicos. Aunque, como se comentará más adelante, se 
puede construir un tipo de computadores denominados computadores ana- 
lógicos, la palabra computador es prácticamente sinónimo de computador 
electrónico digital, en referencia al modo como se representan los datos me- 
diante dígitos, o símbolos, convenientemente codificados, y al modo como 
se manipulan, esencialmente por conteo o enumeración. Para manipular los 
datos hay que preparar la máquina de manera adecuada alimentándola con 
las instrucciones pertinentes, codificadas de manera similar a los datos: hay 
que proporcionar al computador un programa. En resumen, 


Un computador es una máquina electrónica digital para el proceso 
de datos, controlada por un programa almacenado. 


La ciencia de los computadores estudia la teoría, el diseño, la fa- 
bricación y el uso de los computadores. 


Así pues, la tarea básica que realiza un computador es procesar los da- 
tos para convertirlos en información. Este hecho es tan fundamental que 
se ha acuñado un nuevo término para describirlo: Informática, o ciencia 
del procesamiento de datos para la obtención de información. Este término 
puede considerarse sinónimo de ciencia de la computación. De igual modo, 
un sinónimo de computador utilizado frecuentemente, la palabra ordena- 
dor, resalta una de las tareas fundamentales de los computadores: ordenar, 
clasificar o resumir los datos. 

El importante papel que los computadores juegan en el mundo de la in- 
formación reside, no tanto en su capacidad para procesar los datos, sino, 
fundamentalmente, en el modo como llevan a cabo esta tarea. De hecho, 
desde los primeros tiempos, el hombre fue capaz de resolver problemas com- 
plejos de tratamiento de datos sin el auxilio de los ordenadores: los egipcios 
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contruyeron majestuosas pirámides; los romanos trazaron amplias calzadas 
y acueductos; los aztecas calcularon con notable precisión el movimiento de 
los astros; la radio, la televisión, el automóvil y el avión fueron inventados 
cuando el desarrollo de los computadores estaba en fase embrionaria. 

Hay varias razones por las cuales en la sociedad actual los computadores 
forman el pilar básico para el tratamiento de la información. Para descubrir- 
las es conveniente hacer un breve análisis de la definición de computador, 
comentando al mismo tiempo sus posibilidades y limitaciones. 


a) Un computador es, en primer lugar, una máquina, tal como lo son un 
automóvil o una lavadora. Como tal, no está dotada de instintos, sentimien- 
tos, inteligencia ni otras características de los seres vivos. Aunque posee algo 
similar a la memoria, no posee en absoluto algo similar al alma. Por tanto, 
no puede actuar por su cuenta ni llegar a conclusiones no previstas por su 
diseñador. La imagen de un computador rebelándose contra el hombre y 
convirtiéndose en una amenaza para la humanidad es pura ciencia ficción. 


b) Un computador es una máquina electrónica digital. Con ello se indica 
que la máquina está fabricada en base a una serie de elementos tales como 
circuitos integrados, transistores, semiconductores, pastillas de silicio o chips, 
cables, etc., alimentados con corriente eléctrica. Lo fundamental es que todo 
su funcionamiento gira alrededor de la presencia o ausencia de impulsos 
eléctricos en cada una de sus componentes. Cada elemento es susceptible de 
estar en uno de dos estados (activado—desactivado, encendido—apagado). 

Si se adopta el convenio de representar con 1 el estado encendido y con 0 
el estado apagado, se tiene un código simple para representar la información. 
Como se verá más adelante mediante combinaciones adecuadas de estos dos 
estados es posible representar cada número, letra, símbolo, sonido, etc. Esta 
cualidad es una de las características básicas de la tecnología actual. Los 
dígitos 1, O se llaman dígitos binarios o bits (contracción de las palabras 
inglesas binary digits) y constituyen la cantidad de información mínima que 
puede representar un ordenador. 


c) Un computador es una máquina para procesar datos, controlada por un 
programa. Procesar los datos mediante un programa consiste, básicamente, 
en introducir los datos en el ordenador junto con un conjunto de instrucciones 
para su manipulación y recoger la información elaborada. 


Por lo tanto, en el proceso de datos mediante computador intervienen 
dos elementos: la parte física, material, tangible, formada por los circuitos, 
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componentes electrónicos, etc. de la máquina, que se denominan usualmente 
con el término inglés hardware, que viene a significar algo similar a ferre- 
tería, o quincallería; y la parte lógica, inmaterial, intangible, formada por 
el conjunto de instrucciones lógicas que controlan el funcionamiento de la 
máquina, y que se designa en el lenguaje informático como software, neolo- 
gismo paralelo al término hardware. 


12.23 Características de los computadores 


El modo de operar de un computador es ciertamente complejo. En realidad 
los humanos procesan los datos de una manera intuitiva, sin necesidad de 
especificar en un programa concreto la tarea que pretenden realizar. Cabe 
pues preguntarse cuáles son en realidad las ventajas de utilizar una máquina 
de manejo tan complicado como un computador. La clave de la utilización 
de los ordenadores para el proceso de datos reside en sus características, con 
las que en modo alguno pueden competir los humanos. Señalaremos las más 
importantes. 


Velocidad: Basado en impulsos eléctricos y careciendo prácticamente de par- 
tes mecánicas, el computador opera a la velocidad de la luz. La tecnología 
actual es capaz de concentrar complejos circuitos en un espacio físico redu- 
cidísimo, por lo que puede considerarse que la velocidad interna del compu- 
tador es virtualmente instantánea. Los tiempos de respuesta no se miden ya 
en segundos, sino en sus más pequeños divisores, tal como se indica en la 
tabla 12.1. 


Unidad Símbolo Fracción de segundo 
milisegundo ms 107 — segundos 
microsegundo us 107% — segundos 
nanosegundo ns 107% — segundos 
picosegundo ps 10712 segundos 


tabla 12,1 unidades de tiempo en informática 


Un potente computador actual es capaz de sumar dos números de 18 
cifras en unos 300ns; es decir, puede realizar 


109 


300 = 3.3 millones 
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de tales sumas en un segundo. A estas velocidades, los millones de opera- 
ciones básicas necesarias para efectuar una tarea compleja se realizan prác- 
ticamente en tiempo real, produciendo información oportuna en el tiempo. 


Memoria: A diferencia de los humanos cuya capacidad de almacenar datos e 
información es muy limitada, un computador tiene virtualmente capacidad 
de almacenamiento sin límites. La memoria de un computador es de dos 
tipos. La memoria principal, o memoria interna, es el lugar donde almacena 
los datos y programas que va a procesar de manera immediata. Esta memo- 
ria viene limitada por la necesidad de mantener el tamaño del computador 
dentro de unos límites razonables. La memoria secundaria o memoria ex- 
terna está formada por discos o cintas magnéticas de material plástico barato 
y tamaño reducido, pudiendo almacenar prácticamente cualquier cantidad 
de información. 

La unidad de información mínima es, como se ha señalado, el bit. Las 
unidades de memoria se expresan con potencias de 2. Una agrupación de 
2% = 8 bits adyacentes forman un byte que suele bastar para representar 
un carácter (número o letra) y es la unidad básica. Un Kilobyte, abreviado 
K, son 210 = 1024 bytes y es la unidad de referencia usual para medir la 
capacidad de un ordenador; así por ejemplo, un ordenador de 640K puede 
representar a 640 -21% = 655360 caracteres. 

Los ordenadores actuales poseen cada vez mayor capacidad midiéndose 
en Megabytes, abreviado Mega, de forma que 1 Mega es igual a 1024K, o 
equivalentemente 1 Mega = 2? bytes = 1048576 caracteres. 

Otra unidad que puede considerarse es el Gigabyte, abreviado Giga, que 
es igual a 1024 Megas, es decir, 1 Giga = 2% bytes = 1073741824 de 
caracteres. La tabla 12.2 resume estas unidades de memoria. 


Unidad Equivalencia 
(bytes) 
B byte 20 1 
KB Kilobyte 210 1024 


MB  Megabyte 2? 1048576 
GB Gigabyte 2% 1073741824 


tabla 12.2 unidades de memoria en informática 


Precisión: El ordenador realiza todas sus tareas con una precisión interna 
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muy alta. Fllo se deriva de la elevada calidad de las componentes con que 
se diseñan y fabrican los computadores, que los liberan prácticamente de 
manera total de errores de procedimiento. Ello no debe confundirse con la 
precisión externa derivada del error humano, o inexactitud de los datos. Hay 
que recordar el viejo aforismo informático “si entra basura, sale basura”, 


Versatilidad: Como se ha dicho, el ordenador funciona bajo el control de un 
programa que manipula unos determinados datos. Un cambio en los datos, 
en el programa, o en ambos, permite utilizar el ordenador para muy diver- 
sas tareas. Difícilmente un humano sería capaz de efectuar eficientemente 
diversos trabajos sin un largo y costoso entrenamiento. 


Automatismo: Una vez programado, un ordenador es capaz de realizar largas 
y penosas tareas sin intervención humana alguna. 


Diligencia: Como máquina que es, un ordenador no experimenta cansancio 
ni falta de concentración al ejecutar tareas monótonas y repetitivas, de modo 
que si ha de realizar una operación un billón de veces, exactamente la última 
vez la realizará con igual precisión y velocidad que la primera. 


Como se deduce fácilmente de todas estas características, es impensable 
que el hombre u otro tipo de máquinas pueda competir actualmente con 
los ordenadores en ciertos tratamientos de los datos y en la obtención de 
información. 


12.2.4 Clasificación de los computadores 


Los computadores suelen clasificarse según varios criterios. 


Computadores analógicos y digitales 


La clasificación en computadores analógicos y digitales hace referencia al 
modo que tiene la máquina de codificar y procesar los datos. Un computador 
analógico opera mediante la medida de alguna magnitud adecuada, mientras 
que un computador digital opera contando dígitos. 

Un ejemplo sencillo de lo que significan estos términos lo encontramos 
en el reloj. Los relojes de esfera y agujas miden la magnitud tiempo por 
analogía, mediante la magnitud desplazamiento de las agujas a lo largo de la 
esfera. Los relojes digitales marcan la hora representándola numéricamente, 
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es decir, por conteo. En un reloj analógico se tiene la sensación de conti- 
nuidad en la medida, mientras que en un reloj digital la medida se efectúa 
de manera discreta. El alcance de los computadores analógicos es muy limi- 
tado quedando reducido a ámbitos muy especializados de la ingeniería y las 
aplicaciones científicas; por ello, como se ha señalado anteriormente, en la 
práctica, computador es sinónimo de computador digital. 


Computadores de propósito general y de propósito específico 


Según el uso que se pretenda hacer de ellos, los computadores pueden clasi- 
ficarse en computadores de propósito general y computadores de propósito 
específico. 

Un ordenador de propósito general puede realizar una amplia gama de 
tareas, desde complejos cálculos científicos hasta rutinarias aplicaciones de 
gestión. Los ordenadores de propósito específico están diseñados para reali- 
Zar una tarea concreta, como el control de una máquina en una cadena de 
producción o la composición de textos. 

En realidad, esta clasificación representa únicamente situaciones extre- 
mas. En la práctica, muchos ordenadores de propósito general, están la 
mayor parte del tiempo dedicados a realizar una tarea específica, y algunos 
ordenadores de propósito específico pueden ser fácilmente reprogramados 
para realizar otra tarea. 


Supercomputador, mainframes, minicomputador y microcompu- 
tador 


Según el tamaño y la potencia de cálculo están presentes hoy en el mer- 
cado cuatro segmentos: supercomputador, mainframe, minicomputador, mi- 
crocomputador, si bien las fronteras entre los segmentos son cada día más 
difusas (ver figuras 12.2 y 12.3). Las diferencias fundamentales entre los 
segmentos residen en el hardware, memoria disponible, posibilidades de co- 
municación, posibilidades de realizar varias tareas simultáneamente, precio, 
etc. 


12.3 Arquitectura de un computador 


Para comprender la estructura básica de un computador, es preferible ana- 
lizar previamente su esquema de funcionamiento. 
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AO 


figura 12.2 microordenador 


12.3.1 Modo de operar de un computador 


Un computador trabaja esquemáticamente del modo siguiente: 


a) Mediante un dispositivo adecuado, denominado genéricamente dis- 
positivo de entrada, se introducen los datos, convenientemente codificados, 
en una zona del ordenador llamada unidad de memoria. De igual modo se 
introduce un programa, o conjunto de instrucciones lógicas pormenorizadas 
que indican lo que se pretende que el ordenador haga con los datos. Esta 
operación se realiza bajo la supervisión de una unidad de control. 


b) Bajo la dirección de la unidad de control, el computador transfiere se- 
cuencialmente las instrucciones que forman el programa a la zona adecuada 
para su tratamiento aritmético y lógico, denominada unidad aritmético- 
lógica. Asimismo la unidad de control informa a la unidad aritmético-lógica 
de la operación concreta que cada instrucción exige realizar, y dirige la trans- 
ferencia desde la memoria de cualquier dato necesario para la operación. La 
unidad aritmético-lógica ejecuta la operación o comparación precisa. El re- 
sultado es depositado de nuevo en la unidad de memoria, bajo la supervisión 
de la unidad de control. 


€) Mediante otro dispositivo, el dispositivo de salida, los resultados son 
enviados desde la unidad de memoria al exterior, recogiendo así la informa- 
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figura 12.3 miniordenador 


ción buscada. 


d) Adicionalmente, el computador puede disponer de un dispositivo de 
almacenamiento, donde se guardan los datos y programas de forma perma- 
nente, 


12.3.2 Estructura básica de un computador 


Observamos pues que los elementos básicos que integran un ordenador son: 


a) Un dispositivo de entrada/salida. Permite la comunicación del or- 
denador con el usuario, tanto para recibir datos y programas como para 
proporcionar resultados. 


b) Una unidad de memoria (UM), una unidad de control (UC) y una 
unidad aritmético-lógica (UAL). Estas tres unidades en conjunto forman lo 
que se llama la unidad central de proceso, conocida popularmente por sus 
siglas en inglés: CPU (Central Process Unity) que constituye el corazón del 
computador. 


c) Un dispositivo de almacenamiento para guardar datos y programas de 
forma permanente. 
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La figura 12.4 esquematiza este ordenador básico. Las flechas representan 
el flujo de datos, programas y la información obtenida, así como el control 
que ejerce la unidad de control sobre el resto de las unidades y dispositivos. 


DISPOSITIVOS UNIDAD CENTRAL — DISPOSITIVOS 
DE ENTRADA DE PROCESO DE SALIDA 
emorta 
Teclado Principal 
a Impresora 
OCR 


DISPOSITIVOS 
DE ALMACENAMIENTO 


figura 12.4 esquema de un computador básico 


En las páginas siguientes, se describe cada una de las partes de un orde- 
nador. 


12.3.3 Unidad central de proceso 


La unidad central de proceso (CPU) constituye la parte principal de un 
ordenador. Se compone de tres unidades: La unidad de control, la unidad 
aritmético-lógica y la unidad de memoria principal. 
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Aunque se utilizan diversas tecnologías, lo común es que los elementos de 
la CPU estén formados por un material semiconductor (chips de silicio) que 
incluye una especie de celdas o casillas susceptibles de estar en dos estados 
activado, (on), y desactivado, (ofJ), que sirven para representar un bit y 
contienen información en su forma más básica. 

Las partes de la CPU están comunicadas entre sí y con los dispositivos de 
entrada y salida mediante unos circuitos denominados genéricamente buses. 


Unidad de control 


La unidad de control gobierna la actividad de la CPU. No procesa ni alma- 
cena datos, sino que supervisa el desarrollo de las operaciones y controla la 
entrada de datos en la memoria principal o la salida desde la memoria princi- 
pal a los dispositivos. La transferencia de datos y programas entre la memo- 
ria principal y la unidad aritmético-lógica y la ejecución de las instrucciones 
del programa en la unidad aritmético-lógica, también están controladas por 
la unidad de control. 

La unidad de control se alimenta por energía eléctrica y a impulsos igual- 
mente espaciados de tiempo, o ciclos, produce una señal que obliga a los 
circuitos a realizar las operaciones deseadas. La duración de los ciclos es 
un índice de la velocidad del ordenador; ésta suele medirse en megaherzios 
(MgHz). El megaherzio es una unidad de frecuencia que equivale a un millón 
de ciclos por segundo, 


Unidad aritmético-lógica 


La unidad aritmético-lógica es la unidad operativa del computador. Esta 
unidad no almacena datos, tan sólo los manipula. En ella, mediante circui- 
tos apropiados, se efectúan los cálculos numéricos y comparaciones lógicas 
entre los datos que son las únicas operaciones básicas que puede realizar 
un computador, Los resultados de estas operaciones son depositados en la 
memoria principal. 


Unidad de memoria principal 


La unidad de memoria principal mantiene los datos, las instrucciones y los 
resultados intermedios y finales. Al comienzo de las operaciones los datos y 
programas son transferidos a la memoria principal mediante los dispositivos 
de entrada y luego procesados por la unidad aritmético-lógica, volcando los 
resultados en los dispositivos de salida. 
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El número de casillas o celdas que forman la memoria principal dan un 
índice de la capacidad del ordenador. Los ordenadores actuales pueden estar 
dotados de una memoria principal de varios Megas. 


Ea 3 4 5 6 7] Ta 9 10 

Y 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

DATO 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

51 52 53 54, 55 56, 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

INS 
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 
1200 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
a] 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 10 

figura 12.5 esquema de la memoria principal de un computador 
Intuitivamente la memoria principal puede imaginarse como un gran blo- 
que de buzones de correos, cada uno con una dirección, dentro del cual se 


guarda un dato o una instrucción. La figura 12.5 representa un esquema de 
esta idea. Cada una de las casillas representa una posición de memoria, con 
su dirección. Por ejemplo, la casilla cuya dirección es 34, contiene la palabra 
DATO, la casilla con dirección 62 contiene INS, que puede representar una 
instrucción de un programa y la casilla con dirección 77 contiene el número 
1200. 

La unidad de control se refiere a las posiciones de memoria utilizando 
su dirección y transfiere el contenido de la casilla de memoria a la unidad 
aritmético-lógica que se encarga de realizar la instrucción o manipular el 
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dato contenido en la casilla. 

La memoria principal puede ser de varios tipos, según las posibilidades 
de lectura y escritura y el modo de acceso. La memoria RAM, memoria 
de acceso aleatorio (Random Access Memory), está formada por casillas que 
pueden ser leídas o escritas indefinidamente y a cada una de ellas puede 
accederse directamente. La RAM es una memoria no permanente, en el 
sentido de que necesita una fuente de energía constante, de modo que cuando 
se corta el suministro de energía eléctrica al computador, el contenido de la 
RAM se pierde. Por ello, son necesarias las memorias auxiliares o secundarias 
que describen más adelante. 

Cuando se enciende el computador la memoria RAM está vacía. Puesto 
que algunas de las tareas que debe realizar un computador son siempre 
las mismas, en particular las primeras operaciones de control interno de la 
máquina, así como los primeros programas de intercomunicación con el usua- 
rio, es conveniente disponer de una memoria permanente, es decir, cableada 
y no modificable que incluya todas las intrucciones principales originales. 

Esta memoria no modificable se denomina ROM, memoria de sólo lec- 
tura (Read Only Memory) y normalmente la suministra por el fabricante 
con las instrucciones precisas para iniciar el funcionamiento de la máquina, 
(figura 12.6). 


figura 12.6 


12.3.4 Dispositivos de entrada/salida 


La conexión de la CPU con el exterior se realiza por medio de los dispositivos 
de entrada ó salida. A lo largo de la evolución de los computadores, se han 
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utilizado diversos procedimientos y sistemas para introducir los datos y los 
programas en el ordenador. Algunos de ellos, como las históricas tarjetas 
perforadas, han caído en desuso y han sido sustituidos por otros medios de 
uso más cómodo, 

La misión de estos dispositivos es, esencialmente, traducir el lenguaje 
humano al lenguaje de ceros y unos de la CPU y viceversa. 


Terminales de pantalla 


Actualmente, los dispositivos más empleados para intoducir datos en el or- 
denador o ver los resultados obtenidos son los terminales de pantalla, Visual 
Display Unit. Un terminal de pantalla está formado por un teclado y un 
monitor de vídeo. 

El teclado es similar al de una máquina de escribir. Con frecuencia in- 
cluye un teclado numérico separado para facilitar la introducción de grandes 
series de datos numéricos, teclas programables susceptibles de ser definidas 
por el usuario para asignarles funciones especiales, teclas de órdenes y teclas 
para mover el cursor o puntero que indica dónde se escribirá un determinado 
carácter (véase figura 12.7). 


figura 12.7 teclado 


El monitor de vídeo o pantalla, ver figura 12.8, es el dispositivo que 
representa los caracteres y los gráficos, bien sea introducidos por el teclado, 
bien sea los producidos como resultados de las operaciones realizadas por el 
computador. También se fabrican pantallas sensibles al contacto (touch sen- 
sitive screen) que permiten dar órdenes al computador simplemente tocando 
el punto adecuado de la pantalla. El monitor consiste en un tubo de rayos 
catódicos, similar al de un televisor ordinario y puede ser monocromo o en 
color. 

El tamaño de la pantalla se refiere a la longitud de su diagonal; tamaños 
usuales son 13 o 14 pulgadas. Los caracteres se representan en la pantalla 
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figura 12.8 monitor de vídeo 


mediante un matriz de puntos iluminados convenientemente para representar 
el carácter deseado (véase figura 12.9). 


figura 12.9 representación de caracteres mediante una matriz de puntos de 5 x 7 


La resolución de un monitor representa el número de puntos horizontales 
por el número de puntos verticales capaz de alcanzar el monitor en repre- 
sentacion gráfica y depende del tipo de tarjeta gráfica de que disponga el 
ordenador. Esta tarjeta gráfica es una zona de memoria especial en donde 
se guardan los caracteres que se representan en la pantalla. 

En modo de escritura puede disponerse normalmente de un número de 
filas y columnas dado, usualmente 24 filas por 80 columnas, lo cual supone 
1920 posiciones, aunque puede extenderse a 40 filas y 130 columnas. 

Un terminal puede estar dotado de un ratón (mouse), ver figura 12.10. 

Este dispositivo es muy popular debido a su sencillez de funcionamiento. 
Fundamentalmente se trata de una bola (física u óptica) que gira en todas 
direcciones pemitiendo situar al cursor en la posición deseada de la pantalla 
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figura 12.10 ratón 


con gran rapidez y precisión. Su uso es especialmente recomendable en 
aplicaciones de diseño asistido por ordenador, gráficos, etc en los que la 
utilización de las teclas de movimiento del cursor es mas incómoda. 


Lectores ópticos 


El proceso de introducir los datos en un ordenador mediante el teclado es 
una tarea lenta, pesada y sujeta a error. Para evitar, en la medida de lo 
posible, estos problemas, se han ideado diversos procedimientos que permiten 
introducir datos automáticamente. 

Un método que se ha extendido en los últimos años es el reconocimiento * 
de marcas y caracteres. 

Actualmente pueden distinguirse tres tipos de reconocimiento: 


e Lector óptico de marcas (Optical Mark Reading), (OMR). 


e Reconocimiento de caracteres de tinta magnética (Magnetic Ink Cha- 
racter Recognition), (MICR). 


e Reconocimiento óptico de caracteres (Optical Character Recognition), 
(OCR). 


Lectores ópticos de marcas: Los lectores ópticos de marcas permiten detectar 
la presencia de marcas realizadas con lápiz o tintas especiales en un impreso 
especialmente diseñado para la aplicación de interés (ver figura 12.11). 
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El lector reconoce las marcas como zonas que no reflejan los haces de 
luz emitidas por una fuente adecuada. La fiabilidad y velocidad del proceso 
es muy alta. Se utilizan con frecuencia para la lectura de cuestionarios de 
respuesta múltiple (exámenes, encuestas). 


6E?BrAO 


figura 12.12 caracteres para lectura magnética (Puente E 13 B) 


Reconocimiento de caracteres de tinta magnética: El sistema de reconoci- 
miento de caracteres de tinta magnética utiliza unos caracteres impresos 
con una tinta especial que contiene partículas magnéticas (ver figura 12.12). 
Esta tinta induce una corriente eléctrica en el circuito de lectura de inten- 
sidad proporcional al área magnetizada. Mediante la comparación con unos 
patrones previamente establecidos puede identificarse el carácter leído. Se 
utilizan para lectura de documentos, tales como cheques, talones, etc. 


Reconocimiento óptico de caracteres: El reconocimiento óptico de caracteres 
se basa en un aparato denominado scanner de aspecto y funcionamiento si- 
milar al de una fotocopiadora de sobremesa. El scanner realiza un examen 
de cada carácter como si estuviese formado por puntos diminutos, normal- 
mente 300X 300 por pulgada cuadrada, confeccionando un mapa de puntos 
que permite identificar el carácter escrutado mediante la comparación con un 
patrón previamente introducido en el ordenador. La figura 12.13 representa 


el modo en que el scanner “ve” el carácter A reconociéndolo mediante los 
puntos que caen dentro del contorno delimitado por la letra. El sistema per- 
mite leer textos, incluso manuscritos, supuesto que se utiliza una tipografía 
regular con la que previamente se ha alimentado al ordenador. En realidad 
la lectura de textos mediante scanner no es más que una de las posibilidades 
de estos aparatos que han sido diseñados para la introducción de gráficos en 
el ordenador. 


Modem 


El modem (Modulador-Demodulador) es un dispositivo que permite el inter- 
cambio de datos entre ordenadores distantes. Se conectan a redes, como, 
por ejemplo, la red telefónica ordinaria, para el envío y recepción de datos. 
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000000000000000 
000000000000000, 


vo00000000000000000 
vo000009000000000000 


9o0000000000000000000 
00000000000000000000000 


000000000009000000000000 


90000000000000000000 
00000000000000000000 

agovooocoocoococooooo 
0000000000090000000000 


figura 12.13 mapa de puntos generado por un scanner al “leer” la letra A 


Suelen utilizarse para correo electrónico, acceso a bancos de datos remotos, 
conferencias a través de computador, etc. 


Sistemas multimedia 


Actualmente es posible conectar a un computador equipos de vídeo y audio 
que permiten introducir datos en forma de imágenes y sonidos. El ordena- 
dor se ha convertido así en un potente sistema multimedia que permite el 
procesamiento versátil de datos presentados bajo las más diferentes formas: 
texto, voz e imagen. 


Impresoras 


Las impresoras son el dispositivo de salida por excelencia, especialmente 
cuando se desea obtener una copia permanente de la información, inteligible 
para los humanos. Existen impresoras que usan las más diversas tecnologías. 

Dentro de cada tecnología las características que diferencian unos mode- 
los de otros son: 


— La velocidad de impresión, expresada en líneas o páginas por minuto, 
pudiendo ser unidireccionales o bidireccionales. 


— La anchura de carro o el tamaño del papel sobre el que imprimen, 
medido en caracteres por línea, por ejemplo, 80 ó 132 caracteres, o 
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bien en formatos de papel dado, por ejemplo, A4. 


— La matriz de puntos, medida en puntos por ancho y por alto, que da 
idea de la definición del carácter impreso. 


— La capacidad del alimentador de hojas, que puede oscilar entre 200 
hojas y varios miles para las que admiten papel continuo. 


— La posibilidad de utilizar diferentes tipos de caracteres (fuentes), así 
como caracteres gráficos o ser programables (figura 12.14), permitiendo 
definir caracteres propios. 


— La disponibilidad de una memoria intermedia o buffer, en la que el 
ordenador va almacenando los caracteres destinados a ser impresos 
permitiendo acelerar la operación de escritura. 


— La posibilidad de imprimir en color, etc. 


figura 12.14 impresora gráfica 


Algunas de las tecnologías utilizadas actualmente son las siguientes; 


Impresoras de Agujas: Pertenecen a la gama de impresoras matriciales, re- 
alizan la impresión mediante una matriz de agujas de dimensión variable, 
por ejemplo, 9 x 9, que determina la resolución de los caracteres de modo 
similar a como lo hacen los monitores de vídeo, figura 12.14. Las agujas 
producen un impacto en una cinta entintada y al presionar sobre el papel se 
realiza la impresión. 
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Las principales ventajas son su precio y economía de mantenimiento, 
dentro de una velocidad media. Presentan el inconveniente de la baja calidad 
de la escritura y el ruido. Las hay que admiten diversos anchos de carro, 
tipos de fuentes, alimentación en papel continuo u hoja a hoja. 


Impresoras de inyección de tinta: Estas impresoras de diseño matricial emi- 
ten chorros de tinta a través de una matriz de puntos que forman los tipos. 
La idea básica es la misma que las impresoras de agujas, pero la escritura 
no se obtiene por impacto sino por inyección de tinta. 

Las ventajas de estas impresoras son la ausencia de ruido y la posibilidad 
de utilizar matrices con un gran número de puntos, lo que se traduce en una 
mayor calidad de impresión. También mediante este procedimiento es posible 
emplear tintas de diversos colores, lo cual permite la impresión en color. Su 
principal inconveniente es su mayor precio y mantenimiento más caro. 


Impresoras láser: La impresión láser, (figura 12.15), es la tecnología mas 
avanzada que permite actualmente obtener calidades de impresión semejan- 
tes a los de una imprenta profesional. La impresión se realiza mediante la 


figura 12.15 impresora láser 


emisión de un rayo láser que activa eléctricamente puntos de un rodillo en 
unas posiciones que configuran el carácter, sobre el que posteriormente se 
espolvorea un polvo de tinta, llamado toner, que se fija en el papel mediante 
una resina por aplicación de calor. Este sistema es usado también en la 
edición profesional, fotocopiadoras, etc., obteniéndose unas calidades de im- 
presión muy altas. Asimismo la velocidad de impresión es grande, desde 6 a 
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32 páginas por minuto. Son silenciosas, programables, etc. 
Su mayor inconveniente radica en su precio elevado, tanto en la adquisi- 
ción como en el mantenimiento. 


Plotter 


El plotter o trazador es un dispositivo periférico de salida destinado a la 
producción de gráficos. Se utiliza principalmente en aplicaciones de ingenie- 
ría, construcción, científicas, etc. Los hay de una o varias plumas, diversos 
colores y velocidades de trazado. 


12.3.5 La memoria auxiliar: dispositivos de almacenamiento 


La memoria principal de un ordenador es necesariamente limitada. Razones 
físicas (de espacio), técnicas (capacidad de direccionamiento de la unidad de 
control) y económicas (materiales necesarios para su fabricación) imponen 
limitaciones en la máxima disponibilidad de memoria principal en un com- 
putador. Además, la memoria principal es no permanente, de modo que su 
contenido se pierde al desconectar la energía. Así, si sólo se dispusiera de 
la memoria principal, se tendrían que introducir los datos cada vez que se 
quisiese utilizar el computador. Por otra parte, muchos problemas exigen 


figura 12.16 esquema de un disco magnético 


una capacidad de almacenamiento mayor, utilizando datos, que si no per- 
manentemente, al menos temporalmente a lo largo del proceso, deben ser 
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manipulados por la CPU. Por ello, son necesarios unos dispositivos que per- 
mitan el almacenamiento temporal y masivo de los datos y programas que 
no se estén utilizando en un momento dado. Estos dispositivos de almacena- 
miento temporal constituyen lo que se llama la memoria auziliar, memoria 
secundaria o memoria de almacenamiento masivo. 


Eje central 


Discos 


19/grabadoras 
disco) 


figura 12.17 esquema de un diskpack 


Los dispositivos de memoria secundaria están conectados a la CPU y, 
una vez que se han introducido los datos en ellos, están en disposición de 
ser transferidos a la memoria principal cuando se necesiten. Este proceso 
es necesariamente más lento que el acceso a los datos en la memoria princi- 
pal. A su vez, los resultados obtenidos pueden ser también guardados en el 
dispositivo auxiliar de almacenamiento. 

El acceso a los datos en los dispositivos auxiliares puede hacerse de dos 
maneras: por acceso directo o por acceso secuencial. Los dispositivos de 
acceso directo permiten leer y escribir datos en una posición cualquiera in- 
dependientemente de los que se hayan grabado o leído previamente. Los 
dispositivos típicos son los discos. En los dispositivos de acceso secuencial 
es necesario recorrer todos los datos grabados o leídos anteriormente para 
grabar o leer un nuevo dato. Los dispositivos típicos son las cintas. 


Discos magnéticos 


Los discos magnéticos son muy similares a los discos de audio convencionales, 
tanto físicamente como en su funcionamiento. Constan de una superficie 
metálica recubierta de un material magnetizable y una cabeza lectora y 
grabadora. Almacenan la información en pistas concéntricas denominadas 
tracks que están divididas en sectores, (ver figura 12.16). 
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Normalmente suelen agruparse varios de ellos formando lo que se llama 
un disk-pack unidos por un eje central (ver figuras 12.17 y 12.18). El disk- 


figura 12.18 


pack se coloca en una unidad de disco (disk-drive) que hace girar a todos los 
discos al unísono a una velocidad del orden de 40 a 1000 revoluciones por 
segundo. En algunos modelos los discos son extraíbles, otros, en cambio, son 
fijos. 

Los datos se leen o graban mediante unas cabezas lectoras-grabadoras 
situadas entre los discos, usualmente una para cada disco. Todas las cabezas 
están permanentemente conectadas a un brazo de acceso que permite situar 
las cabezas sobre una determinada pista. Los discos giran sobre su eje hasta 
que los datos buscados se colocan en situación de ser grabados o leídos 
por la cabeza correspondiente. Debido a que el movimiento de rotación es 
más rápido que el desplazamiento del brazo de acceso, los datos no suelen 
grabarse a lo largo de una pista de un disco sino que suelen grabarse en la 
misma posición de varios discos, formando una serie de pistas superpuestas 
llamadas cilindros. 

Una tecnología similar, aunque usualmente con un único disco es la utili- 
zada en los microordenadores. En éstos se introdujeron en 1973 unos discos 
denominados tipo Winchester que son los que se utilizan como disco duro de 
los microordenadores. 

La capacidad de los discos magnéticos es muy grande. Un microordena- 
dor personal puede estar dotado de uno o más discos duros de más de 300 
Megas, es decir, tienen capacidad para más de 300 millones de caracteres. 
También se fabrican actualmente discos duros para ordenadores personales 
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extraíbles, lo que permite una capacidad de almacenamiento prácticamente 
ilimitada. 


figura 12.19 disquete de 3% pulgadas 


Muesca de 
Etiqueta protección 
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comienzo de sectores 


Acceso de la cabeza de lectura/escritura 


figura 12.20 Disquete de 51 pulgadas 


Disquetes 


El diquete, floppy disk o disco flexible, fue introducido en 1973. Su super- 
ficie está fabricada con plástico y recubierta de una substancia magnética, 
presentándose enfundados en una cartulina o plástico duro. Se fabrican de 
varios tamaños: 8, 5 y 33 pulgadas (ver figuras 12.19 y 12.20). Su estruc- 
tura es muy similar a la de un disco duro. Poseen un orificio central que 
les permite girar dentro de la unidad lectora-reproductora y un hueco en la 
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funda para dar paso a la cabeza de la unidad. Un agujero en la funda sirve 
de punto de referencia para la delimitación de los sectores en que se divide 
la superficie del disco. También incluyen una muesca cuyo enmascaramiento 
permite protegerlos contra la grabación accidental, 

Al igual que los discos magnéticos la superficie esta dividida también en 
pistas concéntricas. La velocidad de rotación es muy variada dependiendo 
de la unidad. La capacidad de los disquetes es muy variable, según sean de 
una o dos caras, de densidad normal o alta, etc., y puede oscilar entre 180K 
y 1.44 Megas. 


figura 12.21 disco óptico 


Discos ópticos 


Recientemente se ha introducido un tipo de disco que utiliza una tecnolo- 
gía similar a los discos de audio digitales (compact disk), ver figura 12.21. 
La capacidad de estos dispositivos es enorme, del orden de varios Gigas; la 
velocidad de acceso también es extraordinariamente grande, prácticamente 
instantánea. Su mayor inconveniente actual es su alto precio, En esta tecno- 
logía, la grabación se realiza mediante un rayo láser que marca una superficie 
recubierta de un metal. Para leer los datos, el láser refleja la luz de la super- 
ficie reconstruyendo los datos en una cadena de bits. Hasta hace unos meses, 
este procedimiento era irreversible; hoy, es posible regrabar un disco óptico. 
En un disco de unos 30 cm de diámetro pueden almacenarse del orden de 
un Giga, por lo que son el medio ideal para el almacenamiento de datos que 
constituyan archivos históricos, bibliografías, etc. 

Además de los discos magnéticos u ópticos, se utilizan otros dispositivos 
de almacenamiento auxiliar: 
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Cintas magnéticas 


Una cinta magnética es una banda de plástico continua, montada en un 
riel, muy similar a la que se usa en los magnetofones clásicos. La cinta 
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Cabeza lectora/grabadora 


Sentido de avance de la cinta 


figura 12.22 esquema de lectura/grabación en una cinta magnética 


está tratada con una substancia magnetizable y se utiliza en una unidad de 
cinta que dispone de una cabeza lectora-grabadora que va introduciendo o 
recogiendo las señales magnéticas que representan a los datos. 

La figura 12.22 muestra un esquema del modo de grabar y leer en una 
cinta magnética. La cinta consta de nueve pistas, en cada una de las cuales 
puede haber o no una marca. Mediante combinaciones adecuadas de estas 
marcas puede representarse cada carácter. La cabeza lectora/grabadora re- 
corre la cinta detectando la presencia o ausencia de marcas y convirtiendo 
cada combinación en el carácter adecuado. 

El ancho normal de una cinta magnética es media pulgada, mientras 
que su longitud es prácticamente ilimitada. La velocidad de lectura puede 
oscilar entre las 25 a 200 pulgadas por segundo, y la densidad de grabación 
puede ser del orden de 1600 bytes por pulgada y se agrupa en registros 
individuales o bloques de registros. Debido a que las fluctuaciones en la 
velocidad de giro de las lectoras conducirían a errores en la lectura de los 
datos, suele adoptarse la precaución de introducir espacios en blanco, es 
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decir, sin grabar, entre registro y registro o mejor aún, para no desperdiciar 
demasiada cinta, entre bloque y bloque de datos; son los denominados huecos 
entre registros (interrecords gaps) o huecos entre bloques (interblocks gaps), 
ver figura 12.23. 


Bloque 1 Bloque 2 


figura 12.23 huecos entre bloques (Interblocks gaps) en una cinta magnética 


Cassetes y Cartuchos 


La versión en cinta de los disquetes son las cassettes o cintas pequeñas. Sus 
características son prácticamente iguales a las cassettes de audio conven- 
cionales, si bien suelen estar fabricadas con materiales de alta calidad, Su 
longitud oscila entre los 50 y 80 metros y su densidad de grabación puede 
oscilar alrededor de los 100 caracteres por centímetro. Su uso se extendió 
en los computadores familiares (Home Computer) debido a su bajo costo. 
Prácticamente están en desuso. 

Los cartuchos son parecidos a los cassettes pero de mayor tamaño. Su 
capacidad oscila entre los 5 y los 50 Megas por lo que pueden utilizarse como 
alternativa para el disco duro. Su mayor aplicación es la realización de copias 
de seguridad de los discos duros. 

Las principales ventajas de las cintas son: su bajo costo, alta capacidad 
y perfecta adecuación para procesos secuenciales, mientras que presentan la 
desventaja del acceso secuencial que conlleva, en general, una mayor lentitud 
en la lectura de los datos. 
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12.4 Programación de los computadores 


En las páginas anteriores se han descrito los principales componentes del 
hardware de un computador y se ha comentado de qué manera pueden uti- 
lizarse dichos componentes para almacenar y procesar datos. 

Sin embargo, el computador no puede resolver problemas sin utilizar los 
programas. Si el computador no se programa convenientemente, la infor- 
mación que produce es inútil. Como ya se ha señalado, todos los aspectos 
que se refieren a la programación de un computador se denominan software, 
palabra inglesa que designa colectivamente a todas las ideas, programas, 
aplicaciones, etc., que permiten extraer del hardware información útil. 

Cuando se pretende resolver un problema mediante un ordenador es ne- 
cesaria un gran planificación. Un ordenador necesita conocer paso a paso 
todas las tareas que tiene que realizar para encontrar la solución de un de- 
terminado problema. Todos estos pasos deben ser identificados y codificados 
en una secuencia de instrucciones lógicas antes de que el computador pueda 
ser utilizado para realizar cálculos y obtener el resultado correcto. 


Un programa es un conjunto de instrucciones que ejecutadas paso 
a paso conducen a la ejecución de determinada tarea, o a la ob- 
tención de determinada información. 


12.4.1 Principios de programación de computadores 


El proceso de resolver problemas mediante un computador comprende varias 
fases, todas ellas interrelacionadas, y en las que normalmente intervienen 
varias personas. 
Las fases en que puede dividirse la resolución de un problema mediante 
un computador son las siguientes: 
— Análisis del problema. 
— Programación. 


— Prueba del programa y depuración. 


— Implantación, documentación y utilización del programa. 
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Análisis 

El análisis del problema es, evidentemente, la primera tarea que hay que 
realizar. Lleva consigo la identificación del problema y el diseño de un pro- 
cedimiento de solución, posiblemente seleccionado entre varios. En esta fase 
de análisis previo intervienen los analistas: el analista del sistema, que co- 
noce bien el problema que hay que solucionar, el analista funcional, que 
es el experto en los medios humanos y materiales precisos para resolver el 
problema y el analista orgánico que determina los equipos, los lenguajes de 
programación, los esquemas de funcionamiento lógico, organigramas y dia- 
gramas de flujo, etc. Frecuentemente todas estas tareas son realizadas en 
conjunto por un equipo de analistas. 


Programación 


El paso siguiente es escribir el programa. Esta tarea la efectúa el progra- 
mador. Su trabajo consiste en trasladar a un lenguaje inteligible para la 
máquina, todas las órdenes que planificaron los analistas. 

El programador escribe el código del programa en un lenguaje de pro- 
gramación. Puesto que, en definitiva, el ordenador no entiende más que 
situaciones de presencia o ausencia de energía o, codificados en binario, se- 
cuencias de ceros y unos. Éste es el lenguaje primitivo de los ordenadores. 
Mediante combinaciones adecuadas de ceros y unos es posible realizar com- 
plejas tareas. 

Por ejemplo, para sumar dos números introducidos desde el teclado y 
presentar en la pantalla el resultado de la suma, el ordenador tiene que 
realizar una serie de instrucciones similar a la siguiente. 


1. Leer el primer número introducido en el teclado y almacenarlo en una 
posición de memoria. 


ES 


Leer el segundo número y almacenarlo en otra posición de memoria. 


3. Copiar el primer número desde la posición de memoria en que está 
almacenado a un registro interno de la unidad aritmético-lógica. 


4. Sumar el contenido de la posición de memoria en que está almace- 
nado el segundo número y colocar el resultado en un tercer registro 
acumulador. 


5. Mover el contenido del acumulador a una posición de memoria. 
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6. Copiar el contenido de la posición de memoria en que está almacenado 
el resultado en la pantalla. 


Cada una de estas instrucciones puede ser codificada mediante un código 
binario, como los que estudiaremos más adelante para representar los dígitos 
y las letras. Por ejemplo, en una hipotética CPU, la operación sumar podría 
ser la operación número 14 que puede realizar el procesador y codificarse 
como el número binario 0001110. De forma análoga podrían codificarse 
otras operaciones tales como copiar en un registro, leer del teclado, mover, 
copiar en la pantalla, etc. 

En los primeros tiempos de los computadores, los programadores efecti- 
vamente programaban las máquinas introduciento las series de ceros y unos 
que codificaban cada instrucción. Este modo primitivo de programar se 
denomina escribir un programa en código máquina o lenguaje máquina. 

Es evidente que este procedimiento, además de exigir una muy alta es- 
pecialización conduce frecuentemente a errores, haciendo la tarea de progra- 
mación muy pesada. Además el programa así escrito es válido únicamente 
para un ordenador concreto. 

Un nivel más elaborado para programar un ordenador es la utilización de 
un lenguaje ensamblador. En este tipo de lenguajes, muy ligados a la CPU 
que se esté utilizando, en lugar de secuencias de ceros y unos que ejecu- 
tan determinadas tareas, se usan unos códigos nemotécnicos que posterior- 
mente mediante un programa ensamblador son traducidos por el ordenador 
a la secuencia de ceros y unos adecuada. Por ejemplo, en lugar de escribir 
“0001110” para indicar la operación sumar, puede utilizarse un código ne- 
motécnico tal como “ADD” y el computador, cuando encuentra este código, 
lo convierte en la serie “0001110”. 

Esto simplifica notablemente la escritura del programa, aunque no tanto 
su concepción, pues el programador debe llevar cuenta exhaustiva de todas 
las tareas, por menores que sean que ha de realizar la máquina. Por ello, se 
habla de lenguajes de bajo nivel. La ventaja de este tipo de lenguajes es la 
de su rapidez de ejecución, al estar muy próximo al lenguaje de la máquina. 
Sin embargo, presentan el inconveniente de su gran complejidad, por lo que 
sólo se utilizan normalmente en aplicaciones muy concretas que requieren 
una manipulación directa del modo de operar del ordenador. 

Con el desarrollo y la difusión de los computadores, se han desarrollado, 
lenguajes de programación de utilización más sencilla, incluso por usuarios 
no muy especializados. Son los lenguajes de alto nivel. 

En estos lenguajes, las intrucciones se escriben con una terminología más 


12.4. Programación de los computadores 855 


cercana al lenguaje humano común, mediante palabras y códigos nemotéc- 
nicos mas fáciles de recordar por su similitud con los idiomas vivos. Por 
ejemplo, las instrucciones para calcular e imprimir la suma de los números 
10 y 28 pueden ser parecidas a las siguientes: 


1 LETA=10 
2 LETB= 28 
3 LETC=A+B 


4  PRINT C 


No obstante, la sintaxis sigue siendo muy rígida y el conjunto de instrue- 
ciones básicas limitado, si bien, casi todos ellos permiten la elaboración de 
nuevas instrucciones destinadas a la realización de tareas específicas busca- 
das por el usuario. 

Según el modo cómo el computador convierte estas instrucciones en un 
lenguaje inteligible por la máquina (secuencias de ceros y unos) se habla de 
intérpretes y de compiladores. 

En los lenguajes interpretados, cada vez que el computador lee una ins- 
trucción la convierte inmediatamente en código máquina y la ejecuta. Esto 
tiene la ventaja de que la respuesta es inmediata y el inconveniente de la 
lentitud que acarrea hacer una operación intermedia de traducción especial- 
mente cuando el mismo programa se utiliza en varias ocasiones, lo que suele 
ser el caso usual. 

En los lenguajes compilados, una vez escrito en el lenguaje de alto nivel 
el programa fuente, un programa intermedio, llamado compilador, traduce 
globalmente todo el programa a lenguaje máquina, detectando, si es el caso, 
los errores de sintaxis que hubiese. El resultado producido por el compilador 
es un módulo, llamado normalmente programa objeto que está escrito en un 
lenguaje comprensible por la máquina. A esta tarea se le llama compilar un 
programa. Frecuentemente una aplicación requiere la ejecución enlazada de 
diversos programas y subprogramas. Para realizar esta tarea de enlace se 
dispone de programas enlazadores (linkers) que recogiendo los posibles di- 
versos módulos compilados produce un programa ejecutable por la máquina. 
Éste es el verdadero programa que, en definitiva, realiza el computador. 

Actualmente existe un buen número de lenguajes de alto nivel especializa- 
dos en diferentes campos o tipos de aplicaciones. Muchos de estos lenguajes 
han incluso derivado en versiones o dialectos que, manteniendo un núcleo 
principal de instrucciones, incluyen adecuaciones propias de la máquina o 
entorno en el que van a utilizarse. Entre los nombres más populares se cuen- 


tan: el BASIC (Beginners All Purpose Simbolic Code) inicialmente destinado 
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a principiantes, si bien hoy se ha desarrollado de tal manera que es posible 
utilizarlo para cualquier aplicación; el COBOL (Common Bussines Orien- 
ted Language) que es un lenguaje específicamente orientado a los problemas 
de gestión; el FORTRAN (FORmula TRANslator) que es un lenguaje neta- 
mente científico, destinado principalmente a la programación de problemas 
en los que intervienen fórmulas matemáticas; el PASCAL, llamado así en 
honor de uno de los pioneros del cálculo automático, que es un lenguaje de 
propósito general desarrollado en la década de los 70 a fin de utilizarlo en la 
enseñanza de la programación en las Facultades y Escuelas de Informática, 
siendo su característica principal la estructuración que obliga a dividir una 
tarea en subtareas, cada una de las cuales tiene una única entrada y una 
única salida; el C que es un lenguaje que está cerca de los lenguajes ensam- 
bladores, disfrutando, por lo tanto, de ventajas en cuanto al control directo 
de la máquina, pero manteniendo la potencia y sencillez de escritura de los 
lenguajes de alto nivel; el LISP y el PROLOG, especializados en el campo 
de la inteligencia artificial, los lenguajes generadores de informes, RPG I, 
RPG Il y RPG Ill, el CLIPPER especializado en bases de datos, etc, etc. 


Estructuras básicas de programación A pesar de la enorme cantidad 
de tareas que puede realizar un computador, el conjunto de instrucciones 
lógicas básicas de que está dotado el hardware es muy limitado. Estas son: 


1. Intercambiar datos e información con el exterior e internamente entre 
sus componentes. 


2. Realizar operaciones aritméticas básicas: suma, resta, multiplicación 
y división. 


3. Realizar comparaciones lógicas: decidir acerca de la igualdad o des- 
igualdad de dos números o series de caracteres. 


Porlo tanto, un computador tan sólo puede proporcionar información que sea 
susceptible de ser reducida a una secuencia de estas tres operaciones básicas. 
Un programa, en esencia, no es más que una larga cadena de operaciones 
básicas aplicadas de manera conveniente a los datos. Es digno de destacar la 
enorme cantidad de tareas que se pueden reducir a combinaciones adecuadas 
de las tres operaciones básicas. Todas ellas pueden ser efectuadas por un 
computador. Por otra parte, si una tarea no puede reducirse a una secuencia 
de operaciones básicas, no puede ser realizada por un computador. 
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Puesto que para programar un computador únicamente hay que mani- 
pular tres operaciones básicas, puede parecer a primera vista que la progra- 
mación de un computador es una tarea sencilla. Y, conceptualmente, lo es. 
Las dificultades surgen desde el momento en que cualquier tarea, por simple 
que sea, puede requerir una larga serie de operaciones básicas para poder 
ser completada. A medida que la serie de instrucciones se hace más larga, 
la lógica de la secuencia de operaciones se hace confusa y las posibilidades 
de que el programador cometa un error son cada vez más altas. 

Es reconocido por los especialistas que la principal fuente de errores en 
la concepción y desarrollo de un programa reside en la posibilidad de que el 
programa interrumpa o altere el orden de ejecución de la secuencia de ins- 
trucciones. Por ejemplo, consideremos un programa que consta de 1000 ins- 
trucciones. La ejecución comienza en la primera, a continuación la segunda, 
tercera, etc. Supongamos que el programa contiene varias instrucciones que 
alteran el orden normal de ejecución: por ejemplo, de la instrucción 100 pasa 
a la 600, de la instrucción 800 a la 300, de la instrucción 400 a la 50, etc. 
Es fácil comprender que puede llegar un momento en que las posibilidades 
de bifurcación del orden de ejecución de las instrucciones sean tan comple- 
jas, que el programador no alcance a comprender en su totalidad el hilo de 
ejecución del programa, conduciendo a errores de programación. 

Este hecho, conocido como el problema del GOTO, en alusión a la pala- 
bra clave que suelen utilizar los lenguajes de programación para transferir el 
orden de ejecución de las instrucciones, hizo desarrollar a principios de los 
70 las ideas de la programación estructurada, un modo de programar com- 
putadores que tiende a limitar e incluso impedir en su totalidad la alteración 
del orden de ejecución de las instrucciones. 

Los fundamentos de la programación estructurada residen en el siguiente 
principio: 


Para resolver cualquier problema lógico únicamente son necesarias 
tres estructuras de control: la secuencia, la elección y la repetición. 
Cada parte de cualquier programa puede convertirse en una o más 
de estas estructuras básicas. 


La secuencia es el modo usual de ejecutar las instrucciones: se intro- 
ducen datos, se manipulan convenientemente y se obtienen los resultados, 


(figura 12.24). 
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Una entrada Una salida 
Valor Resultado 
introducido calculado 


figura 12.24 la estructura de programación secuencia 


La elección combina la posibilidad que tiene el ordenador de comparar 
números o series de caracteres con la de realizar cálculos. El ordenador 
comprueba el resultado de una expresión p: si es cierta, entonces ejecuta 
una operación determinada; si es falsa, ejecuta otra. En la salida se obtienen 
diferentes resultados, dependiendo del valor de p (figura 12.25). 


Operación 1 


VERDADERO 
p Una salida 
Una entrada, FIN La» 
FALSO 


O ión 2, 
peración 


figura 12.25 La estructura de programación elección 


La repetición se utiliza para que el ordenador ejecute una serie de ins- 
trucciones en tanto en cuanto el resultado de una condición p sea verdadero, 
saliendo del bucle cuando p pase a ser falsa (figura 12.26). 


Si bien estas estructuras son suficientes para resolver cualquier problema 
de programación, pueden definirse otras estructuras, derivadas de las bási- 
cas, que facilitan al programador la tarea de programar otras situaciones 
frecuentes. 
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FALSO 


Una entrada VERDADERO Una salida 
Operación . 


figura 12.26 La estructura de programación repetición 


Depuración y validación 


Una vez escrito un programa se entra en la fase de depuración y validación. 
En esta fase hay que probar el programa, siguiendo todos los pasos, utili- 
zando datos que produzcan resultados conocidos, etc., para tratar de evitar 
los errores de programación o bugs, lógica, escritura, etc., inevitables en toda 
tarea humana. 

De hecho pocas veces puede decirse que un programa complejo esté com- 
pletamente depurado, porque ello supondría tener previstos todos los casos 
que pudieran presentarse, lo cual en ocasiones es algo impensable. Por esta 
razón se han popularizado las figuras de los hackers o buscadores de erro- 
res en programas comercializados que, con gran esfuerzo e ingenio, buscan 
condiciones no previstas por el programador que provoquen un mal funciona- 
miento del programa. Ésta es también la razón por la que aparecen distintas 
versiones o releases de los progamas comerciales. 


Utilización 
Una vez depurado y validado el programa se entra en la fase de explotación. 
Ello conlleva la edición de manuales de usuario, fase de aprendizaje del perso- 
nal llamado a utilizarlo, rodaje y finalmente utilización a pleno rendimiento. 
Todo este proceso suele denominarse implantación. 

Es de notar que un programa suele tener una vida limitada. Después de 
un período de uso más o menos largo puede volverse obsoleto debido a múl- 
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tiples razones, como por ejemplo, variación de las condiciones del problema, 
cambios tecnológicos, mejora del equipo, etc. Todo este ciclo de vida de un 
sistema informático ha de tenerse muy en cuenta a la hora de analizar el 
problema. 


12.4,2 Tipos de programas 


Hay dos clases básicas de programas: los programas del sistema que coor- 
dinan las operaciones de los circuitos del computador, y los programas de 
aplicaciones destinados a resolver un problema particular. 


Programas del sistema 


Los programas del sistema afectan fundamentalmente a la operativa del com- 
putador. Están diseñados para facilitar el uso del hardware y permitir que 
el computador trabaje de manera eficiente. 

En los primeros tiempos de las computadoras, los operadores humanos 
controlaban las operaciones básicas de las computadoras. Con el paso del 
tiempo, al hacerse las máquinas más rápidas, la intervención manual del ope- 
rador se hizo ineficiente. En la década de los 60 se empezaron a desarrollar 
los sistemas operativos para evitar este problema. Un sistema operativo es 
una colección de programas usados por la computadora para solucionar sus 
propios problemas, es un programa intermedio entre el usuario y la máquina. 

Las funciones del sistema operativo están destinadas a extraer la máxima 
eficiencia en el procesamiento de las operaciones y a facilitar las relaciones 
entre el operador y el ordenador. El sistema operativo gestiona los recursos 
del ordenador: teclado, pantalla, discos, memoria, etc., emplea el programa 
traductor adecuado en el caso de usar diferentes lenguajes de programación, 
etc. 

Debido a que el sistema operativo se encarga del control interno del 
ordenador, inicialmente el sistema operativo era algo que proporcionaba el 
fabricante y venía dado con la máquina. Esto presentaba el problema de la 
no estandarización y, por lo tanto, de la dependencia total del fabricante. 
Poco a poco fueron introduciéndose sistemas operativos más universales, 
adoptados por diversos fabricantes como sistemas para sus computadoras. 

Un sistema operativo que controla una sola tarea realizada por un único 
usuario es un sistema operativo monotarea, monousuario. Puesto que las 
máquinas tienen cada vez mayor potencia y velocidad, cuando se realiza una 
tarea de acceso a un dispositivo lento (impresora, disco, etc) el microproce- 
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sador no está siendo utilizado. Ello abre la posibilidad de diseñar sistemas 
operativos que pueden aprovechar los tiempos muertos entre tarea y tarea 
para permitir que el ordenador realice varias tareas simultáneamente. Esta 
posibilidad la aprovechan los sistemas operativos multitarea. En realidad el 
ordenador sólo realiza una tarea cada vez, pero puesto que lo puede hacer a 
gran velocidad, en tanto en cuanto está ejecutando un proceso lento, puede 
introducir en la CPU la ejecución de otra tarea. Cuando el proceso lento 
termine reemprenderá la tarea anterior, dando la sensación de que se reali- 
zan varias tareas simultáneamente. También, cuando el sistema permite la 
utilización de los recursos del ordenador a varios usuarios a la vez se habla 
de un sistema multiusuario. 

La relación entre el operador y el sistema se realiza mediante órdenes 
(comandos). Estas órdenes se introducen, normalmente, en el computador 
mediante un editor de líneas. El editor pasa las órdenes al procesador de 
órdenes que comprueba la corrección de la orden y en su caso la ejecuta 
o bien emite un mensaje de error. Las órdenes del sistema presentan una 
sintaxis extraordinariamente rígida. Cualquier desviación, por mínima que 
sea, del formato esperado de la orden conduce a su cancelación y emisión del 
mensaje de error. 

Este hecho ha conducido a algunos fabricantes a introducir una interfase 
de usuario entre el sistema y el operador, normalmente en forma de menús 
de ventana que, presentando todas las posibles órdenes del sistema, permitan 
al usuario ejecutar una de ellas de manera sencilla. 

Los sistemas operativos mas extendidos actualmente son el MS-DOS 
(Micro-Soft Disk Operating System) o sistema operativo en disco de Micro- 
Soft, que es el sistema más extendido en ordenadores personales, el OS/2 
(Operating System 2) que es un sistema multitarea, y el UNIX que es un 
sistema multitarea y multiusuario extraordinariamente potente. 


Programas de aplicaciones 


Según el tipo de problema que resuelven los programas de aplicaciones pue- 
den clasificarse en tres grandes tipos: 


e Software de base 
e Software de aplicación horizontal 


e Sotware de aplicación específica 


Estos a su vez pueden subdividirse en: 
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— Software de aplicación vertical 
— Software sectorial 


— Software a medida 


Software de base El software de base incluye todos los programas básicos 
destinados al desarrollo de otras aplicaciones tales como los lenguajes de 
programación, compiladores o intérpretes, editores, etc. 


Software de aplicación horizontal El software de aplicación horizontal 
incluye aquellos paquetes standard que realizan una tarea específica y van 
destinados al público en general. Su validez es prácticamente universal, 
salvando las menores diferencias derivadas de la lengua, etc. 

1. Procesadores de textos y programas de autoedición. Son 
programas especializados en el manejo de textos, es decir, permiten escribir 
un texto, tratarlo e imprimirlo. 

La tarea principal es la edición del texto, es decir, su introducción en el 
ordenador. Luego puede tratarse, utilizando varios tipos de letras, cursivas, 
márgenes, subrayados, puede modificarse, mezclarse con otro texto, corregir 
su ortografía, y realizar todo tipo de funciones que se deseen. El objetivo 
final suele ser producir una copia impresa del texto. 

Un paso más allá del tratamiento del texto lo proporcionan los programas 
de autoedición. Estos programas sirven para realizar la tarea de composición 
del texto, es decir, no se trata sólo de imprimir el texto según el diseño del 
autor, sino que estos programas se encargan inteligentemente de maquetar 
el texto, poner características a los párrafos con la misma estructura lógica, 
incluir gráficos e incluso modificarlos. 


2. Bases de datos. Permiten el tratamiento de datos con estructura 
de ficheros. La imagen más intuitiva de lo que es una base de datos la 
da el típico fichero bibliográfico que todo estudiante mantiene en su vida 
académica. Se trata de unos datos que van incluidos en fichas, cada una de 
las cuales contiene una serie de campos en los que se detallan autor, título, 
editorial, etc. Una vez introducidos los datos en las fichas, el tratamiento 
permite las modificaciones, bajas, búsquedas, selección, emisión de informes 
y listado resumen, etc. 

Formalmente hay dos ingredientes en la base de datos. Uno son los da- 
tos en sí, contenidos en el fichero, que en principio deberían poder utilizarse 
independientemente del programa concreto, e incluso la máquina, y otro el 
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gestor de la base de datos que es el conjunto de procedimientos y utilidades 
que proporciona el programa para manipular el fichero básico. No obstante 
esta distinción formal, suele emplearse la expresión base de datos para refe- 
rirse simultáneamente a ambas cosas. 


3. Hojas de cálculo. Son programas que permiten realizar de manera 
casi automática todo tipo de cálculos numéricos, financieros y similares. 

Su estructura es similar a la de una gran hoja de papel en blanco dividida 
en casillas, numeradas por filas y columnas. Cada casilla puede contener un 
rótulo, un número o una fórmula que relacione varias casillas. Cuando se 
introduce un dato en una casilla automáticamente se recalculan todas las 
casillas sobre las que ese número tenga influencia. Ello permite hacer previ- 
siones, estimaciones o contestar a preguntas del tipo “¿qué pasaría si...?”. 


4. Programas de gráficos. Permiten hacer presentaciones gráficas y 
resúmenes de datos numéricos y alfanuméricos, en forma de diagramas de 
barras, sectores, líneas, etc. Los resultados pueden exponerse en transparen- 
cias para retroproyector, impresoras en color, etc. 


5. Paquetes integrados. Ofrecen en un mismo programa una versión 
integrada de todas las aplicaciones anteriores: procesadores de textos, bases 
de datos, hojas de cálculo, paquetes gráficos. Ello permite manipular unos 
mismos datos desde diversos puntos de vista. 


6. Programas especializados. Por ejemplo: 


e Programas de diseño asistido por ordenador (CAD: Computer Aid Des- 
ign), para realizar planos y dibujos en problemas de ingeniería. 


e Programas de comunicaciones para enlazar ordenadores. 


e Programas de utilidades, tales como reloj, calculadora, agenda elec- 
trónica, etc. 


e Programas de cálculos matemáticos y estadísticos. 


e Programas de juegos. 
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Software de aplicación específica Este tipo de software va dirigido a 
la realización de una tarea concreta, propia de un país, sector o empresa 
particular. Puede distinguirse: 


1. Software de aplicación vertical, destinado a la realización de 
una tarea común a todas las empresas o grupos, por ejemplo, programas 
de facturación, contabilidad, almacén, legislación, etc.. A diferencia del 
software horizontal, este tipo de programas no tiene validez universal. 


2. Software sectorial, destinado a solucionar un problema concreto 
de un determinado sector, por ejemplo, los programas de gestión de bancos, 
hospitales, etc. Aquí se trabaja sobre un problema común a varias organi- 
zaciones similares. 


3. Software a medida, diseñados a petición de un usuario para la 
resolución de un problema particular. 


12.5 Aritmética del computador 


En las páginas anteriores se han descrito las partes física y lógica del orde- 
nador. Ahora se estudiarán algunas ideas que constituyen los fundamentos 
matemáticos de su diseño y funcionamiento. 


12.5.1 Números aproximados 


En lecciones precedentes se han estudiado los diversos conjuntos de núme- 
ros, naturales, enteros, fraccionarios y reales, que el hombre utiliza para 
representar conceptualmente las ideas que sus necesidades de cálculo le exi- 
gen. También se sabe efectuar operaciones aritméticas con ellos con “lápiz 
y papel”. Por ejemplo, si a es un número positivo cualquiera, se escribe: 


y también 
va: y/a=a 


En un computador la aritmética es algo más compleja. El ordenador es 
una máquina digital. Por tanto, el número de posiciones de que se dispone 
para representar un número en forma decimal o, hablando en términos más 
cercanos al ordenador, en forma binaria, es necesariamente finito. 
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figura 12.27 aritmética de la calculadora 


Piénsese en una simple calculadora de sobremesa (ver figura 12.27). Si, 
con el auxilio de la calculadora, se realiza una operación matemática sencilla 


como, por ejemplo, dividir 1 entre 3 y multiplicar por 3 (1([+]3[x 13), no 
se obtiene el resultado exacto 1, sino el resultado aproximado 0.9999999. La 


razón es que la representación decimal de una fracción periódica, como z, 
en un número finito de posiciones es necesariamente aproximada, 0.3333333. 
Éste es el número que guarda la calculadora para realizar la siguiente opera- 
ción y, por lo tanto, al multiplicar de nuevo por 3, se obtiene la aproximación 
0.9999999. 


Exactamente igual ocurre en los computadores. Aunque se pueden desa- 
rrollar programas que simulen el comportamiento conceptual del hombre al 
hacer operaciones, la realidad es que, internamente, la aritmética del com- 
putador se realiza con números aprozimados. 


12.5.2 Errores 


Un número, como 5 cuya expresión exacta tiene infinitas cifras se introduce 
en el ordenador de manera aproximada mediante un número finito de cifras, 
por lo tanto, se comete un error. 


El error de un número aproximado puede medirse de diversas maneras. 
Si se conoce el valor exacto del número que se aproxima, el error de la 
aproximación puede darse como la diferencia entre los dos valores: 
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Si N es el valor exacto de un número y N es una aproximación, 
el error absoluto, e,, de la aproximación es la diferencia entre el 
valor exacto y el aproximado. 


ea=N-Ñ 


El error absoluto puede ser positivo o negativo según que el número 
aproximado sea menor o mayor que el exacto. Cuando el error absoluto es 
positivo se dice que la eproximación es por defecto; cuando el error absoluto 
es negativo se dice que la aproximación es por exceso. 


Ejemplo 12.1 Si el surtidor de la gasolinera marca 3697 pesetas y el empleado 
cobra 3700 el error absoluto de la aproximación es 3697 — 3700 = —-3 pesetas. 


Ejemplo 12.2 Si el termómetro marca 23.2 grados y escuchamos en la radio que 
“la temperatura actual es de 23 grados”, el error absoluto de la aproximación es 
23.2— 23 = 0.2 grados. 


El error absoluto puede no dar buena idea de la aproximación, puesto que 
no tiene en consideración el orden de magnitud del número aproximado: se 
tiene la sensación de cometer más error cuando aproximamos una distancia 
de un metro con un error de un centímetro que cuando aproximamos una 
distancia de 1 millón de kilómetros con un error absoluto de 1 metro. Por 
ello, se considera el error relativo de la aproximación: 


Si N es el valor exacto de un número y N es una aproximación, el 
error relativo de la aproximación, e, , es igual al cociente del error 
absoluto y el valor exacto. 


Al igual que el error absoluto, el error relativo puede ser positivo o ne- 
gativo y se expresa frecuentemente como porcentaje del valor exacto. 
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Ejemplo 12.3 Si una cuenta corriente produce un interés mensual del 0.1% y se 
depositan en ella 5245 pesetas, al cabo del mes la cuenta ha producido 5245-0.001 = 
5.245 pesetas. Si el banco efectúa un abono de 5 pesetas en concepto de intereses, 
el error absoluto comedo en la aproximación es de 5.245 — 5 = 0.245 pesetas. El 


error relativo es igual a 22— = 0.0467, o, porcentualmente, 4.67%. 


.245 
E 245 
Ejemplo 12.4 Si el saldo de la cuenta fuese de 52450 pesetas, entonces el importe 
de los intereses sería de 52450 + 0.001 = 52.45. Si el banco abona 52 pesetas en 
la cuenta, el error absoluto es 52.45 — 52 = 0.45 pesetas. El error relativo es 


.45 
52.45 = 0.0085, esto es, del 0.85%. 


Se observa que, aunque el error absoluto en el segundo caso es superior, 
su error relativo es notablemente inferior. 

Los errores absoluto y relativo de un número aproximado presentan el 
inconveniente de que para calcularlos es necesario conocer el número exacto 
que se está aproximando, lo cual no es posible en muchas ocasiones. 


12.5.3 Dígitos significativos 


Otra manera de medir la exactitud de un número aproximado es dar el 
número de dígitos significativos con que está expresado. El adjetivo sig- 
nificativo aplicado a un dígito hace referencia a que dicho dígito contiene 
información relevante sobre la magnitud del número. Un sencillo ejemplo 
aclarará este concepto. 

Supongamos que quiere medir una varilla con una regla graduada en mi- 
límetros (ver figura 12.28). Cualquier observador entenderá que la longitud 
de la varilla es aproximadamente 57 mm. Este número es prácticamente co- 
rrecto ya que repetidas mediciones de la varilla llevan a la misma conclusión. 
Supongamos que se desea precisar un poco más la longitud exacta. Entonces, 
alguien puede decir que la longitud de la varilla es 57.2 mm, mientras que 
otro puede estimar la longitud de la varilla en 57.1 mm, 57.3 mm o incluso 
57.4 mm. 

Probablemente nadie dirá a la vista de la figura que la longitud de la 
varilla es de 57.9 mm y mucho más ridículo sería asegurar, a la vista de 
la figura, que la longitud de la varilla es de 57.2798765 mm. Por lo tanto, 
debido a los límites de la regla que se utiliza, únicamente se pueden dar dos 
dígitos con seguridad y un tercer dígito que es una estimación plausible. 
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figura 12.28 la varilla mide 57.3 mm con 3 dígitos significativos 


El concepto de cifras significativas expresa la fiabilidad de un valor nu- 
mérico aproximado: 


El número de dígitos significativos de un número aproximado es 
el número de dígitos, más un dígito estimado, que se pueden dar 
con confianza al expresar el número. 


Ejemplo 12.5 Al expresar la longitud de la varilla como 57.3 mm, la medida 
tiene 3 dígitos significativos. 


El cero no es siempre un dígito significativo, ya que puede servir única- 
mente para situar el punto decimal. Por ejemplo, la longitud de la varilla 
de la figura 12.28 puede expresarse como 0.0573 metros. Este número tiene 
únicamente 3 dígitos significativos. Sin embargo, si se tuviera que medir 


figura 12.29 la varilla mide 80.0 mm con tres dígitos significativos 


la varilla de la figura 12.29, se estimaría que su longitud es 80.0 mm. En 
este caso los tres dígitos son significativos. El papel del cero a la derecha 
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del punto decimal no es irrelevante y no puede suprimirse, pues sirve para 
precisar la medida e informar de que la verdadera longitud puede estar entre 
79.9 mm y 80.1 mm. 

Si se hubiera expresado la medida como 80 mm, habría que interpretar 
que la longitud exacta de la varilla estaría entre 79 mm y 81 mm. La 
medida 80.0 mm, con 3 dígitos significativos, aproxima con menos error que 
la medida 80 mm, que tiene sólo 2 dígitos significativos. 

Cuando se manejan números muy grandes puede presentarse una situa- 
ción ambigua al interpretar los ceros a la derecha. Por ejemplo, si se lee que la 
distancia de la tierra al sol es de 149 500 000 kilómetros, difícilmente se podrá 
admitir que la medida se haya efectuado con un instrumento que permita 
precisar hasta el kilómetro. Más bien, es razonable pensar que la precisión 
del instrumento con que se ha medido dicha distancia permitirá aproximar 
hasta las centenas de miles de kilómetros, de forma que el número de dígitos 
significativos de la medida sea únicamente 4 ó a lo sumo 5. No obstante, sin 
más información no se puede decidir. La ambigiiedad se salva representando 
los números en notación científica que se estudiará más adelante. 


El dígito más significativo de un número aproximado es el primer 
dígito no nulo. El dígito menos significativo es el dígito situado 
más a la derecha, aunque sea un cero, siempre y cuando el número 
esté expresado en forma fraccionaria. Los dígitos situados entre 
ambos son todos significativos. 


El concepto de cifras significativas tiene una implicación importante en 
la aritmética del ordenador. Como se opera con un número finito de cifras 
hay que especificar el grado de precisión de la aproximación. Una manera de 
hacerlo es en términos de cifras significativas. Por ejemplo, se puede decidir 
que la aproximación es aceptable siempre y cuando el número de dígitos 
significativos de los resultados sea el que se puede expresar con 1 byte, 2 
bytes, 4 bytes, ..., obteniéndose precisión simple, doble, cuádruple, etc. 


La precisión de un computador es el mayor número de dígitos 
significativos que puede guardar en una posición de memoria al 
representar un número. 
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12.5.4 Truncamiento y redondeo 


Cuando se tiene que almacenar en un ordenador un número cuya expresión 
exacta tiene más cifras de las que constituyen la precisión del computador, 
se utiliza el truncamiento o el redondeo. 


Truncar un número significa suprimir los dígitos menos significa- 
tivos de forma que el número aproximado resulta con un número 
de dígitos significativos igual a la precisión del ordenador. 


Ejemplo 12.6 Truncar con 8 dígitos significativos el número 3.141592653589. 


3.1415926 53589 


Dígitos Digitos 
retenidos descartados 


1 
3.1415926 


Número truncado 


Ejemplo 12.7 Al truncar con 5 dígitos significativos el número —1.414214 se 
obtiene el número —1.4142. 


Con el truncamiento, los números positivos disminuyen de valor y los 
números negativos aumentan de valor. El número aproximado que resulta 
del truncamiento tiene un error absoluto acotado: 


Si un número N se trunca a un número aproximado N con p 
dígitos decimales significativos entonces 


lea l=] N— Ñ |< 107? 


12.5. Aritmética del computador 871 


Ejemplo 12.8 En la tabla siguiente se muestran algunos ejemplos de cómo se 
truncan los números con precisión de 8 dígitos. 


N Ñ t=N—-Ñ lea J=[N—=N| 
—1234567.89 | —1234567.8 | —0.09 0.09 < 10] 
TITTIAITATTT | TTTTTTTAT | 0.0777 0.0777 < 107 
—0.128954065 | —0.1289540 | —0.000000065 | 0.000000065 < 1077 
—3333.333333 | -—3333.3333 | —0.000033  |0.000033< 107 


En la primera columna aparece el número exacto, en la segunda el truncado, en la 
tercera el error absoluto cometido y, en la cuarta, la cota del error de truncamiento. 


Redondear un número significa suprimir algunos de sus dígitos 
menos significativos y modificar el último dígito no suprimido de 
forma que el número redondeado tenga el menor error posible. 


Las reglas teóricas que se utilizan para redondear números dependen del 
llamado dígito de prueba que es el número situado más a la izquierda de los 
que se suprimen: 


Reglas de redondeo: 


1. Si el dígito de prueba es menor que 5 los dígitos anteriores no 
se cambian (redondeo por defecto). 


2. Si el dígito de prueba es mayor que 5 se suma una unidad al 
primer dígito no suprimido, teniendo en cuenta que si éste es un 
9 entonces se convierte en 0 y se suma una unidad al precedente 
(redondeo por exceso). 


3. Si el dígito de prueba es igual a 5, ó 5 seguido de ceros, entonces 
se suma una unidad al último dígito no suprimido si éste es impar 
y no se cambia si es par (regla “sumar si impar”). 
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Ejemplo 12.9 Redondear con 6 cifras decimales el número 3.141592653589. 


Dígito 
de prueba 
1 
3.141592 653589 
Dígitos Dígitos 
retenidos descartados 


1 
3.141593 


Número redondeado 


El dígito de prueba es 6; puesto que es mayor que 5 se suma 1 al primer dígito no 
suprimido. Por lo tanto, el número redondeado es 3.141593. 


Ejemplo 12.10 Redondear con 4 cifras decimales el número 23.8751003. El dígito 
de prueba es 0. Por lo tanto, el redondeo es 23.8751. 


Ejemplo 12.11 Redondear con 3 cifras decimales el número 5.79984. El dígito de 
prueba es 8 y, por lo tanto, hay que sumar 1 al último dígito no suprimido que es 
un 9 lo que conduce al número siguiente 5.800. 


Ejemplo 12.12 Redondear con una cifra decimal el número 4.750. El dígito de 
prueba es 5 y el dígito precedente es 7 que es impar; por lo tanto, se suma 1 al 
número precedente. El número redondeado es 4.8. 


Ejemplo 12.13 Redondear con 2 cifras decimales el número 72.48500. El dígito 
de prueba es un 5 seguido de ceros y el dígito precedente es par. Por lo tanto, 
se suprimen los dígitos de más sin modificar el dígito precedente. El resultado es 
72.48. 


Las reglas de redondeo anteriores garantizan teóricamente que el error 
que se comete es el menor posible: 
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Si un número N se redondea a un número aproximado N' con p 
dígitos decimales significativos, entonces: 


cres dl 
ea l=l NN l< ¿107? 


Ejemplo 12.14 En la tabla siguiente se muestran algunos ejemplos de cómo se 
redondean números con 8 cifras. 


di N ea=N-N [ea l=[N-N| 
—1234567.59 | —1234567.9 | 0.01 0.01 <05x 10 | 
TITITITATIT | —TTTTTTT.E | 0.0223 0.0223 <0.5 x 1071 


—0.128954065 | —0.1289541 0.000000035 | 0.000000035 <0.5x 1077 
| -3333.333333 —3333.3333 | —0.000033 0.000033 <0.5 x 1071 


En la primera columna se muestra el número exacto, en la segunda el número 
redondeado, en la tercera el error absoluto cometido y, en la cuarta, la cota del 
error de redondeo. 


El error de redondeo es menor o igual que el error de truncamiento, si 
bien, para redondear un número hay que realizar una operación adicional, 
Por ello, lo normal es que el hardware aplique simplemente el truncamiento 
para aproximar números. Por otra parte, el redondeo se efectúa, general- 
mente, mediante el software. En este caso los programas suelen aplicar reglas 
de redondeo más simples: sumar 1 al último dígito no suprimido si el dígito 
de prueba es mayor o igual que 5 y no modificarlo en caso contrario. 


12.5.5 Problemas numéricos del truncamiento y redondeo 


Cuando se programa un computador para realizar cálculos con nÚmEeros apro- 
ximados hay que adoptar ciertas precauciones para controlar el error y man- 
tenerlo dentro de un nivel de tolerancia aceptable. Es instructivo examinar 
algunas de las situaciones indeseables que pueden presentarse al operar con 
números aproximados. 


1. La propagación de errores de redondeo puede desvirtuar de modo 
importante el resultado de las operaciones realizadas con un ordenador. 
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Ejemplo 12.15 Si se diepoha de un ordenador que permite representar únicamen- 
te 8 dígitos. La fracción El se representará en forma aproximada como 6.6666666. 
El error relativo de la aproximación es: 
— — 6.6060666 EE 

20 = 20 = 0.00000001 

3 3 
Si se suma el número aproximado consigo mismo: 

6.6666666 


+  6.6666666 
13.3333332 


el resultado será almacenado como 13.333333 ya que el ordenador únicamente 
guarda 8 dígitos. Si se suma una segunda vez el número aproximado, se tendrá: 


13.333333 
+  06.6666666 
19.999999 


el resultado que presenta el ordenador es 19.999999. El error relativo de este número 
es: 


20 
A na _ 20— 19.999999 
20 
3x 3 
0.000001 
20 
= 0.00000005 


Se observa que el error relativo del resultado después de dos sumas es 5 veces mayor 
que el error relativo del dato original. 


2. Cancelar dígitos significativos cuando se opera de manera aproximada 
es una de las fuentes de error mas serias en la aritmética del ordenador. 


Ejemplo 12.16 Si se tiene que calcular el resultado de la expresión siguiente: 
0.0000001 
(0.0000001 + 10) — 10 


Al efectuar las operaciones en el papel, se calcula primero lo que está dentro del 
paréntesis, después el denominador y finalmente el cociente. El resultado exacto es: 


0.0000001 0.0000001_ _ 0.0000001 _ 


(0.0000001 + 10) — 10 — 10.0000001—10 — 0.0000001 — 
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Evidentemente, el resultado es el mismo si aplicamos la propiedad asociativa de la 
suma y se realizan los cálculos de la manera siguiente: 
0.0000001 _ 0.0000001 
(0.0000001 + 10) 10 0.0000001+ (10— 10) 
0.0000001 

0.0000001— 0 

0.0000001 

2:0000001 


Ahora bien, supongamos que se pretende hacer la operación en un ordenador con 
capacidad para representar únicamente 8 dígitos. Entonces, en el primer caso se 
calcula primero el paréntesis: 


0.0000001 
+ 10.000000 
10.000000 


El resultado se guarda como 10.000000 ya que no hay más que 8 lugares. A conti- 
nuación se calcula el denominador: 


10.000000 
—  10.000000 
0.0000000 


Ahora, al hacer el cociente: 
0.0000001 


0.0000000 
se produce un error ya que no se puede dividir por 0. El ordenador no puede realizar 
la operación. 
En cambio, la segunda manera de efectuar la operación sí produce el resultado 
correcto. En primer lugar se calcula el paréntesis: 


10.000000 
—  10.000000 
0.0000000 


y a continuación el denominador: 


0.0000001 
+_ 0.0000000 
0.0000001 


El numerador y denominador son ahora el mismo número por lo que el cociente es 


igual al resultado correcto: 
0.0000001 _ 


0.0000001 — 
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12.5.6 Notación científica 


Cuando se manejan números muy grandes o muy pequeños se plantea un 
problema para representarlos directamente con un número finito de cifras, 
Por ejemplo, si un ordenador sólo puede representar 8 dígitos significativos, 
el mayor número que puede introducirse directamente de manera exacta es 
99999999. Para trabajar con un número como 12345 678 900 000 000 hay 
que idear un modo de representación que permita utilizar únicamente un 
número limitado de cifras sin desvirtuar su orden de magnitud. 

El problema se soluciona utilizando una manera especial de representar 
los números: 


Un número decimal se puede escribir en forma exponencial como 
un número de veces una potencia de 10. 


Ejemplo 12.17 El número 22389 se puede escribir en forma exponencial decimal 
como 22.389 x 10% ya que 


22.389 x 10% = 22.389 x 1000 = 22389 


Ejemplo 12,18 El número 0.00025 se puede escribir en forma exponencial decimal 
como 25 x 107 ya que 


25 x 107% = 25 x 0.00001 = 0.00025 


La representación en forma exponencial decimal no es única, pues al 
modificar el exponente de 10, se altera la localización del punto decimal. 


Ejemplo 12.19 El número 22389 se puede escribir también en forma exponencial 
decimal como 0.22389 x 105 ya que 


0.22389 x 10% = 022389 x 100000 = 22389 


Ejemplo 12.20 El número 0.00025 se puede escribir también en forma exponencial 
decimal como 2.5 x 107% ya que 


2.5 x 107* = 2.5 x 0.0001 = 0.00025 
Una manera de eliminar la ambigiiedad que conlleva la forma exponencial 


consiste en escribir el número en forma exponencial normalizada o bien en 
notación científica. 
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Un número decimal N se escribe en forma exponencial normali- 
zada como el producto de un número A, denominado mantisa, por 
10 elevado a un número p, denominado ezponente, 


N=Ax10P 


donde el punto decimal está immediatamente antes del primer 
dígito no nulo de A. 


Ejemplo 12.21 La tabla siguiente presenta varios números en forma exponencial 
normalizada: 


Número Forma exponencial Mantisa Exponente 
normalizada 
323.89787 0.32389787 x 10% 0.32389787 3 
—0.00056 0.56 x 107% 0.56 -3 
123456789000000 | 0123456789 x 1015 | 0.123456789 15 
0.000000000007 [0.7 x 107" 0.7 -11 
1.56 0.156 x 101 0.156 1 
0.4321 0.4321 x 10% 0.4321 0 


De igual manera: 


Un número decimal N se escribe en notación científica como el 
producto de un número A, denominado mantisa, por 10 elevado a 
un número p, denominado exponente, 


N=Ax10” 


donde el punto decimal está immediatamente después del primer 
dígito no nulo de A. 
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Ejemplo 12.22 La tabla siguiente presenta varios números en notación científica: 


Número Notación científica | Mantisa | Exponente 

323.89787 3.2389787 x 107 3.2389787 2 

—0.00056 5.6 x 1071 5.6 -4 
123456789000000 | 1.23456789 x 101* | 1.23456789 14 
0.000000000007 |7.x 107? Te -12 
1.56 1.56 x 10% 1.56 0 

0.4321 4.321 x 107* 4.321 -1 

La forma exponencial también se considera en el sistema binario. En 


lugar de multiplicar por potencias de 10 se multiplica por potencias de 2. 


Escribir un número binario N en forma exponencial normalizada 
consiste en expresarlo como el producto de un número A, la man- 
tisa, por 2 elevado a un número p, el exponente, 


N=Ax>2 


donde el punto binario está immediatamente antes del primer 
dígito no nulo de A. 


Ejemplo 12.23 La tabla siguiente muestra varios números binarios en forma 
exponencial binaria normalizada: 


Número binario | Forma exponencial 
normalizada 


Mantisa | Exponente 


1010111.1 0.10101111 x 2 0.10101111 7 
0.001100 0.1100 x 27? 0.1100 -2 
-11.001101 —0.11001101x 2? | —0.11001101 2 
0.000000000001 | 0.1 x 27*! 0.1 -11 


Así pues, en forma exponencial o notación ciéntifica cualquier número 
viene dado por un número fraccionario, la mantisa, y un número entero, el 
exponente. Como se verá más adelante, los números reales se representan 
internamente en el ordenador en forma exponencial. De esta forma es posible 
introducir números muy grandes o muy pequeños en un número limitado de 
bits, sin cometer errores desproporcionados. 
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12.5.7 Aritmética binaria 


La realización de cálculos aritméticos es esencialmente igual en cualquier 
sistema de numeración posicional. La operación básica es la suma. La 
diferencia se puede calcular sumando al minuendo el opuesto del sustraendo; 
la multiplicación y división se obtienen sumando o restando repetidas veces. 
Las familiares tablas de multiplicar y dividir que se aprenden en la escuela 
son simples “atajos” para sumar de manera abreviada. 

En un ordenador la operación básica es también la suma. El circuito arit- 
mético básico es un circuito “sumador”. Todas las operaciones aritméticas 
pueden reducirse a sumas sucesivas. No obstante, es posible diseñar circuitos 
que acorten la multiplicación y división. 

Vamos a exponer a continuación cómo se suma en el sistema binario. 


Adición binaria 

Recordemos cómo se suman manualmente dos números decimales. Primero 
se encolumnan los números haciendo coincidir las cifras del mismo orden. Así 
dispuestos, lo único que en realidad hay que saber es: a) cómo se suman dos 
dígitos cualesquiera, y b) cómo se suman dos dígitos cualesquiera cuando se 
lleva alguna unidad de la columna anterior. Por ejemplo, para sumar 379.68 
y 241 se disponen los cálculos de la manera siguiente: 


379.68 
+ 241 
620.68 


La adición binaria se lleva a cabo del mismo modo. La tabla de la suma 
binaria, tabla 12.3, es sencilla, puesto que sólo hay dos dígitos que sumar: 


tabla 12.3 tabla de adición binaria 


Como se observa en la tabla 12.3, al sumar 141, que en el sistema deci- 
mal daría 2, en el sistema binario da 10, que es el número binario equivalente 
al número decimal 2. A partir de la tabla podemos escribir todas las posi- 
bilidades que se pueden dar al efectuar la adición binaria: 
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1 (“acarreo”) 


0 0 1 d. 
+0 +1 +0 + 1 +1 
0 ll ól 0 y “selleva” 1 1 y “se lleva” 1 


Con esto ya se puede describir la mecánica de la suma en binario. El 
procedimiento es el siguiente: 


1. Encolumnar los números convenientemente haciendo coincidir los dí- 
gitos del mismo orden. 


2. Sumar la primera columna (la que está más a la derecha). El resultado 
puede ser 0,1 ó 10. En este último caso poner un 0 y llevar un uno a 
la columna siguiente. 


3. Sumar la columna siguiente teniendo en cuenta, en su caso, lo que se 
ha llevado de la columna anterior. 


4. Repetir hasta que se hayan sumado todas las columnas o mientras se 
lleve algo de la columna precedente. 


Ejemplo 12.24 Sumar los números binarios 1111 y 101. 


En primer lugar, se encolumnan los números alineándolos a la derecha. 


1 1 Se comienza a sumar por la derecha. 
+ Ji 10 1 Teniendo en cuenta la tabla, 141 =0, 
y se lleva 1 a la columna siguiente: 


+1 Ahora, se suma la siguiente columna te- 

dd niendo en cuenta lo acarreado de la co- 

sd 1.01 lumna anterior. El resultado es 14+1 = 

0 0 llevando de nuevo 1 a la columna si- 
guiente: 


+ +1 Se suma la tercera columna. El resul- 
1 tado es 14141 = 1 y se lleva l a la 
1 columna siguiente: 


+1 Finalmente, se suma la última columna. 
1 El resultado es 1 + 1=0 y se lleva 1 a la 
1 columna siguiente, lo cual simplemente 
1 0.0 se traduce en añadir un 1 a la izquierda 
del resultado: 
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En la práctica las operaciones pueden hacerse mentalmente de manera sencilla 
escribiendo la “cuenta” de la manera siguiente: 


14%d4 
He 1.01 
0.0 


Si el número binario es fraccionario, el procedimiento es exactamente el 
mismo, 


Ejemplo 12.25 Sumar los números binarios 10010.01 y 110.1001 


Ejercicios 


12.1 Calcular los errores absoluto y relativo que se cometen al aproximar el número 
N = 540.087 con el número Ñ = 540.1. 


12.2 Calcular los errores absoluto y relativo que se cometen al truncar el número 
N = -12.87683 con 3 dígitos significativos. 


12.3 Calcular los errores absoluto y relativo que se cometen al redondear el número 
N = -12.87683 con 3 dígitos significativos. 


12.4 Señalar el dígito más significativo de los números siguientes: 
111.001 0.00022200 3.0003 400000000 
0.5 66 7.70 888000000000.0 0.000000009 
12.5 Señalar el dígito menos significativo de los números siguientes: 
111.001 0.00022200 3.0003 400000000 
0.5 66 7.70 888000000000.0 0.000000009 
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12.6 ¿Con cuántos dígitos significativos están expresados los siguientes números? 
111.001 0.00022200 3.0003 400000000 0.5 
66 7.70 888000000000.0 0.000000009 
12.7 Truncar los siguientes números decimales a un número entero: 
11.1. —222.01 0.00333 4.999999 555555.00 
—0.000000006 7 —8.8 999999999.999999999 


12.8 Truncar los siguientes números a 5 cifras decimales: 
1.001000 0.00220022 333.33333 4.999999 —5.000005 
0.0000066666 7.0000000  —0.898989 99999.99999 


12.9 Redondear con 2 cifras decimales los siguientes números: 
0.0012 2.64500 33.0099 4.9950 52.547 
60.34178 0,734999 88.5957 0.9950 
12.10 Redondear con 5 dígitos significativos los siguientes números: 
1.001990 0.02222250 3.9999499 444.0060 5449.901 
=62.87671  —0.000725601  —8.0000500 0.9990095 


12.11 Dados los siguientes números decimales en forma exponencial, escribirlos de 
nuevo sin exponente: 


12x 107% —0.2345x 10% 3.56x 10% —444x 107? 0.0005x 10% 51.1x 107? 
=6x 107* 7.078x 10% 0.8x 101 99x 107? 


12,12 Escribir los siguientes números decimales en forma exponencial normalizada, 
señalando en cada caso la mantisa y el exponente: 


0.011. —222 3.345 0.41278 —55.908 
0.00000629 712765432 —0.8 99090.090 


12.13 Escribir los siguientes números decimales en notación científica, señalando 
en cada caso la mantisa y el exponente: 


1.11 0.22 3765.09 0.0045 —5235 
600.00 0.000007 88.88 999999 


12.6. Códigos alfanuméricos 883 


12.14 Escribir los siguientes números binarios en forma exponencial normalizada, 
señalando en cada caso la mantisa y el exponente: 


11.001 —0.00101 111111.000111 0.0001010 1010 
0.1111 —1.001 —0.01010 1.1 111.000111 
12.15 Sumar los siguientes números binarios: 10100100.01 y 111010.1 


12.16 Sumar los siguientes números binarios: 11011101.111 y 111001.01 


12.6 Códigos alfanuméricos 


Los hombres utilizan códigos para comunicarse. Los códigos están formados 
por símbolos, sonidos, luces, banderas, puntos y rayas, señales de humo, 
etc., que tienen un significado concreto. Por ejemplo, en la comunicación 
por escrito, el hombre emplea las letras del alfabeto, los dígitos del cero al 
nueve y algunos signos de puntuación y símbolos especiales tales como %, *, 
”; el código Morse utiliza puntos y rayas; el código Braille utiliza puntos en 
relieve, etc. 

En un computador electrónico digital todo gira en torno a la presencia 
o ausencia de energía, de modo que cada uno de los elementos mínimos que 
lo integran puede estar en uno de dos estados. El sistema de numeración 
binario es el sistema adecuado para representar los dos posibles estados. Una 
forma de hacerlo es identificar al 1 como el estado que permite el paso de la 
corriente y al O como el estado que impide el paso de la corriente. Todos los 
números, letras y símbolos de la escritura pueden representarse por medio 
de una combinación adecuada de ceros y unos. Para ello no hay más que 
establecer un convenio de codificación adecuado. 


un carácter un carácter un carácter 
A A 


figura 12.30 representación de caracteres con cuatro bits 
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12.6.1 Codificación binaria 


Supongamos que construímos un computador tal que en la CPU, memoria, 
etc., cada carácter individual viene representado como un grupo de 4 bits, 
es decir, las celdillas elementales se agrupan de cuatro en cuatro y cada una 
de estas agrupaciones representa un carácter (ver figura 12.30). 


3000 00080 0080 0000 0000 
oJo]o[o] [ofolo[1] [oJo[1]o] [olo[+]1] foTxTo[o] 
0 1 2 3 4 
3066 30686 ¿3000 0000 don 
011/41: ela 0 Al eat 10 [077 


figura 12.32 codificación BCD de cuatro bits de los dígitos decimales 


¿Cómo se podría introducir en este ordenador un carácter ordinario de la 
escritura? Por ejemplo, supongamos que se quiere introducir en el ordenador 
el carácter correspondiente al dígito decimal 7. Se puede elegir entre varias 
alternativas, pero una muy natural es utilizar su equivalente en el sistema 
binario, 

(7)10 = (111)2 
Añadiendo un 0 a la izquierda para completar los cuatro bits, se tiene al ca- 
rácter 7 codificado como 0111 de modo que, internamente, el 7 se representa 
como muestra la figura 12.31. 

De un modo similar, se pueden codificar los demás dígitos decimales (ver 
figura 12.32). Cada uno de los 4 bits se pondera con un “peso” igual a su 
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equivalente decimal. Ésta es una de las posibles formas de codificar dígitos 
decimales en el sistema binario, Se llama codificacion BCD 8-4-2-1, (decimal 
codificado en binario (Binary-Coded Decimal) con 4 bits y ponderación 8-4- 
2-1). 


Ejemplo 12.26 Una secuencia de caracteres como la que representa ordinaria- 
mente en la escritura al número 314, se puede codificar mediante 3 grupos de 4 bits, 
uno por cada dígito decimal que lo forma, en posiciones consecutivas de la memoria 
(ver figura 12.33). 


figura 12.33 codificación BCD de la serie de caracteres “314” 


No hay que olvidar que, en realidad, el 1 representa el paso de corriente y el 0 
lo contrario. Así pues, una representación más intuitiva de lo que ocurre dentro del 
ordenador al introducir la serie de caracteres “314” sería la de la figura 12.34. 


[s 4 2 1 8 4 2 1 8 4 2] [1 


Encendido 


Apagado 


=————— —, Sentido de la corriente 


figura 12.34 impulsos de la corriente eléctrica 


Como cada bit puede tomar 2 valores, 0 ó 1, con una agrupación de 4 
posiciones se pueden codificar 2-2-2-2= 2*= 16 caracteres. 


886 Capítulo 12. Las matemáticas del computador 


El código BCD de 4 bits permite codificar 16 caracteres, por lo que puede 
utilizarse a lo sumo para representar los diez dígitos decimales y unos pocos 
símbolos. Para representar además de los dígitos decimales, las letras, los 
signos ortográficos y científicos, etc., se precisan códigos con mayor número 
de bits. 

Con 6 bits ya es posible representar 2 = 64 caracteres, lo que es suficiente 
para representar además de los dígitos decimales, las letras mayúsculas y 
algunos signos de puntuación. 

Una extensión del código BCD de 4 bits es el código BCD de 6 bits. En 
este código los dígitos decimales se representan por su equivalente binario y 
las letras mayúsculas se codifican como números binarios a partir del número 
(010001) que codifica la letra A (ver tabla 12.4). 


0 000000 A 010001 J 100001 S 110010 
1 000001 B- 010010 K 100010 T 110011 
2 000010 C 010011 L 100011 U 110100 
3 000011 D 010100 M 100100 V 110101 
4 000100 E 010101 N 100101 w 110110 
5 000101 FP 010110 O 100110 Xx 110111 
6 000110 G 010111 PP 100111 Y 111000 
7 000111 H 011000 Q 101000 Z 111001 
8 001000 TT 011001 R 101001 

9 001001 


tabla 12.4 codificación BCD de 6 bits 


No obstante, las necesidades habituales de la comunicación escrita exigen 
disponer de un mayor número de caracteres alfanuméricos, es decir, las letras 
mayúsculas y minúsculas, los signos ortográficos, los dígitos decimales, etc., 
por lo es necesario utilizar códigos con mayor número de bits. 

Actualmente los códigos alfanuméricos más extendidos son el código de- 
nominado EBCDIC (Extended Binary Coded Decimal Interchange Code), o 
código de intercambio decimal codificado binario extendido, y el código ASCII 
(American Standard Code for Information Interchange), o código americano 
standard para el intercambio de información. Ambos son códigos de 8 bits, 
que permiten representar 2 = 256 caracteres, lo cual cubre ampliamente las 
necesidades de representación de todos los caracteres ordinarios. 

La tabla 12.5 muestra algunos de los caracteres del sistema de codifi- 
cación ASCII, incluyendo junto con cada carácter el número binario que lo 
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887 


Decimal Binario ASCII 


00100000 
00100001 
00100010 
00100011 
00100100 
00100101 
00100110 
00100111 
00101000 
00101001 
00101010 
00101011 
00101100 
00101101 
00101110 
00101111 
00110000 
00110001 
00110010 
00110011 
00110100 
00110101 
00110110 
00110111 
00111000 
00111001 
00111010 
00111011 
00111100 
00111101 
00111110 
00111111 


64 01000000 
1 65 01000001 
le 66 01000010 
$ 67 01000011 
$ 68 01000100 
% 69 01000101 
€ 70 01000110 
Ñ 71 01000111 
( 72 01001000 
) 73 01001001 
ds 74 01001010 
+ 75 01001011 
y 76 01001100 
- 77 01001101 
78 01001110 
79 01001111 
80 01010000 
81 01010001 
82 01010010 
83 — 01010011 
01010100 
85 01010101 
86 01010110 
87 01010111 
88 01011000 
89 01011001 
90 01011010 
91 01011011 
92 01011100 
93 01011101 
E 01011110 
95 01011111 


“DAIARADINR OR 
ES 
ES 


»VIA- 
w 
E 


Decimal Binario ASCII 


¿$ AONIAZECIN MO TOZZ EARL NO AMUUOAM>O 


Decimal 


tabla 12.5 tabla de códigos ASCII 


Binario ASCII 


01100000 
01100001 
01100010 
01100011 
01100100 
01100101 
01100110 
01100111 
01101000 
01101001 
01101010 
01101011 
01101100 
01101101 
01101110 
01101111 
01110000 
01110001 
01110010 
01110011 
01110100 
01110101 
01110110 
01110111 
01111000 
01111001 
01111010 
01111011 
01111100 
01111101 
01111110 
01111111 


I—]|ornexzocrocnr omo oros amo nn ve 
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representa en el computador y el equivalente decimal del número binario. 


Ejemplo 12.27 Si se quiere introducir en un ordenador la serie de caracteres 
"Computador Digital", codificada en ASCII, hay que introducir los bits que señala 
la figura 12.35. Obsérvese la necesidad de introducir de manera explícita el espacio 


00100010 01000011 0110 0 
100010 01000011 01101111 01101101 01110000 01110101 
” Pa o m » “ 
101100100 01101111 01110010 00100000, 
01110100 0110000 
t a d o r 


01000100 01101001 01100111 01101001 01110100 01100001 01101100 00100010 
A ES AS A 


D ' 9 ' M a 1 


figura 12.35 ejemplo de codificación ASCII 


en blanco que separa las dos palabras. El carácter espacio (decimal 32, binario 
00100000), es un carácter más de la escritura, aunque frecuentemente nos olvidamos 
de verlo, De igual modo hay que disponer de un modo de representar caracteres tales 
como fin de línea, tabulador, avance de página, etc., que no tienen una representación 
visual concreta, pero son básicos para la comprensión de cualquier información. 
Estos caracteres ocupan los primeros 32 lugares de la tabla ASCII. 


Ejemplo 12.28 Descifrar el siguiente mensaje escrito en bits sabiendo que está 
codificado en ASCIL 


010011000110000101110011001000000010001001101100011001010111010001110010 
011000010111001100100010001000000110010001100101011011000010000001101111 
011100100110010001100101011011100110000101100100011011110111001000100000 
011100110110111101101110001000000011000000100000011110010010000000110001 
00101110 


Se agrupan los bits de 8 en 8 y buscamos su equivalencia en la tabla ASCII. 


01001100011000010111001100100000 
pr o pa a a ua) 

Y a Ss 
0010001001101100011001010111010001110010011000010111001100100010 
pri ga in ¿a Vin pr ii q Vi pa 

e 1 $ L Y A Ps di 
P010000001100100011001010110110000100000 
o pa a ra ja Na ja 

e 
011011110111001001100100011001010110111001100001011001000110111101110010 
WA o a a a a pp 

o r d e n a d o Y 
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0010000001110011011011110110111000100000 
CEA po Vo po Vi 

s o 
00110000 0010000001111001001000000011000100101110 
OO pr pi pr pa) 


El mensaje dice algo conocido: Las "letras" del ordenador son 0 y 1. 


Como se aprecia es un modo engorroso de escribir los caracteres en el 
ordenador. En los albores de la informática, efectivamente así se alimentaba 
al computador con los datos e interpretaban los resultados. Los primeros 
programas que controlaban los ordenadores venían escritos en forma de lar- 
gas ristras de ceros y unos. Ya se comprende que esta codificación, si bien 
es apropiada para el ordenador, no es cómoda para las personas por ser pro- 
pensa a errores. En realidad, los dispositivos de entrada y salida actuales 
efectúan esta tarea por el operador, de forma que la entrada y salida de 
datos en un ordenador se realiza utilizando los símbolos ASCII ordinarios, 
fácilmente comprensibles por el hombre, en lugar de series de bits. 

Sin embargo, en ocasiones es necesario manipular los datos y programas 
en su forma más cercana al ordenador, es decir, en forma binaria. En lugar 
de manejar las incómodas series de ceros y unos, se puede recurrir a algunas 
ayudas que acorten la escritura. La idea es agrupar los bits de manera 
sistemática. 

Con un byte (8 bits) se puede representar un carácter. Una agrupación de 
bytes forma una palabra del ordenador. El tamaño de la agrupación depende 
del ordenador concreto que se considere. Así hay palabras de 1 byte (8 bits), 
2 bytes (16 bits), 4 bytes (32 bits), etc. La representación simbólica de 
un byte, o de una palabra, puede hacerse de manera simple utilizando los 
sistemas de numeración octal y hezadecimal. 


12.6.2 Sistema Octal 


El sistema octal es el sistema de numeración posicional que tiene como base 
b= 8. Los dígitos octales se representan con los símbolos 0,1,2,3,4,5,6,7 y 
los valores de posición son las potencias de 8: 
85 gi 83 g2 gl go gal g2 ga 
32768 4096 512 64 8 1 0.125 0.015625 0.001953125 


Puesto que 8 = 2, cada dígito octal tiene una representación en el 
sistema binario mediante 3 bits, según la tabla 12.6 
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Dígitos octales | Números binarios 
000 
001 
010 
011 
100 
101 
110 
111 


ZxoanaVN- o 


tabla 12.6 equivalencia entre dígitos octales y números binarios 


Teniendo en cuenta la tabla 12.6 la conversión entre los sistemas binario 
y octal es muy sencilla. Cada dígito octal puede considerarse una represen- 
tación abreviada de tres dígitos binarios, por lo que: 


Para pasar un número octal al sistema binario hay que cambiar 
cada dígito octal por el número binario equivalente. 


Recíprocamente, 


Para pasar un número binario al sistema octal se agrupa el número 
binario en grupos de tres dígitos comenzando por la derecha para 
la parte entera y por la izquierda para la parte fraccionaria, y 
luego se sustituye cada grupo por el dígito octal equivalente. 


Ejemplo 12.29 Encontrar el equivalente en binario del número octal (7215)3. 


Mediante la tabla 12.6, se busca el número binario equivalente a cada dígito 
octal: 


A 
bo Lol 
111 010 001 101 


Por lo tanto, (7215)s = (111010001101). 
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Comprobemos la corrección de esta igualdad pasando ambos números al más 
familiar sistema decimal: 


(7215) = 7-8+2.824+1-81 45-80 
7-5124+2-644+1-8+5-1 
= 35844 128+8+5 

3725 


(111010001101)2 12041.2041.22 440-234 1-27 40-25 
+0-254+0-241-241-224+0-214+1-20 
= 20484 10244+512+128+84+4+1 

= 37% 


Ejemplo 12.30 Encontrar el equivalente binario al número octal (30.46)3. Se hace 
la conversión usando la tabla 12.6 


3 0... 4 6 


tol lo 4 
011 000 . 100 110 


Por lo tanto, si se suprimien los ceros innecesarios, a la izquierda de la parte entera 
y a la derecha de la parte fraccionaria, resulta (30.46)4 = (11000.10011). 


El equivalente en el sistema decimal de ambos números es el mismo: 


(30.46)s 3-81 +0-8%4+4-87146-87? 
3-844-0.125+6-0.015625 
24 +0.5 + 0.093750 


24.59375 


(11000.10011)» 1.24+1-24+0-224+0-21 0-2 
+1.2714+0-240-24 1.9744 1.975 
= 164+8+0.5+0.0625 + 0.03125 


= 24.59375 
Ejemplo 12.31 Pasar el número binario (110011111001100000101)» al sistema 
octal, 


Se agrupan los dígitos binarios de tres en tres empezando por la derecha y 
usamos la tabla para buscar el dígito octal correspondiente: 
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110 011 111 001 100 000 101 
O A A 


Por lo tanto, (110011111001100000101)2 = (6371405)s. 


Puede comprobarse fácilmente que el equivalente en el sistema decimal de ambos 
números es 1700613. 


Ejemplo 12.32 Encontrar el equivalente del número binario (1011.0101)z en el 
sistema octal. 


Puesto que el número dado es un número fraccionario se tiene que convertir la 
parte entera y la parte fraccionaria separadamente. Para convertir la parte entera, 
1011, se hacen grupos de tres dígitos empezando por la derecha. Como sólo hay 
cuatro dígitos se completa con ceros a la izquierda, que no añaden ningún valor 
al número, hasta tener un número de dígitos que sea múltiplo de 3, es decir, se 
considera 1011 = 001011. Ahora: 


001 011 
14 
1 03 


Para convertir la parte decimal se opera del mismo modo agrupando a partir 
del punto decimal en grupos de tres dígitos. Puesto que hay cuatro dígitos se 
completa con ceros a la derecha hasta tener un número de dígitos múltiplo de 3. 
Así, 0.0101 =0.010100. Ahora se usa la tabla de conversión. 


010 100 
Lo] 
2 4 


De ambos resultados, se tiene (1011.0101)2 = (13.24)s. 


El equivalente decimal es: 


(1011.0101)2 1-24+1.2241.2041.9?41.2* 
8+24+1+0,25+0.0625 


11.3125 


'" 


1-81 43-8042-871 44-87? 
8+3+0.25 + 0.0625 
11.3125 


" 


(13.24) 
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12.6.3 El sistema hexadecimal 


El sistema de numeración posicional con base b= 16 se llama sistema heza- 
decimal, (abreviado hez). Este sistema usa 16 dígitos, por lo que son precisos 
16 símbolos para representarlos. Lo más frecuente es emplear los dígitos del 
0 al 9 y las primeras letras mayúsculas del alfabeto. Así los dígitos hexade- 
cimales suelen representarse por: 0, 1,2, 3,4, 5, 6,7,8,9, A, B,C,D, E, 
F. Los valores de posición son las potencias de 16: 


16% 16% 16% 161 16% 1671 167? 
65536 4096 256 16 1 0.0625 0.003906 


Una notación muy extendida en informática para indicar que un número 
está dado en el sistema hexadecimal es escribir una h a continuación del 
número. Así suele ponerse: 


(3CF5A8)16 = 3CF5A8h 


De manera similar a lo que ocurre en el caso del sistema octal, hay una 
equivalencia simple entre los dígitos hexadecimales y los números binarios. 
La tabla 12.7 muestra dicha equivalencia, incluyendo los valores decimales 
(base 10) y octales (base 8). 

Teniendo en cuenta esta equivalencia, la interconversión entre los siste- 
mas hexadecimal y binario es muy simple. El procedimiento es similar al 
empleado con el sistema octal, agrupando ahora los dígitos binarios de cuatro 
en cuatro. Así, 


Para convertir un número hexadecimal al sistema binario se cam- 
bia cada dígito hexadecimal por los cuatro bits equivalentes. 


Recíprocamente, 


Para convertir un número binario al sistema hexadecimal se agrupa 
el número binario en grupos de cuatro dígitos, comenzando por la 
derecha para la parte entera y por la izquierda para la parte frac- 
cionaria, y luego se sustituye cada grupo por el dígito hexadecimal 
equivalente. 
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Decimal | Binario | Octal | Hexadecimal 
0 0000 0 0 
q 0001 1 1 
2 0010 2 2 
3 0011 3 3 
4 0100 4 4 
5 0101 5 5 
6 0110 6 6 
q 0111 7 7 
8 1000 10 8 
9 1001 11 9 
10 1010 12 A 
11 1011 13 B 
12 1100 14 Cc 
13 1101 15 D 
14 1110 16 E 
15 1111 17 P 


tabla 12.7 equivalencia decimal, binaria, octal, hexadecimal 


Ejemplo 12.33 Convertir en binario el número hexadecimal 2DA9h. 
Según la tabla 12.7, se pone: 


2 D A 9 


| 1 | | 
0010 1101 1010 1001 


Por lo tanto, 2DA9h = (10110110101001)». 
Para comprobar el resultado, se busca el equivalente de ambos números en el 
sistema decimal 
2DA9h = 2-16%4+13-167+10-16' +9-16% 
= 2-4096+13-256+10-16+9-1 
= 819243328 + 160409 
11689 


(10110110101001)2 = 2424214234272 42% 420 
81924 2048 + 1024 + 256 + 128 +32+8+1 
= 11689 
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Ejemplo 12.34 Buscar el equivalente en el sistema binario del número hexadecimal 
fraccionario 5C.F4h 


Según la tabla 12.7, se tiene: 


5 O 4 


1 1 
0101 1100 . 1111 0100 


Así pues 5C.F4h = (1011100.111101)2. 


En el sistema decimal el número es 92.95312. 


Ejemplo 12.35 Pasar el número binario (10101110001110)» al sistema hexadeci- 
mal. 


Se hacen grupos de cuatro bits comenzando por la derecha. El número de bits 
no es múltiplo de cuatro, por lo que se añaden dos ceros a la izquierda. 


00101011 10001110 


Ahora, se convierte cada grupo en su equivalente hexadecimal: 


0010 1011 1000 1110 


b£ 1 L 4 
2 B 8 BE 


Por lo tanto, (10101110001110), = 2B8Eh. 


Una vez más, se comprueba la corrección del resultado buscando el equivalente 
decimal de ambos números. 


(10101110001110)2 = 2421492424274 2422421 
8192 + 2048 + 5124 256+ 128+8+442 
= 11150 


2B8Eh 2-16%4+11.1674+8-16' + 14-160 
2-4096+11-256+8-16+14-1 
81924 2816+ 128+ 14 


11150 


Ejemplo 12.36 Convertir el número binario (11101.0010011111), al sistema he- 
xadecimal. 
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Como el número dado es fraccionario se convierte la parte entera y la parte 
fraccionaria por separado. 


La parte entera es 11101, o bien 00011101, tras añadir tres ceros para completar 
dos grupos de cuatro bits. El equivalente hexadecimal es: 


0001 1101 
l y 
1 D 


Por lo tanto, (11101)2 = 1Dh 


Para convertir la parte fraccionaria se opera de igual modo, completando con 
ceros a la derecha para obtener un número de bits que sea múltiplo de 4, de forma 
que (0.0010011111)2 = (0.001001111100)2. Ahora, de la tabla 12.7 se sigue: 


0010 0111 1100 


l 1 l 
2 7 Cc 


luego (0001001111100), = 0.27Ch 


Tras reunir la parte entera y la parte fraccionaria se obtiene el equivalente 
buscado: (11101.0010011111),= 1E.27Ch 


12.6.4 Codificación hexadecimal 


De los ejemplos anteriores se desprende que utilizar el sistemas octal y, sobre 
todo, el hexadecimal presenta varias ventajas. Por una parte, son sistemas 
cercanos a la máquina. Por otra parte, permiten una escritura más com- 
pacta utilizando más símbolos; como consecuencia, la lectura y escritura es 
más comprensible para los hombres y menos proclive al error. Un ejemplo 
mostrará estas ventajas. 


Ejemplo 12.37 En la figura 12.35 se representaba la larga serie de bits que era 
necesario introducir en el ordenador para codificar en ASCII una serie de caracteres. 
Para obtener el equivalente hexadecimal de esta codificación, se observa que cada 
grupo de ocho bits puede representarse mediante dos dígitos hexadecimales, uno 
para el primer grupo de 4 bits y otro para el segundo grupo, según la equivalencia 
de la tabla 12.7. La codificación es: 
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00100010 01000011 01101111 01101101 
l 1 | 1 
22 43 6F 6D 


t 


EN A A AX 
G1110000 111010 Ú1110100 Ú1100001 


1 1 1 
70 75 74 61 


r 


o 
ARR/Á/ . EPR A 
01100100 O1101111 01110010 00100000 


l 1 | 

64 6F 72 20 

D i gl i 
01000100 01101001 O1100111 01101001 

1 l | 

44 69 67 69 

t a Ú > 
Ú1110100 1100001 1101100 00100010 

1 | 0 | 

74 61 60 22 


Así pues, la serie "Computador Digital" se codifica en hexadecimal como la 
serie de dígitos hexadecimales: 


22 43 6F 6D 70 75 74 61 64 6F 72 20 44 69 67 69 74 61 6C 22 


En muchas ocasiones esta codificación es la utilizada por los informáticos para 
“entenderse”con el ordenador. 
Ejercicios 


12.17 Averiguar a qué números decimales corresponden las siguientes series de 
bits, sabiendo que se ha utilizado la codificación BCD de 4 bits con ponderación 
8-4-2-1: 


a) 0110100100010010 
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b) 0111000001010010 
e) 1001100000110111 
d) 0011010000101101 


12.18 Interpretar las siguientes series de bits sabiendo que se han codificado en 
ASCIL: 


a) 0011001000101011001100100011110100110100 
b) 01010101010011100100010101000100 


12.19 Encontrar el equivalente decimal de los siguientes números octales: 


a) (3470)s 
b) (653)a 

€) (42.05)s 
d) —(1.001)a 


12.20 Encontrar el equivalente binario de los siguientes números octales: 
a) (1702.1)s 
b) -(2.045)8 


e) (3.76)a 
d) (2304.57)s 


12.21 Encontrar el equivalente octal de los siguientes números binarios: 


a) (1100101.0001)» 

b) —(110000101.1001011)» 

e) (10101.10001)» 

d) (11110001110101.111001)» 


12.22 Encontrar el equivalente decimal de los siguientes números hexadecimales: 


a) 8A.0Dh 

b) —1A5.98Eh 
e) C60h 

d) 3B.DC54h 


12.23 Encontrar el equivalente binario de los siguientes números hexadecimales: 


a) 87CD.09Ah 
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b) —3AB.1h 
c) 476Dh 
d) -2E5.FAh 


12.24 Encontrar el equivalente hexadecimal de los siguientes números binarios: 


a) (1001001001.00101)a 

b) (11110011110111.101)a 

e) (111101.01000001)» 

d) (101010110011.0000000001)» 


12.7 Representación interna de números 


Los códigos alfanuméricos binarios son muy adecuados para introducir datos 
en el ordenador. Sin embargo, cuando se pretende almacenar internamente 
en el computador valores numéricos, estos códigos son muy poco eficientes. 

Pensemos en un símbolo como 16025. Este símbolo puede significar, por 
ejemplo, un código postal. En este caso, 16025 no es propiamente un número, 
en el sentido por el que se entiende normalmente la palabra número: algo 
con lo que va a operarse algebraicamente. Nunca se planteará el problema de 
sumar dos códigos postales. Ahora bien, en otra situación el símbolo 16025 
puede significar el precio de un artículo. Ahora, 16025 es un número en el 
sentido habitual de la palabra. Puede calcularse el coste de 2 artículos cuyo 
precio unitario es 16025, multiplicando 2 x 16025. 

En el primer caso, un código alfanumérico, como el ASCII, es una opción 
adecuada para representar internamente en el ordenador al símbolo 16025, 
y de esta forma lo manipularán los programas en que intervenga el código 
postal. 

En el segundo caso, si se utiliza el código ASCH para representar inter- 
namente el número 16025, debe notarse que se necesitarían 8 bits por cada 
dígito, es decir, un total de 40 bits. Ahora bien, 


16025 = 1x2%4+1x2241x2141x24+1x 24 
0x4 1x7 Ox 202 12 + 
1x240x24+0x24+1x2 


por lo que 16025 es, en sistema binario, igual a (11111010011001)2 y tan 
sólo son necesarios 14 bits para escribirlo. Así pues, se tiene una economía 
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notable de bits si se representa internamente el número 16025 directamente 
en binario en lugar de hacerlo en ASCII. 

Por otra parte el mayor número que puede representarse en ASCH con 
40 bits es el número 99999. Y no sólo eso, sino que además las operaciones 
algebraicas son más simples. 

La consecuencia es que es mucho más usual utilizar una forma de co- 
dificación en binario para representar internamente valores numéricos que 
simples códigos binarios alfanuméricos como el ASCII. La expresión “forma 
de codificación en binario” hace referencia a que no necesariamente la re- 
presentación de un número directamente en el sistema binario es la más 
adecuada, debido a que hay que tener en cuenta que no sólo es necesario 
representar números enteros positivos, sino también números negativos y 
números fraccionarios. 

Debe tenerse presente una observación. Cuando se introducen los datos 
en el ordenador mediante un dispositivo de entrada como el teclado, los 
caracteres se depositan en la memoria codificados en un código alfanumérico, 
como el ASCII, incluso aunque se trate de una serie de dígitos que van a tener 
un valor numérico. Cuando el programa que controla el ordenador entiende 
que una secuencia de dígitos ASCII significa un valor numérico entonces se 
encarga de hacer la conversión a una forma de codificación en binario antes 
de manipularlos algebraicamente. 

Veremos a continuación algunas de las formas de codificación en binario 
para representar internamente en el ordenador los valores numéricos. 


12.7.1 Representación interna de números enteros 


La escritura de un número en el sistema binario es la manera más senci- 
lla de representarlo mediante un patrón de bits. Por ejemplo el número 
decimal 46 puede representarse con 8 bits de la manera 00101110 ya que 
(46)10 = (101110)2. Sin embargo, esta representación no tiene en cuenta la 
posibilidad de que el número sea negativo. Por lo tanto, es necesario idear 
representaciones que permitan incluir el signo menos, que da el carácter 
negativo de un número. 


Representación en magnitud-signo 


La idea más simple para representar el signo menos es reservar un bit para 
ello, de forma que si dicho bit vale 0 el número es positivo y si vale 1 es 
negativo. Normalmente se suele utilizar el bit situado más a la izquierda. 
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La representación en magnitud-signo de un número consiste en 
escribir el número en el sistema binario y añadir un bit a la iz- 
quierda con valor O para números positivos y con valor 1 para 
números negativos 


Ejemplo 12.38 Representar el número positivo 17 en magnitud-signo con 8 bits. 
Puesto que (17)10 = (10001), y el signo es +, la representación es 00010001: 


1 = [oJo[o[+[oJoJoT1 
ij 
+. bit de signo 


Ejemplo 12.39 Representar el número negativo —17 en magnitud-signo con 8 
bits. 
Como ahora el signo es — la representación es 10010001: 


1JoJo]1]o]o]o]1] 
1 


— bit de signo 


-17 


Ejemplo 12.40 Averiguar qué número decimal representa la serie de 8 bits 
11100010 codificado en magnitud-signo. 


Puesto que el primer bit es 1, el número es negativo. Los 7 bits restantes 
equivalen a: 
(1100010), = 1x24+1x2%+4+1x2! 
64 + 3242 
= 9% 


'" 


Por lo tanto, el número codificado es —98. 


Ejemplo 12.41 Averiguar qué número decimal representa la serie de 8 bits 
00111011 codificado en magnitud-signo. 


El primer bit es 0. Por lo tanto, el número es positivo. Ahora 
(0111011) = 1x2%4+1x2%4+1x24+1x24+1x2 
= 32416484241 
59 


El número codificado es 59. 
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Representación en exceso 


La representación en magnitud-signo es una manera muy natural de codificar 
números en binario. Sin embargo, hay otras formas de codificación que 
permiten diseñar circuitos electrónicos más simples para interpretarlas. Una 
de éstas es la notación en exceso. La idea en que se basa es muy sencilla. 

Supongamos que disponemos de 4 bits para codificar los números deci- 
males. Los posibles patrones que pueden escribirse son: 


P. 


ones posibles con 4 bits 
0000 
0001 
0010 
0011 
0100 
0101 
0110 
0111 
1000 
1001 
1010 
1011 
1100 
1101 
1110 
111 


En la tabla se observa que el primer patrón que tiene el 1 como bit más 
significativo, el bit situado más a la izquierda, es el 1000 y está situado 
aproximadamente hacia la mitad de la tabla. Este patrón se escoge como 
modo de representar al 0 decimal. Los patrones que están antes representan 
a los números negativos y los patrones que están después representan a los 
números positivos. De esta forma se obtiene la codificación siguiente de la 
tabla 12.8. Se observa que, a diferencia de la codificación en magnitud-signo, 
en la notación en exceso los números positivos tienen el primer bit igual a 
1, mientras que los números negativos tienen el primer bit igual a 0. 

El nombre “notación en exceso” se debe a la diferencia que hay entre el 
número codificado y el número binario directo que representa el patrón de 
bits. Por ejemplo, el número 5 se codifica en exceso como 1101, mientras 
que el equivalente decimal del número binario (1101) es 2 + 224 2 = 
84+4+1= 13, de modo que la diferencia es 13 — 5 = 8. De igual modo el 0 
se codifica como 1000, mientras que este número binario equivale al decimal 
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Patrones de 4 bits Número decimal representado 


0000 8 
0001 =1 
0010 6 
0011 5 
0100 -4 
0101 3 
0110 -2 
0111 -1 
1000 0 
1001 1 
1010 2 
1011 3 
1100 4 
1101 5 
1110 6 
1111 7 


tabla 12.8 notación en exceso con 4 bits 


8. Así pues, la diferencia que existe entre el equivalente decimal del patrón 
de bits y el número codificado en exceso es siempre igual a 


93 = 2(1-1) — ¿(número de bits-1) 


Teniendo en cuenta esto es fácil encontrar la representación en exceso de un 
número decimal. Por ejemplo, para codificar en exceso con cuatro bits el 
decimal —3, se calcula —3 4 20421) = 5 y se busca el equivalente en binario 
de este número: 0101. 

De un modo general: 


La representación en exceso con p bits de un número decimal en- 
tero N consiste en codificar N como el equivalente binario del 
número 


N+2 


que se denomina característica de N con p bits. 
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Ejemplo 12.42 Representar en exceso con 8 bits el número decimal 23. 


La característica es: 
234281) = 23427 =23+128= 151 
El equivalente binario del número 151 es 10010111, ya que 


151 = 1x2 4+1x24+1x24+1x224+1x2 


Por lo tanto, la codificación en exceso con 8 bits de 23 es 10010111. 


Ejemplo 12.43 Representar en exceso con 8 bits el número decimal —49. La 
característica es: 


49 + 25-1) = 49427 = -49 + 128 =79 
El equivalente binario del número 79 es 1001111, ya que 
T=1x24+1x241x 241x221 41x2 


Por lo tanto, la codificación en exceso con 8 bits de —49 es 01001111. 


Ejemplo 12.44 ¿Qué número decimal representa el código en exceso 01100111? 


El equivalente decimal del número dado es: 


01100111 


1x24+1x2B41x241x214+1x2 
= 644+324+44+2+1 
= 103 


Como el número tiene 8 bits hay que restar 2081) = 128. Por lo tanto, el número 
codificado es 103 — 128 = —25. 


Ejemplo 12.45 ¿Qué número decimal representa el código en exceso 10010011? 
El equivalente decimal del número dado es: 
1x2741x241x2241x2 


128+16+4+2+1 
147 


10010011 


Como el número tiene 8 bits hay que restar 2(8-1) = 128. Por lo tanto, el número 
codificado es 163 — 128 =—35. 
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Ejemplo 12.46 ¿Cuál es el mayor número decimal positivo que se puede codificar 
en exceso con 8 bits? 


El número mayor codificado con 8 bits en exceso es 11111111. El equivalente 
decimal de este número es 


De 24 22421 4 20 = 255 
El número codificado es, por lo tanto, 255 — 2(5-1) = 255 — 128 = 127. 


Así pues, con 8 bits el mayor número decimal positivo que puede codificarse en 
exceso es 2(8-1) — 1, 


Ejemplo 12.47 ¿Cuál es el menor número decimal negativo que se puede codificar 
en exceso con 8 bits? 

El menor número codificado con 8 bits en exceso es 00000000. El equivalente 
decimal de este número es 0. Por lo tanto, el número codificado es 0 — 2(8-1) = 
0- 128 = 128. 

Así pues, con 8 bits el menor número decimal negativo que puede codificarse en 
exceso es —2, 


Representación en complemento a dos 


La representación en complemento a dos es una manera muy útil de codificar 
un número debido a que facilita enormemente las operaciones algebraicas. 
En particular, con esta representación la sustracción se convierte en una 
adición. 

Para obtener el complemento a dos de un número binario hay que con- 
siderar en primer lugar el complemento a uno cuya definición es sencilla: 


El complemento a uno de un número binario es el número que se 
obtiene al cambiar los ceros por unos y los unos por ceros. 


Ejemplo 12.48 Obtener el complemento a uno del número binario 10110101. 


Número: MJoJJiTof1Tof1 


Complemento a 1: of ofof1Jof1|o 


Ejemplo 12.49 Obtener el complemento a 1 del número binario 00110011. 
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Número: ojof1j1jojoj1j1 


Complemento a 1: 1JJoTo]+[1ToTo 
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Conocido el complemento a uno, el complemento a dos se obtiene fácil- 


mente: 


El complemento a dos de un número binario se obtiene sumando 
l al complemento a uno. 


Ejemplo 12.50 Obtener el complemento a dos del número binario 10110101. 


Número: Ho] +[+Tof1To]1 
Complemento a 1: [o[1[oJo]1[o[1]o 


+1 
Complemento a 2: ofifofof1[of1T1 


Ejemplo 12.51 Obtener el complemento a dos del número binario 00110011. 


Número: 00000000 
Complemento a 1: |1|1jo0Jof1f1jojo 


+1 
Complemento a 2: [1[rJoTo[1[1[oJ1 


Veamos ahora cómo se representa un número en complemento a dos: 


La representación en complemento a dos de un número consiste en 
escribir los números positivos como su equivalente en el sistema 
binario y los números negativos como el complemento a dos del 
equivalente en el sistema binario de su valor absoluto. 


Ejemplo 12.52 Representar con 8 bits en complemento a dos el número decimal 
positivo 17. 
Como el número es positivo, se busca su equivalente en binario directo. 


(Tio = 1x2%+4+1x2 
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Por lo tanto, (17)10 = (10001)2. Completando hasta 8 bits la representación de 17 
en complemento a 2 es: 


17 = [oJoJoJ+[oToT[oT1 


Ejemplo 12.53 Representar con 8 bits en complemento a dos el número decimal 
negativo —17. 


17 = [olo[o[:[o[o[o[1 


Complemento a 1 


-17 


Ú 
S 


La decodificación de un número representado en complemento a dos se 
lleva a cabo efectuando el proceso inverso. 


Para decodificar un número decimal representado en complemento 
a dos se procede del modo siguiente: 


e Si el primer bit de la izquierda es 0 el número es positivo. En- 
tonces el número representado es el equivalente del número 
binario que forma el resto de los bits. 


e Si el primer bit de la izquierda es 1 el número es negativo. 
Entonces el número representado es el opuesto del equiva- 
lente decimal del número binario que forma su complemento 
a dos. 


Ejemplo 12.54 ¿Qué número decimal representa la serie de 8 bits 00101011 
codificada en complemento a dos? 


El primer bit es 0; por lo tanto, el número es positivo. Los 7 bits restantes 
forman el número binario (0101011), cuyo equivalente decimal es: 
(0101011) = 1x2%4+1x 241x214 1x2 
= 32484241 
= 43 


Así pues, el número codificado es 43. 
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Ejemplo 12.55 ¿Qué número decimal representa la serie de 8 bits 10101011 
codificada en complemento a dos? 


El primer bit es 1; por lo tanto, el número es negativo. Se calcula el complemento 
a 2 del número: 


Número: MJoJaJofJof1]1 
Complemento a 1: |O|1fO|1JOJ1JOJO 


+1 
Complemento a 2: [oJ1JoT1]o[1ToT1 


y resulta el número 01010101 con primer bit igual a cero. Los 7 bits restantes 
forman el número binario (1010101)2 cuyo equivalente decimal es: 


1x24+1x24+1x24+1x 2 
64+16+4+1 
85 


(1010101) 


Así pues, el número codificado es —85. 


Ejemplo 12.56 ¿Qué número decimal representa la serie de 8 bits 01111111 
codificada en complemento a dos? 


El primer bit es 0; asi pues el número es positivo. Los bits restantes representan 
al número decimal: 
1x2 1 PR 2 12 412 
644+324+164+8+4+44+2+1 
127 


(1111111) 


El número codificado es 127. 


Se observa en este ejemplo que el mayor número positivo que puede almacenarse 
en complemento a dos con 8 bits es 127 = 27 — 1. 


Ejemplo 12.57 ¿Qué número decimal representa la serie de 8 bits 10000000 
codificada en complemento a dos? 

El número es negativo por ser el primer bit 1. El complemento a 1 es 01111111 
y el complemento a 2 es 01111111 + 1 = 10000000. El equivalente decimal de este 
número es (10000000) = 27 = 128. Por lo tanto, el número representado es —128. 


Por lo tanto, el menor número negativo que puede almacenarse en complemento 
a dos con 8 bits es el número —27 = —128. 
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12.7.2 La aritmética binaria entera mediante complemento a 
dos 


Como ya se ha apuntado, la ventaja de utilizar la representación en comple- 
mento a dos de un número en el computador es que simplifica notablemente 
las operaciones aritméticas, hasta el punto de reducirlas todas a simples 
adiciones. Veamos cómo se realiza este proceso. 

Debe recordarse que en un ordenador los números se representan con 
un número fijo de bits. Este número puede ser 8, 16, 32, etc., dependiendo 
del ordenador y, posiblemente, del programa utilizado. Supongamos una 
vez más que se emplea un ordenador que utiliza 8 bits para representar un 
número. Al sumar dos números cualesquiera puede resultar un número que 
necesita más de 8 bits para poder ser representado. En este caso los bits 
producidos en exceso se pierden comenzando por la izquierda. Cuando se 
representan los números en complemento a 2, este procedimiento garantiza 
el resultado correcto. 


Ejemplo 12.58 Si se suman los números (00100110)2 y (00011001)z el resultado 


es el esperado: 
oJo[1[ofo[1[1Jo 
+ ORO HOO [rJofo]: 
500000000 


Ejemplo 12.59 Si se suman los números (01110000), y (11000000), se produce 
un bit extra: el resultado es número (00110000)2. El ordenador pierde el primer bit 
de la izquierda y resulta la representación en complemento a 2 de la suma. 


bit extra perdido 


Teniendo presente este hecho se verá cómo se realizan las operaciones 
aritméticas en el ordenador, mediante complementos a dos en los siguientes 
ejemplos. 
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Ejemplo 12.60 Sumar los números (26)10 y (35)10 


Se suman sus equivalentes en binario en un ordenador de 8 bits. El resultado 
es el equivalente binario de la suma 61. 


de 
sw 
ES 
HE 


Ejemplo 12.61 Sumar los números (-26)10 y (-35)10. 


En primer lugar, se busca la representación en complemento a dos de los números 
—26 y —35. 


26 
Complemento a 1 


06 = [iofof:T+To 
ofof+[ofofo]] 
1 


1jop1[1/1 


35 


1 
Complemento a 1 0 


0 
+ 
-35 0 


1 
Noto]: 


Ahora, se suman los complementos de manera ordinaria. Se produce un bit de 
más que se pierde. 


-26 
+ (-35) 
-61 


Puede comprobarse que se ha obtenido la representación en complemento a dos 
del número —61 decodificando la representación, de la manera que se ha estudiado 
anteriormente. 


=61 


Complemento a 1 


op 
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Este código representa al número decimal 61. El resultado de la suma es pues 
—61. Por lo tanto la suma de dos números negativos se realiza del mismo modo que 
antes. 


Ejemplo 12.62 Restar del número 35 el número 26. 


Para realizar esta operación al modo manual que todos conocemos, se necesita 
aprender la tabla de restar. Para ello, se encolumnan los números y se dice algo así 
como del seis al quince nueve y llevo una; dos y una tres, al tres, cero, produciendo 
el resultado correcto que es 9. 

35 
- 2% 
9 


Cuando se utiliza la representación en complemento a dos, esta operación es exac- 
tamente igual que una operación de sumar. 


35 
+  (-26) 
= 9 


El último número codificado en complemento a 2 es el número 9 que es el la 
diferencia 35 — 26. Como se puede apreciar, al perder el bit de más produce el 
resultado de manera apropiada. 


Ejemplo 12.63 Restar del número 26 el número 35. 


Esta operación es conceptualmente más compleja que la anterior. El minuendo, 
26, es más pequeño que el sustraendo, 35. Para restarlos, en realidad lo que se hace 
es restar de 35 el número 26 y poner signo menos al resultado, 


26 
- 35 
= Y 


Mediante el complemento a dos, esta operación se convierte en una simple adición. 


ña] 
ES 
m 


0 ofofsTifofrTo] 


' 
1 
ES 
" 


Se comprueba que el resultado es correcto decodificando la representación de 
—9. 
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-9 papiToJififi 


Complemento a1 = [ofo[o[ol1JoJo]o 
+1 
oJoJoTo[:[ofo]1 


Claramente, la última representación es la del número decimal 9. 


En resumen, la sustracción en binario se obtiene en base a la adición y 
el cambio de bits. La multiplicación puede reducirse a una serie de sumas 
y la división a una serie de diferencias, si bien este procedimiento es nor- 
malmente muy largo. Por ello, suelen utilizarse algoritmos más complejos 
de multiplicación y división que reducen los pasos necesarios para efectuar 
estas operaciones. 


12.7.3 Desbordamiento 


Puesto que, en un ordenador, el número de bits de que se dispone para 
representar un número es finito, existe un límite al tamaño de los valores 
que pueden ser representados. Por ejemplo, con 8 bits y en representación 
en complemento a dos se dispone de 7 bits para representar los valores y 
de 1 bit para el signo, de modo que, como se ha comprobado en ejemplos 
anteriores, el rango de valores que pueden representarse oscilará entre -Y 
y 27 — 1, es decir, entre —128 y 127, incluyendo el número 0. 

Cuando se realiza una operación aritmética que excede de este rango, se 
produce un error, denominado técnicamente error de desbordamiento (over- 
flow). 

La máquina debe estar diseñada de manera que reconozca este error y 
emita un mensaje, sin dar la operación por correcta. 

La forma de detectar el desbordamiento es: 


1. Si se suman dos números positivos cuyo resultado excede del 
rango de la máquina se produce un número que “parece ser nega- 
tivo”, por tener el primer bit igual a 1. 


2. Si se suman dos números negativos cuyo resultado excede del 
rango de la máquina se produce un número que “parece ser posi- 
tivo” por tener el primer bit igual a 0. 
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Ejemplo 12.64 Analizar qué ocurre al sumar en un ordenador de 8 bits los números 
decimales 100 y 50. 


Si se suma su representación en complemento a dos: 


100 


la representación obtenida tiene el primer bit igual a 1, lo cual indica que el 
número es negativo. Esto no puede ocurrir cuando se están sumando números posi- 
tivos. Por lo tanto la máquina puede detectar que se ha producido desbordamiento. 


Ejemplo 12.65 Analizar qué ocurre al sumar en un ordenador de 8 bits los números 
decimales —100 y —50. 


Se suma su reprentación en complemento a dos: 


100 
+  (-50) 


mom 


el resultado tiene el primer bit igual a 0, lo que indica que el número es positivo. 
Esto no puede ocurrir cuando se están sumando números negativos. La máquina 
debe emitir un mensaje de error. 


12.7.4 Representación en punto flotante 


La representación interna de números fraccionarios y reales presenta mayor 
dificultad que la de los números enteros. Al problema de tener que utilizar 
un número finito de dígitos para introducir el valor numérico se añade la 
necesidad de representar también el punto de fracción. 

Los números fraccionarios y reales se introducen en el ordenador en punto 
flotante. Esta representación consiste en escribirlos en forma exponencial 
binaria normalizada y codificar tres campos: el signo, el exponente y la 
mantisa. Es usual utilizar un mayor número de bits para la codificación. 
Por ejemplo, si se reservan 32 bits para la representación pueden dividirse 
del modo siguiente: 1 bit para el signo, 7 bits para el exponente y 24 bits 
para la mantisa (ver figura 12.36). 

Cada uno de los campos se codifica de la manera siguiente: 


914 Capítulo 12. Las matemáticas del computador 


sig- A 
TÉ exponente mantisa 


HH q 


figura 12.36 representación en punto flotante 


1. El bit de signo se pone a 0 cuando el número es positivo y a 1 
cuando el número es negativo. 


2. El campo exponente se codifica mediante una forma de re- 
presentación en binario de números enteros, usualmente mediante 
notación en exceso. 


3. El campo mantisa se codifica como el equivalente binario di- 
recto del número decimal dado. 


Ejemplo 12.66 La representación en punto flotante con 32 bits, 1 de signo, 7 
de exponente y 24 de mantisa del número decimal 104.3125 se obtiene del modo 
siguiente: 


— Se escribe el número en forma exponencial binaria normalizada. Para ello se 
calcula en primer lugar el equivalente binario del número dado: 


104.3125 = 1x24+1x2%4+1x%4+1x2?41x2* 


Por lo tanto, (104.3125)10 = (1101000.0101)2. La forma exponencial normalizada 
es 0.11010000101 x 2”. La mantisa es 0.11010000101 y el exponente es 7. 


— El número 104.3125 es positivo. Por lo tanto, el bit de signo es 0. 


— Se codifica el exponente en exceso con 7 bits. Para ello se calcula en primer 
lugar su característica: 


74200 =74+2 =7464=71 
luego se busca el equivalente binario de la característica: 


1 = 1x2%4+1x241x24+1x2 
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Así pues, 71 = (1000111). Por lo tanto, la codificación en exceso con 7 bits del 
exponente es 1000111. 


— La mantisa tiene 11 bits. Se completa a 24 bits añadiendo 24— 11 = 13 ceros 


a la derecha 
1101 0000 1010 0000 0000 0000 


En resumen la codificación en punto flotante con 32 bits de 104.3125 es: 


0 1000111 1101 0000 10100000 0000 0000 


1 7 2 
bit bits bits 
0 nojojoja Jia to d1olojo ro ojito jo joto TO rOVOVOVOVOVojOjO 
e exponente aba 

— + 


figura 12.37 representación en punto flotante del número decimal 104.3125 


Ejemplo 12.67 Representar en punto flotante con 32 bits, 1 de signo, 7 de 
exponente y 24 de mantisa el número decimal —13506.96875. 


— Se escribe el número en forma exponencial binaria normalizada. El equiva- 
lente binario del valor absoluto del número dado es: 


13506.96875 = 1x2 %41x2 41x241x284+1x241x 2 
1x2 141x224 1x2 841x274 1x 975 


Por lo tanto, 
(13506.96875)10 = (11010011000010.11111)2 


La forma exponencial normalizada es: 
0.1101001100001011111x 2** 
La mantisa es 0.1101001100001011111 y el exponente es 14. 


— El número es negativo. Por lo tanto el bit de signo es 1. 


— Se codifica el exponente 14 en exceso con 7 bits. La característica es: 


144 20D = 1442 = 14464=78 
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Se busca el equivalente binario de la característica: 
718 = 1x24+1xP41x241x2 


Así pues, 78 = (1001011)». La codificación en exceso es 1001011. 
— La mantisa tiene 19 bits. Se completa a 24 bits añadiendo 24— 19 = 5 ceros 
a la derecha 
1101 0011 0000 1011 1110 0000 
Por lo tanto, la codificación es: 


1 1001011 1101 0011 0000 1011 1110 0000 


1 24 
bit bits bits 


roto r1 to s1i1J1i150:1;01011/1:010/0;0/1/0/1;1:1:1:1:0/0/0/0,0 


En exponente mantisa 
HA KK —— — 


figura 12.38 representación en punto flotante del número decimal —13506.96875 


Ejemplo 12.68 ¿Qué número decimal representa el siguiente código de 32 bits? 


ofot1r1tar1to¡1f1to;1i1:110:0;0;0;0/0;0;0:0;0;0;0/0:0;0:0;0:0/0 


ME exponente AER: 
La decodificación se hace del modo siguiente: 


— El bit de signo es 0; por lo tanto, el número es positivo. 

— El exponente es 0111101. Este código de 8 bits en exceso significa: 
(O111101)2 = 1xX2W41x241xP41x24+1x2 

324 164+8+4+1 

61 


' 


Por lo tanto, el código simboliza el número decimal 


61-201 =61-64=-3 


12.7. Representación interna de números 917 


— La mantisa se lee entonces como 0.10111 x 273, es decir, el número binario 
directo codificado es 101.11. El equivalente decimal de este número es sencillo: 


(101.11) = 1x24+1xY4+1x2 141x277? 
= 44+1+4+0.5+0.25 
= 5.75 


En resumen, el número codificado es 5.75. 


12.7.5 Aritmética en punto flotante 


Como se acaba de ver, los números fraccionarios y reales se representan en 
el ordenador en punto flotante. El cálculo numérico con estos números se 
denomina aritmética en punto flotante, o aritmética real. 

Si bien el computador ejecuta internamente las operaciones en el sistema 
binario, utilizaremos el sistema decimal en la exposición: las ideas básicas 
son las mismas pero las explicaciones serán más simples. 


Ejemplo 12.69 Supongamos que se quiere sumar los números 0.1043 x 103 y 
0.251 x 103, Como el exponente es el mismo en ambos casos, cada uno de los 
dígitos de las mantisas representan el mismo orden. Escritos de manera ordinaria 
los números son: 

0.1043 x 10% = 0.1043 x 1000 = 104.3 


0.251 x 10% = 0.251 x 1000= 251 


La suma es: 
104.34 251 = 355.3 


Por lo tanto, la suma en forma exponencial no tiene dificultad: simplemente hay que 
sumar las mantisas y multiplicar el resultado por 10 elevado al exponente común: 


0.1043 x 10 4 0.251 x 10% = 0.3553 x 10% 


Ejemplo 12.70 Supongamos que se quiere sumar 0.2065 x 10* y 0.1074 x 10?. Los 
exponentes son ahora diferentes. Si se suman directamente las mantisas el resultado 
es incorrecto porque los dígitos no están bien alineados respecto del punto decimal. 
Por lo tanto, previamente, se debe reescribir uno de los dos números de forma que 
ambos tengan el mismo exponente. Usualmente, el ordenador modifica el número 
de menor exponente. En este caso, se pone: 


0.1074 x 10? = 0.1074 x 100 = 10.74 = 0.001074 x 10000 = 0.001074 x 10% 
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Ahora, los dígitos de las mantisas representan el mismo orden. Se suman las man- 
tisas y se multiplica la suma por 10 elevado al exponente común: 


0.2065 x 10* + 0.001074 x 10* = 0.207574 x 10* 


El resultado es efectivamente correcto: escrito en forma ordinaria la suma obtenida 
es 0.207574 x 10* = 2075.74 que, como puede comprobarse, es el número que se 
obtiene al sumar 0.2065 x 10% = 2065 y 0.1074 x 10? = 10.74. 

Una observación adicional. Al realizar la operación en el ordenador, el número 
de dígitos significativos que se pueden retener es limitado, Por ejemplo, si única- 
mente se guardan 4 dígitos significativos, el resultado presentado por el computa- 
dor podría ser 0.2075 x 10%, en caso de haberse producido truncamiento, o bien 
0.2076 x 10* en caso de haber efectuado redondeo. 


Ejemplo 12.71 La sustracción en forma exponencial es exactamente igual que la 
adición. Una vez resucidos los números a exponente común, en lugar de sumar las 
mantisas, se restan. 

Por ejemplo, para restar 0.8941 x 107! y 0.7236 x 10*, se reajusta el exponente 
menor escribiendo 0.8941 x 107! = 0.008941 x 10* y, a continuación, se restan la 
mantisas: 

0.7236 x 10' — 0.008941 x 10' =0.714659 x 10' 


De nuevo debe observarse que, si la precisión del ordenador es de 4 dígitos, el 
resultado presentado sería 0.7146 x 10!, si se produce truncamiento, ó 0.7147 x 10!, 
si se redondea la diferencia. 


Ejemplo 12.72 Multiplicar los números 0.2400 x 10! y 0.7251 x 10?. 


Escritos de la manera ordinaria los números son: 0.2400 x 10! = 2.4 y 0.7251 x 
10? = 72.51. Su producto es 2.4 x 72.51 = 174.024. La forma exponencial normali- 
zada del resultado es 0.174024 x 10%. 


Si se multiplican directamente las mantisas, se obtiene: 0.2400 x 0.7251 = 
0.174024, es decir, resulta la mantisa del producto. Si se suman los exponentes, 
1+2= 3, se obtiene el exponente del producto. De esta forma: 


(0.2400 x 10*) - (0.7251 x 10?) = (0.2400 - 0.7251) x 10'+2 


Una vez más hemos de recordar que el ordenador presentará el resultado truncado 
o redondeado con un número de dígitos igual a su precisión. 


Ejemplo 12.73 Dividir los números 0.1563 x 10* y 0.5201 x 10!. 


Si se escriben los números de la manera ordinaria, la división que hay que 
realizar es 1563 = 5.201, ya que 0.1563 x 10% = 1563 y 0.5201 x 10! = 5.201. El 
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cociente es: 
1563 
5201 = 300.5191 


La forma exponencial normalizada del cociente es: 
300.5191 =0.3005191 x 10% 


Si se dividen las mantisas resulta: 


0.1563 
0.5201 


de modo que se obtiene la mantisa del cociente. El exponente es la diferencia de los 
exponentes de los números dados 4— 1 = 3. Por tanto: 


(0.1563 x 10*) + (0.5201 x 101) = (0.5163-+0.5201) x 1011 


= 0.30051910 


En un computador con una precisión de 4 dígitos el resultado se almacenaría como 
0.3005 x 10%. 


De los ejemplos anteriores se extraen las reglas para operar con números 
en forma exponencial: 


e Para sumar dos números escritos forma exponencial, se re- 
ducen al mismo exponente y se suman las mantisas. 


e Para restar dos números escritos forma exponencial, se re- 
ducen al mismo exponente y se restan las mantisas. 


+ Para multiplicar dos números escritos en forma exponencial 
se multiplican las mantisas y se suman los exponentes. 


e Para dividir dos números escritos en forma exponencial se 
dividen las mantisas y se restan los exponentes. 


Veamos algunos ejemplo adicionales. En todos los casos, se sunpondrá 
que el ordenador trunca los números con 4 dígitos significativos. 


Ejemplo 12.74 Sumar los números 0.1327 x 1073 y 0.5362 x 1073. 


Los exponentes son iguales. Por lo tanto, simplemente hay que sumar las man- 
tisas: 


0.1327 x 107% 4 0.5362 x 107% = 0.6689 x 1073 
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Ejemplo 12.75 Sumar los números 0.2432 x 10? y 0.9823 x 107!. 
Igualamos los exponentes y sumamos las mantisas: 
0.2432 x 10? + 0.9823 x 107 = 0.2432 x 10” + 0.0009823 x 10? 


0.2441823 x 10? 
= 0.2441 x 10? 


Ejemplo 12.76 Sumar los números 0.2156 x 10! y —0.4520 x 102. 


0.2156 x 10* — 0.4520 x 10? 0.02156 x 10? — 0.4520 x 10? 
—0.43044 x 10? 


0.4304 x 10? 


Ejemplo 12.77 Multiplicar 0.4287 x 10% y 0.6408 x 1075, 


Se multiplican las mantisas teniendo en cuenta los signos y se suman los expo- 
nentes 


(0.4287 x 103) - (-0.6408 x 107*) 


(0.4287 - (—0.6408)) x 1045) 
—0.274711 x 107? 
—0,2747 x 107? 


Y 


Ejemplo 12.78 Dividir —0.5382 x 107* y —0.4005 x 10, 


Hay que dividir las mantisas teniendo en cuenta que “menos por menos es más” 
y restar los exponentes: 


(-0.5382 x 1071) + (0.4005 x 107?) =  ((-0.5382) + (-0.4005)) x 10D 
1.34382 x 107? 

0.134382 x 107* 

= 0.1343 x 107* 


En este ejemplo se ha tenido que realizar una operación adicional para escribir el 
resultado en forma exponencial normalizada. 


Ejercicios 
12.25 Representar en magnitud-signo con 8 bits el número decimal positivo 37. 


12.26 Representar en magnitud-signo con 8 bits el número decimal —84. 


12.1. Representación interna de números 921 


12.27 


Encontrar a qué número decimal corresponde la serie de bits 10010011 


codificada en magnitud-signo 


12.28 


Encontrar a qué número decimal corresponde la serie de bits 01000111 


codificada en magnitud-signo 


12.29 
12.30 
12.31 
12.32 


12.33 


12.34 


12.35 
12.36 


12.37 
a 2? 


12.38 
a2? 


12.39 


Representar en exceso con 8 bits el número decimal 34 
Representar en exceso con 8 bits el número decimal -12 
¿Que número decimal representa la codificación 10010011 en exceso? 
¿Qué número decimal representa la codificación 00011001 en exceso? 


Encontrar el complemento a 1 de los siguientes números binarios: 


10100100 01001110 11001001 00010011 


Encontrar el complemento a 2 de los siguientes números binarios: 


10100100 01001110 11001001 00010011 
Representar en complemento a 2 con 8 bits el número decimal 75 
Representar en complemento a 2 con 8 bits el número decimal -107 


¿Qué número decimal representa la codificación 11010011 en complemento 


¿Qué número decimal representa la codificación 00101101 en complemento 


Representar en punto flotante con 32 bits, 1 de signo, 7 de exponente y 24 


de mantisa, el número decimal 45.5 


12.40 


Representar en punto flotante con 32 bits, 1 de signo, 7 de exponente y 24 


de mantisa el número decimal -12.25 


12.41 


¿Qué número decimal representa la codificación en punto flotante, con 1 bit 


de signo, 7 de exponente y 24 de mantisa, 01001110101001010000100000000000? 


12.42 


¿Qué número decimal representa la codificación en punto flotante, con 1 bit 


de signo, 7 de exponente y 24 de mantisa, 11010110111010010010000100010011? 
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12.43 Sumar los números 0.32 x 10* y 0.876 x 10? 


12.44 Restar del número 0.3627x 10? el número 0.97x107*. Redondear el resultado 
a 3 digitos significativos 


12.45 Multiplicar los números 0.653 x 10% y —0.82 x 107?, truncando el resultado 
a 3 cifras significativas. 


12.46 Dividir los números —0.3698 x 107? y —0.765 x 10*, truncando el resultado 
a 4 dígitos significativos. 


Cuestiones de repaso 


12.1 Un fabricante de zumos compra a un huertano la cosecha de limones en el 
árbol, estimándola en unas 140 toneladas. Una vez recogida la cosecha y pesada en 
el almacén, resultan 127589 kg. Entonces la estimación del fabricante, redondeada 
a tres dígitos significativos, tenía un error relativo del 


a) 8.86% 
b) -9.73% 
c) -8.86% 


12.2 Si se aproxima el número 23.897 mediante el que se obtiene al truncarlo a 
tres dígitos significativos, entonces el error relativo de la aproximación, redondeado 
a tres dígitos significativos, es: 


a) 0.00406 
b) -0.000126 
<) 0.00408 


12.3 Si se aproxima el número 7.654 mediante el que se obtiene al redondearlo a 
dos dígitos significativos, entonces el error relativo de la aproximación, expresado 
con cuatro dígitos significativos, es: 


a) -0.0060 
b) 0.007105 
<) 0.007055 


12.4 Sean los números a = 26.732 y b= 19.459. Si antes de sumarlos el ordenador 
los trunca a tres cifras significativas, el error absoluto de la suma que se obtiene es: 


a) 0.091 
b) 0.009 
e) -0.009 
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12.5 El número de dígitos significativos del número decimal 0.004500 
a) es 6. 
b) es 4. 


c) no puede precisarse, por terminar en cero. 


12.6 El primer dígito significativo del número decimal 0.0000990000 
a) es el cero existente a la izquierda del punto decimal. 
b) es el O existente a la izquierda del primer 9. 


e) es el primer 9, empezando por la izquierda. 


12.7 El último dígito significativo del número decimal 0.23400 
a) esel4 
b) es el primer 0 situado a la derecha del 4 


c) es el último O de la derecha 


12.8 El número de dígitos significativos del número decimal 89000000 
a) es 2. 
b) es 7. 
€) no puede precisarse sin más información. 
12.9 ¿Cuándo se comete un mayor error relativo: al truncar el número decimal 


0.092895 a tres dígitos significativos, o al redondear el número 0.6500800 a cuatro 
dígitos significativos? 


a) Al truncar 0.092895 a tres dígitos significativos. 

b) Al redondear 0.6500800 a cuatro dígitos significativos. 

c) En ambos casos se comete el mismo error. 
12.10 Si un programa de computador redondea los datos a 3 dígitos significativos y 
se calcula con él el área de un rectángulo de base 5.720 metros y altura 3.355 metros, 


entonces el error relativo, truncado a tres dígitos significativos del área calculada 
es: 


a) -0.000 
b) -0.000489 
€) -0.490 
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12.11 Al escribir el número decimal 29.897 en forma exponencial normalizada, la 
mantisa es: 


a) 29.897 
b) 2.9897 
€) 0.29897 


12.12 Al escribir el número decimal 0.044498 en forma exponencial normalizada 
el exponente es 


a) -1 
b) 0 
c) 1 
12.13 Al escribir el número decimal 0.00087 en notación científica la mantisa es: 
a) 0.87 
b) 8.7 
c) a) o b) indistintamente 


12.14 Al escribir el número decimal 53890298.25 en notación científica el exponente 
es: 


12.15 Si p, es el exponente que se obtiene al escribir un número decimal no nulo 
a en forma exponencial normalizada y pa el exponente que se obtiene al escribir a 
en notación científica, entonces: 


a) p, es siempre mayor que pa 
b) p, es siempre menor que pa 


c) pi puede ser mayor, igual o menor que pz dependiendo de cuál sea el número 
a 


12.16 ¿Cuál de las siguientes expresiones no es una forma exponencial válida para 
el número decimal 189.6707? 


a) 0.00001896707 x 107 
b) 18967070 x 1075 
c) 0.1896707 x 107% 
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12.17 La forma exponencial normalizada del número binario 1110.00111 es: 
a) 111000111 
b) 1.11000111 x 2% 
e) 0.111000111 x 2* 


12.18 La forma exponencial normalizada 0.11101 x 10% 
a) corresponde al número binario 111.01. 
b) corresponde al número decimal 111.01. 


c) puede corresponder indistintamente al número binario 111,01 o al número 
decimal 111.01 dependiendo del sistema de numeración que se considere. 


12.19 En la forma exponencial normalizada del número binario 11001.0001 el 
exponente es: 


a) 3 
b) 4 
c) 5 


12.20 El resultado de sumar en el sistema binario los números 10.001 y 1110.1 es: 
a) 10000.101 
b) 110.010 
e) 11001.0 


12.21 Si se suma el número binario 101.01 consigo mismo, el resultado es: 
a) 10101.0 
b) 10101 
c) 202.02 


12.22 La codificación BCD de 4 bits con ponderación 8-4-2-1 de la serie de digitos 
decimales 123 es: 


a) 001100100001 
b) 000100100011 
e) 000100110111 
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12.23 La serie de bits 0101010101010101 codifican en BCD de 4 bits con pondera- 
ción 8-4-2-1 a la serie de dígitos decimales: 


a) 111 
b) 0000 
€) 5555 


12.24 El número (6280)s 
a) es equivalente al número decimal (3208)10 
b) es equivalente al número binario (011000101000000)2 


c) no está definido 
12.25 El equivalente octal del número decimal (397)10 es: 
a) (307)s 
b) (625)s 
c) (747) 
12.26 El equivalente decimal del número octal (2375)g es: 
a) (2375)10 
b) (1307)10 
€) (1277)10 


12,27 El equivalente binario del número octal (14701)g es: 
a) (110011101)2 
b) (1100111000001) 
e) (10010011100000001)2 
12.28 El equivalente octal del número binario (1001001.001)» es: 
a) (111.)s 
b) (441.1) 
c) (31.1)s 
12.29 El equivalente hexadecimal del número decimal (1515)10 es: 
a) FFi6 
b) 5EB)r6 
e) (1515)6 
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12.30 El equivalente decimal del número hexadecimal (A3C8),5 es: 
a) (103128)10 
b) (308)10 
c) 41928 


12.31 El equivalente binario del número hexadecimal (1111.11)16 es: 
a) (1111.1D)2 
b) (1000100010001.00010001) 
e) (1010101.0101)2 


12.32 El equivalente hexadecimal del número binario (10010100.01)2 es: 
a) (94.4)16 
b) (10010100.01)16 
€) (11.Dis 


12.33 La representación en magnitud-signo con 8 bits del número decimal 43 es: 
a) 00101011 
b) 10101011 
e) 01010100 


12.34 La representación en magnitud-signo con 8 bits del número decimal -89 es: 
a) 01011001 
b) 11011001 
e) 10100110 


12.35 La codificación en magnitud-signo 11110000 representa al número decimal 
a) 340 
b) 112 
e) -112 

12.36 La codificación en magnitud-signo 00110011 representa al número decimal 
a) 51 
b) -51 


e) a) o b) indistintamente 
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12.37 La codificación en exceso con 8 bits del número decimal 130 es: 
a) 10000010 
b) 00000010 
c) imposible. 

12.38 La codificación en exceso con 16 bits del número decimal 1340 es: 
a) 1000010100111100 
b) 0111101011000011 
e) 0000010100111100 


12.39 La codificación en exceso con 8 bits 10010010 representa al número decimal: 


a) 146 
b) -18 
c) 18 
12.40 El menor número decimal que puede codificarse en exceso con 16 bits es: 
a) —21 
b) 2191 
c) 215 


12.41 El complemento a 1 del número binario 10010011 es: 
a) 10010011 
b) 01101100 
e) 01101101 


12.42 El complemento a 2 del número binario 10010011 es: 
a) 10010011 
b) 01101100 
e) O1101101 
12.43 La codificación 01100100 en complemento a 2 representa al número decimal: 
a) 100 
b) —100 


c) a) o b) indistintamente. 


930 Capítulo 12. Matemáticas del computador 


12.44 La codificación 11100100 en complemento a 2 representa al número decimal: 


a) 100 
b) -100 
c) -32 


12.45 La codificación en complemento a 2 con 8 bits del número decimal 72 es: 
a) 01001000 
b) 11001000 
e) 00111000 


12.46 La codificación 1 1001001 10100111 con 16 bits en punto flotante, 1 de signo, 
7 de exponente y 8 de mantisa representa al número decimal: 


a) 41.0 
b) -410 
e) -334 


12.47 La representación en punto flotante con 16 bits, 1 de signo, 7 de exponente 
y 8 de mantisa del número decimal —21.5 


5 es: 
a) 1100010110101100 
b) 1000010110100100 
e) O100010110100100 


12.48 La codificación en complemento a 2 con 8 bits del número decimal -98 es: 
a) 00011110 
b) 10011110 
e) 01100010 


12.49 El mayor número decimal positivo que puede codificarse en magnitud-signo 
con 16 bits es el número 


a) 21 
b) 2161 
€) 21611 
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12.50 El menor número negativo, (con mayor valor absoluto), que puede codificarse 
en magnitud-signo con 16 bits es: 


a) 65536 
b) 65535 
e) -32767 


Soluciones 


Soluciones de los ejercicios 


Ejercicio 12.1 El error absoluto es: 
€. = 540.087 — 540.1 = —0.013 


y el error relativo es: 


0.013 
e = 540.087 — —0.00002407 
Ejercicio 12.2 El valor truncado con 3 dígitos significativos es Ñ = 12.8. 


El error absoluto es: 
€a = —12.87683 — (-12.8) = -0.07683 


y el error relativo es: 


—0.07683 
Cr = —717:87683 — 0.005967 


Ejercicio 12.3 El valor redondeado con 3 dígitos significativos es N = 
—12.9. El error absoluto es: 


€a = —12.87683 — (-12.9) = 0.02317 
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y el error relativo es: 


0.02317 
e = 1287683 7 0.0018 


Ejercicio 12.4 El dígito más significativo es el dígito que aparece subrayado. 
Siempre es el primer dígito no nulo. 


111.001 0.00022200 3.0003 400000 000 
0.5 66 7.70 888000000 000.0 0.000000009 


Ejercicio 12.5 El dígito menos significativo es el dígito que aparece subra- 
yado. Es el dígito situado más a la derecha aunque sea un cero, si el número 
está expresado con punto decimal. 


111.001 0.00022200 3.0003 0.5 
66 7.70 888000 000 000.0 0.000000009 


El número 400 000 000 está expresado de una forma ambigua ya que termina 
en cero y no tiene punto decimal. Sin más información no puede decidirse 
cual es el dígito menos significativo. 


Ejercicio 12.6 El número de dígitos significativos es el número de dígitos 
comprendidos entre el dígito más significativo y el dígito menos significativo. 
Por lo tanto: 


Número Dígitos significativos 
111.001 
0.00022200 
3.0003 
400000000 


You yano 


7.70 
888000000000.0 
0.000000009 


e 


» 
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El número 400 000 000 puede tener entre 1 y 9 dígitos significativos, pero 
no puede saberse sin más información. 


Ejercicio 12.7 Para truncar a un número entero, simplemente hay que 
eliminar la parte fraccionaria. El resultado es: 


11, -222, 0, 4, 555555, 0, 7, -—8, 999999999, 


Ejercicio 12.8 Hay que eliminar todos los dígitos posteriores a la quinta 
cifra decimal. 


1.00100, 0.00220, 333.33333,  4.99999, —5.00000 
0.00000, 7.00000, —0.89898, 99999.99999 


Ejercicio 12.9 El dígito de prueba es el dígito situado en la tercera posi- 
ción decimal. Aplicando las reglas del redondeo se obtienen los siguientes 
números: 


0.00, 2.64, 33.01, 5.00, 52.55, 60.34, 0.73, 88.60, 1.00 


Ejercicio 12.10 El dígito de prueba es el sexto dígito significativo. Apli- 
cando las reglas del redondeo se obtienen los siguientes números: 


1.0020, 0.022222, 3.9999, 444.01, 5449.9 
62.877, —0.00072560, —8.0000, 0.99901 


Ejercicio 12.11 Para multiplicar un número por 10”, basta correr la coma 
n lugares a la derecha, si n es positivo, o n lugares a la izquierda si n es 
negativo. Entonces los números son: 0.012, —23.45, 3560000, —44.4, 50000, 
0.511, —0.0006, 7.078, 8, 0.000000099. 


Ejercicio 12.12 La forma exponencial normalizada, la mantisa y el expo- 
nente de cada uno de los números aparecen en la tabla siguiente: 
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Ejercicio 12.13 


Número | Forma exponencial Mantisa Exponente 
normalizada | 
0.011 0.11 x 107 0.11 =1 
-222 0.222 x 102 -0.222 3 
3.345 0.3345 x 10 0.3345 1 
0.41278 0.41278 x 100 0.41278 0 
55.908 —0.55908 x 10? —0.55908 2 
0.00000629 0.629 x 1075 0.629 -5 
712765432 | 0.712765432x 10% | 0.712765432 9 
-0.8 0.8 x 100 -0.8 0 
99090.090 | 0.99090090 x 10% | 0.99090090 5 


- 
Número | Notación científica | Mantisa | Exponente 
11 LI 107 LI 0 
0.22 225107" 2:2 -1 
3765.09 3.76509 x 10% 3.76509 3 
0.0045 4.5 x 1073 4.5 -3 
5235 5.235 x 10% 5.235 3 
600.00 6.0000 x 10? 6.0000 2 
0.000007 7.x 107% 7. -6 
88.88 8.888 x 10! 8.888 1 
999999 9.99999 x 10% 9.99999 5 
Ejercicio 12.14 
Número Forma exponencial Mantisa Exponente 
normalizada 
11.001 0-11001 x 22 0.11001 2 
—0.00101 0.101 x 27? -0.101 2 
111111.000111 | 0.111111000111x 2% | 0.111111000111 6 
0.0001010 0.1010 x 2-3 0.1010 3 
1010 0.1010 x 2* 0.1010 4 
0.1111 0.1111 x 22 0.1111 0 
1.001 0.1001 x 2! -0.1001 1 
—0.01010 0.1010 x 27? -0.1010 -1 
11 0.11 x 2! 0.11 1 
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Ejercicio 12.15 


+1 
1 010 100 0 1 
+ 1110310 10 
11.0011110 1 1 
Ejercicio 12.16 
+1 41 41 41 +1 +1 +1 
111.0 1.111 01 1 41 
+ 1 LA 0 1 0. 1 0 
10. 0.0 1.0111 0.0 1 


Ejercicio 12.17 Hay que agrupar las series en grupos de cuatro bits y 
calcular el valor de cada grupo sumando los pesos de cada bit según la 
ponderación 8-4-2-1: 


a) 0110 1001 0001 0010 


0110=4+2=6 
1001=8+1=9 
0001=1=1 
0010=2=2 


Por lo tanto, el número codificado es 6912. 


b) 0111=44+24+1=7 
0000 =0 
0101=4+1=5 
0010 =2=2 
Por lo tanto, el número codificado es 7052. 
c) 1001 =8+1=39 
1000 =8 
0011=2+1=3 
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0111=44+24+1=7 
Por lo tanto, el número codificado es 9837. 
d) 0011=2+1=3 
0100 = 4 
0010 = 2 
1101 =84+4+1=13 


Puesto que 13 no es ningún dígito decimal, la codificación no representa a 
ningún número decimal y debe contener un error. 


Ejercicio 12.18 Hay que agrupar los bits de ocho en ocho y a continuación 
hay que buscar el equivalente de cada grupo en la tabla de códigos ASCII. 


00110010 00101011 00110010 00111101 00110100 


a) 1 l l 1 l 
2 + 2 - 4 


El mensaje es: 24+2=4 


01010101 01001110 01000101 01000100 


b) 1 1 1 1 
U N E D 


El mensaje es: UNED 


Ejercicio 12.19 
a) (3470) =3x8%4+4x824+7x8= 1848 
b) (653) =6x82+5x8+3 = 427 
c) (42.05) =4x8+2+5x 87? = 34.078125 


d) (-1.001)a = —(1+ 873) = -1.001953125 


Ejercicio 12.20 Utilizando la equivalencia entre los dígitos octales y los 
números binarios de la tabla 12.6 se obtiene la solución siguiente: 
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a) (1702.1)s = (001111000010.001)2 

b) —(2.045)g = —(10.000100101)2 

€) (3.76)8 = (11.11111) 

d) (2304.57)s = (010011000100.101111)2 


Ejercicio 12.21 Se agrupan los números binarios en grupos de tres bits a 
derecha e izquierda del punto fraccionario, completando con ceros si es pre- 
ciso, y se sustituye cada bit por el dígito octal equivalente según la tabla 12.6. 
El resultado es: 


a) Como (1100101.0001)2= (001 100 101.000 100)», se tiene: 
(1100101.0001)» = (145.04)a 


b) Como —(110000101.1001011)2 = —(110 000 101.100 101 100), se 
tiene: 
-(110000101.1001011)2== —(605.454)g 


c) Es semejante a los anteriores, (10101.10001)2 = (010 101.100 010)2 = 
(25.42) 


d) Se tiene: 


(11110001110101.111001)2 (011 110 001 110 101.111 001)2 


(36165.71)s 


'Ú 


Ejercicio 12.22 
a) 8A.0Dh = 8 x 164 104 13 x 167? = 138.05078125 
b) Como 


-1A5.98Eh = -(1x1674+10x164+5+9x 167! 
+8 x 16724 14 x 167?) 


se tiene, —1A5.98Eh = 421.59716796875. 


940 


Capítulo 12. Las matemáticas del computador 


e) C60h = 12 x 1674 6 x 16= 3168 


d) Como 


3B.DC54h = 3x16+114+13x 167 412 x 167? 
+5x 16744 x 167* 


resulta 3B.DC54h = 59.86065673828125. 


Ejercicio 12.23 De la equivalencia entre los dígitos hexadecimales y los 
números binarios (ver tabla 12.7), se obtiene la solución siguiente: 


a) 87CD.09Ah = (1000 0111 1100 1101.0000 1001 1010)2 
b) -3AB.1h = —(0011 1010 1011.0001)2 
c) 476Dh = (0100 0111 0110 1101)2 


d) —2E5.FAh = —(0010 1110 0101.1111 1010)2 


Ejercicio 12.24 Se agrupan los números binarios en grupos de cuatro bits 
a derecha e izquierda del punto fraccionario, completando con ceros si es 


preciso, y se sustituye cada bit por el dígito hexadecimal equivalente según 
la tabla 12.7. El resultado es: 


a) (1001001001.00101)2= (0010 0100 1001.0010 1000), = 249.28h 
b) (11110011110111.101)2= (0011 1100 1111 0111.1010)2 = 3CF7.Ah 
€) (111101.01000001)2= (0011 1101.0100 0001), = 3D.41h 
d) Como 
(101010110011.0000000001)2= (1010 1011 0011.0000 0000 0100)2 


se tiene (101010110011.0000000001)2= AB3.004h. 
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Ejercicio 12.25 En prmer lugar, se calcula el equivalente en el sistema 
binario del número decimal 37: 


(37)10 = (100101) 


Ahora se completa con ceros a la izquierda hasta tener 7 bits y se añade 
un bit de signo, que al ser el número positivo debe ser 0. Por lo tanto, la 
representación es: 


37 = [oJolr[ofo[+[o[1] 


Ejercicio 12.26 Puesto que (84)0 = (1010100), y el número es negativo, 
por lo cual el bit de signo es 1, la representación es: 


-84 = [1f1fo]1]oT1fofo 


Ejercicio 12.27 El primer bit es 1: el número es negativo. Los 7 bits 
restantes equivalen a: 


(0010011), = 2* +2! +2 = 19 


El número codificado es el número decimal —19. 
El primer bit es 0: el número es positivo. Los 7 bits restantes equivalen 


(1000111)2= 2 +2? 42! 42 =71 


Por lo tanto, el número codificado es el número decimal 71. 


Ejercicio 12.28 La característica de 34 es: 
34 + 261) = 344 128 = 162 


El equivalente binario de 162 es (10100010)2. Por lo tanto, la representación 
de 34 en exceso con 8 bits es 10100010. 
La característica de —12 es: 


-124 261) = -124 128= 116 
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Como (116)10 = (01110100)», la representación de —12 en exceso con 8 bits 
es 01110100. 


Ejercicio 12.29 Puesto que (10010011), = (147)10 y 147 — 2(8-1) = 19, el 
número codificado es el decimal 19. 

Puesto que (00011001)2 = (25)10 y 25 — 2(8-1) = —103, el número codi- 
ficado es el decimal -103. 


Ejercicio 12.30 Las soluciones son: 


01011011 10110001 00110110 11101100 


Ejercicio 12.31 El complemento a 1 es: 
01011011 10110001 00110110 11101100 
Si se suma 1 al complemento a 1, se obtiene el complemento a 2: 


01011100 10110010 00110111 11101101 


Ejercicio 12.32 El equivalente en el sistema binario del número decimal 
75 es (1001011). Como el número es positivo su representación en comple- 
mento a 2 con 8 bits es 01001011. 

El valor absoluto del número es 107. El equivalente en el sistema binario 
de 107 es (1101011)2. Se expresa el número con 8 bits: 01101011. El com- 
plemento a 1 es 10010100 y el complemento a 2 es 10010100 + 1 = 10010101. 
Por lo tanto, la representación es 10010101. 


Ejercicio 12.33 Como el primer bit de la izquierda es 1 entonces el número 
es negativo. Su complemento a 1 es 00101100 y su complemento a 2 es 
00101101. El equivalente decimal del número binario (101101), es: 


(101101), =324+84+4+4+1=45 
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Por lo tanto, el número codificado es —46. 

El número es positivo porque el primer bit es 0. Los restantes bits repre- 
sentan al número binario (101101), cuyo equivalente decimal es (101101), = 
324+8+44+1= 45. El número codificado es +45. 


Ejercicio 12.34 El equivalente binario del número 45.5 es: 
(45.5)10 = (101101.1)2 


La forma exponencial normalizada es (0.1011011) x 2%. Por lo tanto, la 
mantisa es 0.1011011 y el exponente 6. El número es positivo, luego el bit 
de signo es 0. Se codifica el exponente en exceso con 7 bits: 6 + 201) = 
6 + 64 = 70. El equivalente binario de la característica 70 es: 


(1000110) 


Por lo tanto, los bits que corresponden al exponente son 1000110. Finalmente 
codificamos la mantisa, añadiendo a la derecha los ceros necesarios para com- 
pletar 24 bits. La codificación de la mantisa es 101101100000000000000000. 
En resumen, la codificación en punto flotante buscada es: 


01000110101101100000000000000000 
Si se pasa el número dado al sistema binario, se tendrá: 
12.25 = —(1100.01)2 


La forma exponencial normalizada es —0.110001 x 21. El exponente es 4 y 
la mantisa —0.110001. El número es negativo: por tanto el bit de signo es 1. 
La codificación en exceso con 7 bits del exponente es 4+2"=1) = 44-64 = 68, 
que en el sistema binario se expresa como (68)1o = (1000100)2. En resumen, 
completando a 24 bits la mantisa la codificación del número —12.25 es: 


11000100110001000000000000000000 


Ejercicio 12.35 Puesto que el primer bit es 0, el número es positivo. Los 
7 bits restantes codifican el exponente. El equivalente en decimal del expo- 
nente es 1001110 = 644 84 442= 78. Como está codificado en exceso con 
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7 bits el número representa a 78 — 2-1) = 78 — 64 = 14. Por lo tanto, el 
número codificado en forma exponencial normalizada es: 


0.101001010000100000000000x 2** 


es decir, 10100101000010.0000000000 lo cual representa al número binario 
10100101000010, cuyo equivalente decimal es el número 10562, que es el 
número decimal representado. 


Ejercicio 12.36 El primer bit es 1. Por lo tanto, el número representado 
es negativo. Los bits del exponente son 1010110 cuyo equivalente decimal 
es 86. Por tanto la codificación en exceso 1010110 representa al número 
86 — 2-1) = 86 — 64 = 22. De donde, la forma exponencial normalizada 
del número representado es 0.111010010010000100010011 x 22, es decir, 
1110100100100001000100.11. El equivalente decimal de este número binario 
es: 


(1110100100100001000100.11)2 2097152 + 1048576 + 524288 + 131072 
+16384 + 2048 + 64 + 4 + 0.5 + 0.25 


3819588.75 


En resumen, el número decimal representado es —3819588.75. 


Ejercicio 12.37 Se escriben ambos números con el mismo exponente, 
0.876 x 10? = 0.0876 x 10% 
luego se suman las mantisas: 


0.32 x 10% + 0.0876 x 107 = 0.4076 x 10% 


Ejercicio 12.38 Se escriben ambos números con el mismo exponente y se 
restan las mantisas: 0.97 x 107? = 0.00097 x 10?. 


0.3627 x 10? — 0.00097 x 10? = 0.36173 x 10? = 0.362 x 10? 
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Ejercicio 12.39 Se multiplican las mantisas, teniendo en cuenta los signos, 
y se suman los exponentes: 


(0.653 x (-0.82)) x 107+=1) 
-0.53546 x 10? 
-0.535 x 10? 


(0.653 x 10%) x (-0.82 x 107!) 


'" 


r 


Ejercicio 12.40 Se dividen las mantisas, teniendo en cuenta los signos, y 
se restan los exponentes: 


(0.3698 x 107?) x (-0.765 x 101) = (0.3698 x (-0.765)) x 107?-1 
—0.282897 x 107% 
= -—0.2828 x 107% 


Soluciones de las cuestiones 


Cuestión 12.1 La respuesta correcta es b. El error relativo, en tanto por 
ciento, es (127589 — 140000)/127589 - 100 = —9.72732759 = —-9.73%. 


Cuestión 12.2 La respuesta correcta es a. El número truncado es 23.8. El 
error relativo de la aproximación es (23.897 — 23.8)/23.897 = 0.00406. 


Cuestión 12.3 La respuesta correcta es c. El número redondeado es 7.6, 
ya que el dígito de prueba es 5 y le precede un número par. El error relativo 
de la aproximación es (7.654 — 7.6)/7.654 = 0.007055. 


Cuestión 12.4 La respuesta correcta es a. Los números truncados son: 
au = 26.7,5 = 19.4, y su suma es 26.7 + 19.4 = 46.1. Por su parte la suma 
exacta es: 26.732 + 19.459 = 46.191. Entonces, el error absoluto de la 
aproximación es: 46.191 — 46.1 = 0.091. 
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Cuestión 12.5 La respuesta correcta es b. El primer dígito significativo es 
el primer dígito no nulo, y el último es el dígito situado más a la derecha, 
aunque, como en este caso, sea un cero, siempre y cuando el número tenga 
punto decimal. Así pues el primer dígito significativo es el 4 y el último el 0 
de la derecha. Entre ambos hay 2 dígitos, por lo que en total hay 4 dígitos 
significativos. 


Cuestión 12.6 La respuesta correcta es c. El primer dígito significativo de 
un número es el primer dígito no nulo. 


Cuestión 12.7 La respuesta correcta es c. Cuando un número tiene punto 
decimal todos los ceros situados a la derecha del primer dígito significativo 
son significativos. 


Cuestión 12.8 La respuesta correcta es c. Puesto que el número no tiene 
punto decimal y termina en cero, el número de dígitos significativos no puede 
precisarse sin más información. 


Cuestión 12.9 La respuesta correcta es a, Al truncar 0.092895 a tres dígitos 
el número que se obtiene es 0.0928 y el error relativo cometido es (0.092895 — 
0.0928)/0.092895 = 0.0010. Por su parte, al redondear el número 0.6500800 
con cuatro dígitos significativos se obtiene el número 0.6501 y el error relativo 
cometido es (0.6500800 — 0.6501)/0.6500800 = —0.00003. Por lo tanto, el 
error relativo cometido en este caso es menor. 


Cuestión 12.10 La respuesta correcta es b. Los datos redondeados son: 
base = 5.72 y altura = 3.36, ya que el dígito de prueba es 5 precedido de dígito 
impar. Entonces el área calculada, redondeada a tres dígitos significativos, 
es 5.72 x 3.36 = 19.2192 = 19.2. El área exacta es 5.720 x 3.355 = 19.1906. 
Por lo tanto, el error relativo es: 


19.1906 — 19.2192 


191906 = -0.0004898231 


Es decir, aproximadamente —0.000489. 
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Cuestión 12.11 La respuesta correcta es c. La forma exponencial nor- 
malizada del número 29.897 es 0.29897 x 10?. Por lo tanto, la mantisa es 
0.29897. 


Cuestión 12.12 La respuesta correcta es a. La forma exponencial norma- 
lizada del número 0.004498 es 0.4498 x 107!. Luego el exponente es —1. 


Cuestión 12.13 La respuesta correcta es b. El número 0.00087 se escribe 
en notación científica como 8.7 x 107*. Por lo tanto, la mantisa es 8.7. 


Cuestión 12.14 La respuesta correcta es c. El número 53890298.25 se 
escribe en notación científica como 5.389029825 x 107. Luego el exponente 
es 7. 


Cuestión 12.15 La respuesta correcta es a. En la forma exponencial nor- 
malizada el punto decimal va inmediatamente antes que el primer dígito no 
nulo, mientras que en la notación científica va inmediatamente después del 
primer dígito no nulo. Por lo tanto, el exponente de py tiene que ser siempre 
una unidad mayor que el exponente pz. 


Cuestión 12.16 La respuesta correcta es a. La expresión 
0.00001896707 x 1077 


no representa al número decimal 189.6707, sino al número 


0.000000000001896707 


Cuestión 12.17 La respuesta correcta es c. En la forma exponencial nor- 
malizada el punto binario está inmediatamente antes del primer dígito no 
nulo. 


Cuestión 12.18 La respuesta correcta es b, La forma exponencial 0.11101 x 
10% únicamente tiene sentido en el sistema decimal. En el sistema binario 
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las formas exponenciales se escriben como el producto de la mantisa por una 
potencia de la base del sistema 2. 


Cuestión 12.19 La respuesta correcta es c. La forma exponencial norma- 
lizada del número binario 11001.0001 es 0.110010001 x 2%. Por lo tanto, el 
exponente es 5. 


Cuestión 12.20 La respuesta correcta es a. La suma es: 


1.0 0.0 1 
+ 111.0 100 
10000 10 4 


101 0 1 
En 11.01 0.1 
101.0 1 


Cuestión 12.22 La respuesta correcta es b. El equivalente en binario de 
cada dígito es: 1 = 0001, 2 = 0010 y 3 = 0011. Por lo tanto, estas tres series 
de cuatro bits forman la codificación buscada: 000100100011. 


Cuestión 12.23 La respuesta correcta es c. Al formar grupos de 4 bits con 
la serie dada se tiene 0101 0101 0101. Cada uno de estos grupos codifica al 
dígito decimal 5, porque es su equivalente decimal: (0101), = 510. Luego la 
serie binaria codifica a la serie decimal 5555. 


Cuestión 12.24 La respuesta correcta es c. El número (6280) contiene el 
dígito 8 que no es un dígito octal. 


Cuestión 12.25 La respuesta correcta es b. En efecto, se tiene (625)3 = 
6x8%+1x8!4+5x80 = 397. 
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Cuestión 12.26 La respuesta correcta es c. En efecto, se tiene (2375)g = 
2x8 4+3x8%47x8!45x80 = 1277. 


Cuestión 12.27 La respuesta correcta es b. De la equivalencia entre dígitos 
octales y números binarios de tres cifras, se tiene 1 = 001, 4=100,7=111, 
0 = 000, 1 = 001. Por lo tanto, el número buscado es el formado por los 
cinco grupos anteriores en su orden. 


Cuestión 12.28 La respuesta correcta es a. Si se agrupan los dígitos bina- 
rios en grupos de tres a izquierda y derecha del punto binario, se obtienen 
los, grupos: 

001 001 001 . 001 


Cada uno de estos grupos representa al dígito octal 1. Por lo tanto, el 
equivalente del número binario dado en el sistema octal es 111.1 


Cuestión 12.29 La respuesta correcta es b. (1515)10 =5x 1674 14x 16! + 
11x 16%. 


Cuestión 12.30 La respuesta correcta es c. (A3C8)16 = 10 x 16% + 3 x 
16? + 12x 16! +8 x 16% = 41928. 


Cuestión 12.31 La respuesta correcta es b. Se sustituye cada dígito hexade- 
cimal por los cuatro bits equivalentes del sistema binario. En este caso cada 
1 hexadecimal equivale a los cuatro bits 0001. Por lo tanto, hay que sustituir 
cada 1 hexadecimal por 0001 a izquierda y derecha del punto hexadecimal. 


Cuestión 12.32 La respuesta correcta es a. Agrupamos el número dado en 
grupos de cuatro dígitos a izquierda y derecha del punto binario, comple- 
tando con ceros si es necesario. Los grupos son: 


1001 0100 . 0100 


Ahora basta sustituir cada grupo de cuatro bits por el dígito hexadecimal 
equivalente. Como 1001 equivale a 9 y 0100 a 4 se obtiene el número 94.4. 
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Cuestión 12.33 La respuesta correcta es a. El número 43 es positivo. Por 
lo tanto, el bit de signo es cero. El equivalente binario del número 43 es 
(101011)», ya que 


(101011)2=2 +2 42! 42 =43 


Luego la codificación con 8 bits es 00101011. 


Cuestión 12.34 La respuesta correcta es hb. El número —89 es negativo, 
luego el bit de signo es 1. El equivalente binario del número decimal 89 es 
(1011001)2 ya que 


(1011001), =2% + 214 2% 42? = 89 


Por lo tanto, la codificación con 8 bits es 11011001. 


Cuestión 12.35 La respuesta correcta es c. El primer bit de signo es 1, lo 
cual quiere decir que el número es negativo. Los bits restantes equivalen al 
número decimal 112. El número codificado es —112. 


Cuestión 12.36 La respuesta correcta es a. El número es positivo porque 
el bit de signo es cero. Los restantes bits equivalen al decimal 51. La 
codificación representa al número decimal 51. 


Cuestión 12.37 La respuesta correcta es c. El mayor número que puede 
codificarse en exceso con 8 bits es 11111111. El equivalente decimal del 
número binario 11111111 es el número decimal 255. Por lo tanto, el mayor 
número decimal que puede codificarse en exceso con 8 bits es: 


255 — 2871 = 255 — 128 = 127 
Así pues, el número decimal 130 no puede codificarse en exceso usando úni- 
camente 8 bits. 
Cuestión 12.38 La respuesta correcta es a. La característica es: 


1340 4 2191 = 13404 21% = 1340 + 32768 = 34108 
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El equivalente en binario del número decimal 34108 es 1000010100111100, 
que es la codificación buscada. 


Cuestión 12.39 La respuesta correcta es c. El número binario 10010010 
representa al decimal 146. Como el código es de 8 bits hay que restar 291 = 
128. Por lo tanto, el número codificado es 146 — 128 = 18. 


Cuestión 12.40 La respuesta correcta es c. La codificación en exceso con 
16 bits más pequeña es 0000000000000000. Este número binario equivale al 
decimal 0. Para buscar el número codificado hay que restar 2191, Por lo 
tanto, el menor número decimal que puede codificarse en exceso con 16 bits 
es —215, 


Cuestión 12.41 La respuesta correcta es hb. El complemento a 1 de un 
número binario se obtiene cambiando los 1 por 0 y los 0 por 1. 


Cuestión 12.42 La respuesta correcta es c. El complemento a 2 de un 
número binario se obtiene sumando 1 al complemento a 1. 


Cuestión 12.43 La respuesta correcta es a. Como el primer bit es 0 el 
número es positivo. Los restantes bits considerados como número binario 
representan al número decimal 100. 


Cuestión 12.44 La respuesta correcta es c. El número representado es 
negativo por ser el primer bit un 1. Se calcula el complemento a 2 de los bits 
restantes 1100100. El complemento a 1 es 0011011 y, sumado 1, se obtiene 
el complemento a 2 como 0011100. El equivalente decimal de este último 
número binario es: 


(0011100)2 = 2* + 2 + 2? = 28 


El número codificado es el opuesto del número anterior, es decir, es —28. 


Cuestión 12.45 La respuesta correcta es a. El número es positivo, por lo 
que el primer bit es 0. El equivalente binario del número decimal 72 es: 


(72)10 = 2* + 2 = (1001000)2 
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Tras añadir el bit de signo, se tiene la codificación 01001000. 


Cuestión 12.46 La respuesta correcta es c. El número es negativo por tener 
el primer bit igual a 1. Si se decodifica el exponente, se tiene: 


(1001001), = 2 + 2 4 2 = (73)10 
Por lo tanto, el código simboliza al número decimal 
73-21) = 73-64 =9 


La mantisa se lee entonces como 0.10100111 x 2, es decir, el número binario 
codificado es 101001110. El equivalente decimal de este número es: 


(101001110), = 24 2% 4+ 2 4 2242! = 334 


En resumen el número codificado es —-344. 


Cuestión 12.47 La respuesta correcta es a. El número es negativo, luego 
el bit de signo es 1. El equivalente en binario del número decimal 21.5 es: 


(21.5)10 = 21 + 2? + 22 4 27! = (10101.1)2 
La forma exponencial normalizada es: 
10101.1=0.101011 x 2% 


Por lo tanto, la mantisa es 0.101001 y el exponente es 5. Ahora se codifica 
en exceso con 7 bits el exponente. La característica es: 


542071) = 5464 = 69 
El equivalente en binario de la característica es: 
(69)10 = 22 + 2? 4 2 = (1000101)a 


Así pues, la codificación en exceso de 69 es 1000101. La mantisa tiene 6 
bits, por lo que es necesario completarla con dos ceros a la derecha para 
completar los 8 bits. Luego 


1 1000101 10101100 


Soluciones de las cuestiones 953 


es la codificación buscada. 


Cuestión 12.48 La respuesta correcta es b. El número es negativo, luego 
el primer bit es 1. El equivalente en binario del número decimal 98 es: 


(98)10 = 22 + 2% + 2* = (1100010)2 


El complemento a 1 del número 1100010 es 0011101 y el complemento a 2 
es 0011110. Por lo tanto, la codificación es 10011110. 


Cuestión 12.49 La respuesta correcta es c. El mayor número positivo que 
puede codificarse en magnitud-signo con 16 bits es el número 


0111111111111111 


ya que el primer bit reservado para el signo debe ser cero. El equivalente 
decimal del número binario (111111111111111)z es 2101 — 1. A este re- 
sultado se llega fácilmente haciendo las operaciones, pero también podemos 
observar que si sumamos 1 al número binario (111111111111111), obtene- 
mos el número binario (1000000000000000)», cuyo equivalente decimal es 
evidentemente 219=1, Por lo tanto (111111111111111)2= 210-1—1. 


Cuestión 12.50 La respuesta correcta es c. En la codificación con 16 bits 
en magnitud-signo únicamente se dispone de 15 bits para representar mag- 
nitudes, porque el bit restante se reserva para el signo. El mayor número 
binario que puede representarse con 15 bits es 111111111111111 cuyo equi- 
valente decimal es 211. Porlo tanto, el menor número negativo que puede 
codificarse con 16 bits en magnitud-signo es el número —21* — 1, es decir, el 
número —32767. 
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física 619 

lógica 619 
Negación lógica 500 
Notación 

científica 876, 877 

en exceso 903 
Numeración 

sistema 2 

sistema posicional 5 

sistema acumulativo 2 
Numerador 79, 88 
Observación 726 
Opuesto de un numero 37 
Ordenadas 

eje 280 

en el origen 292 
Ordenador 825 
Origens 280 
Ortocentro 303, 343 
Overflow 912 
Paquetes integrados 863 
Par ordenado 145 
Paralelogramo 304 
Pendiente de una recta 290 
Perímetro de un polígono 304 
Periodo 92 

de liquidación 223 
Permutaciones 576 

con repetición 579 
Pitágoras 194, 247 


959 


teorema 276 
Plotter 845 
Población 720 
Porcentaje 98 
Posibilidades lógicas 495, 506 
Potencia 8 
Precisión de un computador 869 
Preimagen 438, 442 
Premisas 522 
Probabilidad 633 
condicionada 650 
Procesadores de textos 862 
Proceso de datos 824 
Producto de fracciones 86 
Programa 
ejecutable 855 
enlazador 855 
fuente 855 
objeto 855 
Programación 852 
estructurada 857 
Programas 
de aplicaciones 860 
de autoedición 862 
especializados 863 
de gráficos 863 
del sistema 860 
Propiedad 
asociativa, de la suma 44 
asociativa, del producto 44 
conmutativa, del producto 44 
conmutativa, se la suma 43 
distributiva 45 
Proposición 495 
compuesta 496 
contraria 500 


lógicamente falsa 518 
lógicamente verdadera 518 
simple 496 
Proposiciones 
contradictorias 517 
dependientes 515 
equivalentes 517 
inconsistentes 515 
independientes 515 
subcontrarias 516 
Quebrado 79 
Rango de variación 729, 746 
Ratón 838 
Rayo láser 844 
Razonamiento 522 
deducción 531 
demostración 531 
lógicamente válido 522 
Recta 288 
de regresión 776 
Rectas 
paralelas 298 
perpendiculares 300 
Redondeo 870, 871 
Regla de los signos 41, 42 
Reglas 
de divisibilidad 24 


de inferencia 525, 526, 527, 529 


de redondeo 871 
Regresión lineal 776 
Relativo 98 
Repetición 858 
Representación 

en exceso 902 

magnitud-signo 901 

en punto flotante 913 


960 


Resolución 838 
Scanner 841 
Secuencia 857 
Sesgo 724 
Sistema 
acumulativo 2 
binario 9 
de base b 18 
de base 3 10 
de base dos 9 
decimal 5, 9 
hexadecimal 12, 889, 893 
indo-arábigo 5 
monotarea 860 
monousuario 860 
multitarea 861 
multiusuario 861 
octal 889 
operativo 860 
posicional 5 
romano 3 
ternario 10 
Sistemas 
acumulativos 2 
posicionales 2 
Software 827, 852 
Subconjunto 362 
Sucesos 627 
aleatorios 627 
compuestos 628 
contrario 629 
imposible 629 
independientes 662 
seguro 629 
simples 628 
Supercomputador 830 
Sustraendo 40 


Tablas residual 779 
de números aleatorios 724 Venn, John 376 
de verdad 506 Verosimilitud 622 

Tarjetas perforadas 837 

Tasa de mortalidad 756 

Tautología 518 

Teclado 837 

Terminales de pantalla 837 

Thales de Mileto 296 

Toner 844 

Trazador 845 

Truncamiento 870 

Unidad 
aritmético-lógica 831, 833, 834 
central de proceso 832, 833 
de control 831, 833, 834 
de memoria 831, 833 

Unión 
de conjuntos 367 
de sucesos 629 

Valor 
absoluto 38 
de verdad 496 
medio 749 

Variable 
categórica 726 
continua 727 
cualitativa 726 
discreta 727 
estadística 720 
nominal 726 
ordinal 727 

Variables incorreladas 780 

Variaciones 581 

Varianza 762 
explicada 779 


961 


IS 


